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1. UVOD

Vainbergovim teoremom, kao temom ovog rada, na jednostavnom Stapnom modelu
iskazat ¢emo, dokazati i primijeniti vezu potencijalne energije i virtualnog rada sustava

zadrzavajuci se u okvirima linearnih odnosa sila i pomaka (tj. gdje vrijedi Hooke-ov zakon).

Samu primjenu pokazat ¢emo za dvije vazne teorije: Bernoulli-Eulerovu i TimoSenkovu, a da
bi proces od iskaza do primjene bio razumljiviji prethodno ¢emo, za obje teorije, izvesti
jednadzbe ravnoteze u diferencijalnom obliku te preko komponenata pomaka, iz ¢ega ¢emo
dalje do¢i do iskaza teorema o virtualnim pomacima te iskaza teorema o stacionarnoj

vrijednosti potencijalne energije uz prikaz njihove primjene, naravno za obje teorije.



2. STANJE RAVNOTEZE STAPA

RavnoteZa je stanje mirovanja tijela kad su sve sile koje na nj djeluju medusobno

neutralizirane.

Za promatranje uvjeta ravnoteZe odabran je element kojem je dimenzija duljine znacajno

veca od dimenzija duljine i Sirine - Stap.

Spomenuti Stap je dalje definiran:
- poprecnim presjekom,
- osi Stapa,

- duljinom Stapa.

Poprecni presjek je odreden kao geometrijski lik dobiven presijecanjem Stapa ravninom koja

je okomita na njegovu os, dok je os Stapa linija koja spaja teZiSta popre¢nih presjeka.

Promatranje ograni¢avamo na:
- ravne Stapove,
- Stapove €iji se poprecni presjeci ne mijenjaju po duljini (takozvane prizmati¢ne ili
cilindri¢ne Stapove),

- simetri¢ne poprecne presjeke.

Duljina Stapa je definirana kona¢nim brojem pomocu odsjecka [0,1] koji se nalazi na osi x.

Tako definiran Stap u prostoru opteretimo koncentriranim silama i momentima na pocetku

i/ili kraju elementa te distribuiranim momentom i linijskom silom po cijeloj duljini (slika 1.).
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Slika 1.

2.1. Izvod diferencijalne jednadzbe ravnoteze

Iz opterecenog Stapa izdvojimo beskona¢no mali odsjecak duljine dx kojeg dalje

promatramo u xz ravnini (slika 2.).
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Slika 2.

Diferencijalne jednadZbe ravnoteze Stapa dobivamo primjenom osnovnoga pravila ravnoteze
elementa koje kaZe da sve sile odnosno momenti koji djeluju na tijelo moraju (u stanju

ravnoteze) iSCezavati :



- projekcija na os x:

—N(x)+ p(x)-dx+ N(x)+dN(x) =0,
dN (x)

+ p(x) =0,

N'(x)+ p(x) =0;
- projekcija na os z:

—T(x)+q(x)-dx+T(x)+dT(x)=0,

dT (x) _
2 +g(x)=0,

T'(x)+q(x)=0;

- ravnoteZza momenta (oko desnog kraja):

—M(x)+m(x)-dx+[q(x)-dx]%—T(x)-dx+M(x)+dM(x):0,

M) () —T (x) =0,
X

M’(x)=T(x)=0. (realna pretpostavka nepostojanja distribuiranih

momenata)

Za izrazavanje veze izmedu komponenata unutarnjih sila i komponenata naprezanja Stap
presijeCemo ravninom okomitom na njegovu os na proizvoljnoj udaljenosti x od ishodista te
promatramo raspodjelu naprezanja po popre¢nom presjeku A(x), (slika 3.).

Ograni¢enjem problema na na$ ravninski zadatak (xz ravnina) dolazimo do zakljucka da na

infinitezimalno mali odsjecak povrSine dA djeluje elementarna sila s komponentama

o dA, 7, dA 17 dA.



Slika 3.

Sumiranjem tih elementarnih sila po popre¢nom presjeku dobivamo izraze za unutarnje sile:

- uzduznu silu N: N = I o dA,
A

- poprecne sile T: T = j 7. dA,
A

- moment savijanjaM: M = jzo‘di.
A

Pod djelovanjem sila Stap se deformira (mijenja oblik i dimenzije), a pojedine tocke mijenjaju
polozaj u prostoru.
Ograni¢avamo se na opterec¢enja koja uzrokuju male pomake tj. dovoljno dobro se

aproksimiraju linearnim izrazima, pa vrijedi (uz ogranicenje na ravninski problem):

£ =€ _u
XX X ax’
L o o
9z ox

Male pomake ozna¢avamo u smjeru osi :
u smjeru x-u : u(x,z)=u(x)+ z0(x),

u smjeru z-w : w(x, z) = w(x).



2.2. Diferencijalne jednadzbe ravnoteze izrazene preko komponenata pomaka za

Bernoulli-Eulerovu teoriju

Ako pretpostavimo da za zadani Stap vrijedi Bernoulli-Eulerova teorija, a za zadana
opterecenja na elementu (prema slici 4.) da uzrokuju male deformacije (time i male pomake)
onda moZemo koristiti sljedece pretpostavke te teorije:

- poprecni presjeci ostaju ravni pri pomaku- ne deformiraju se,
- poprecni presjeci i dalje ostaju okomiti na os Stapa,

- pri deformiranju nema torzije.

\ A

Slika 4.

Kutovi zaokreta ravnina poprecnih presjeka su jednaki onima koje tangenta na zakrivljenu os

4

Stapa zatvaras osix tj. =@ =—-w" .
Vrijedi
u(x,2) =u(x)+ z8(x) = u(x) + z(x) = u(x) — zw'(x)
paje:

du

& =g=u (x)—zw (x).

X

U Bernoulli-Eulerovoj teoriji posmi¢na deformacija ne postoji Sto dokazujemo na sljedeci
nacin:
ou Jdw

0 , 0 _ roon
7“_8_z+§_8_z[u(X)_ZW(X)]+§W(X)_ w(x)+w(x)=0.



Vrijedi k¥ = ¢ =-w", pa piSemo

e(x,2)=u'(x)+ zx(x) .

U okvirima linearne teorije vrijedi Hooke-ov zakon linearnog odnosa naprezanja i

deformacija tj. o, = E€(x) Sto uvrStavamo u izraze za unutarnje sile:

- N=[o0dA=[Ee(x)dA= [E['(x)+zx(x)dA;

A(x)

kako je .[ Ezx(x)dA =0, dobivamo

A(x)

N = Eu(x) j dA = EAu'(x) ;

- M, =[z0,dA=[EzedA= [Ela'(n)+2x)hA;

A(x)

kako su j Ez(x)dA=0, j 7%dA = I(x) dobivamo

A(x) A(x)

M = El(x)k(x) .

Uvrstimo li izraze za unutarnje sile u diferencijalne jednadzbe ravnine iz odjeljka 2.1., dobit
¢emo diferencijalne jednadzbe ravnoteZe izrazene preko komponenata pomaka za Bernoulli-
Eulerovu teoriju:
- uvrStavanje N(x)=FEAu'(x) u N(x)=-p(x) daje
EAu”(x)=-p(x);
- uvrstavanje M =-EI w'(x) u M) =—-q(x) daje
ELw" (x) = q(x);

- diferencijalne jednadZbe ravnoteze sila u popre¢nom smjeru ne mozemo napisati

u ovom obliku.
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2.3. Diferencijalne jednadzbe ravnoteze izrazene preko komponenata pomaka za

TimoSenkovu teoriju

w'+0

zV

Slika 5.

U TimoSenkovoj teoriji polazimo od pretpostavke da ne vrijedi 9= @ =-w’, nego je kut

zaokreta normale na ravninu poprecnog presjeka (tj. kut zaokreta same ravnine poprecnog

presjeka) sastavljen od kuta zaokreta osi te kuta od klizanja ravnine, ¢ = ¢+ ¥ (slika 5.),

jer postoji posmi¢na deformacija za koju piSemo:

du ow 0 0 ,
Y=7. ‘a?*g‘a_z[”(x)”’}(")]*%“x) = (x) +w'(x).

Za uzduznu deformaciju vrijedi £, = g_u =u'(x)+ 7% (x).
X
Primjenom Hooke-ova zakona u obliku 7 =17_ = Gy na jednadZbe ravnoteZe dobivamo:

T(x)=T.(x) = [7,.dA=[Gy dA=[G[5(x)+w (x)[dA = GA[3(x) + w'(x)]% :
M(x)=M,(x)=[20,dA = [ Eze(x)dA= [ E|a/(x)+ 220 kA = EI009 ()
A A A(x)

za N je izvod analogan Bernoulli-Eulerovu.

11



Uvrstavanje dobivenih izraza za unutarnje sile u diferencijalne jednadzbe ravnoteze iz
odjeljka 2.1. daje diferencijalne jednadZzbe izraZene preko komponenti pomaka za
TimoSenkovu teoriju.
Uvrstavanje N(x)=EAu’(x) u N(x)=-p(x) daje

EAu”(x)=—p(x).

Izraz T(x) = %[z?(x) + W'(x)] uvrStavamo u 7(x) =—¢g(x) te je

GA ,
— [P+ w@]=—g0.
Uvrstavanjem izraza za T(x) i M (x) = EI(x)?¥(x) u M (x)—T(x)=0 dobivamo

EI(x)%(x) —% [8(x)+w'(x)]=0.

12



3. RUBNIUVJETI

Stap u prostoru pri¢vriéujemo leZajevima koje modeliramo rubnim uvjetima, &ime je
osigurana jedinstvenost rjesenja.
Razlikujemo prirodne i geometrijske rubne uvjete:
- prirodni (Neumannovi) su uvjeti ravnoteZe (zadani sila ili moment),

- geometrijski (Dirichletovi) su uvjeti kompatibilnosti (zadani progib ili rotacija).

U naSem se slu¢aju radi o problemu savijanja koji moZe izazvati progib ili rotaciju, tako da na
oba kraja zadajemo barem toliko geometrijskih uvjeta koliko je potrebno da sprije€imo
pomake Stapa kao krutog tijela.

U svakoj tocki rubni uvjet mora biti jednozna¢no definiran.

Ako su zadani rubni uvjeti jednaki nuli, onda se radi o homogenim rubnim uvjetima.

Kraj Stapa moZe biti : slobodan,
zglobno oslonjen,

upet.

Ako je rub Stapa slobodan, onda mu je omogucena i rotacija i progib pa vrijedi:
T(0)=0,

M (0)=0;

isto vrijedi i za drugi rub:

T()=0,

M()=0.

Ako je rub Stapa zglob onda ima omogucéenu rotaciju a onemogucen progib pa vrijedi:
w(0) =0,

M (0)=0;

ili za drugi rub:

w(l) =0,

M(l)=0.

13



Ako je rub Stapa upet onemoguceni su mu i progib i rotacija pa vrijedi:
w(0) =0,

@(0)=w'(0)=0;
ili za drugi rub:

w(l) =0,

@()=w'(1)=0.

14



4. METODA VIRTUALNOG RADA

Rad je definiran kao produkt sile i puta na kojem ta sila djeluje. Pri tom vanjske sile
obavljanju rad na pomacima to¢aka u kojima djeluju, a unutarnje na infinitezimalnim

prirastima polja pomaka.

Za rad definiran na takav nacin potrebno je uociti vaznost obje stavke-ni beskonacno velika
sila, ako je nepomic¢na, ne moze vrSiti rad, a sam radi vrSi samo ona komponenta sile koja

zaista tijelo pomice ili koja se tom pomicanju odupire tj. djeluje u smjeru puta pomicanja.

Dalje, uvazavamo bitnu Cinjenicu da rad je skalarna veli¢ina a ne vektor, dakle neovisan je o

promjeni koordinatnog sistema.

Kad je rije¢ o virtualnom pomaku, iz samog naziva je vidljivo da se radi o neCemu $to nije
stvarno (nego imaginarno/virtualno), §to pruza moguc¢nost odabira uvjeta u kojima se rad
odvija - odabira pomaka i sila da bismo zadovoljili matematicke izraze, ali istovremeno treba
voditi racuna da ti zamiSljeni pomaci u odredenoj mjeri odgovaraju mogucim realnim

pomacima i zadovoljavaju jednadZbe kompatibilnosti.

Na temelju toga pretpostavljamo:

- sila koja vrsi rad konstantna je uzduz cijelog virtualnog pomaka i jednaka je punom
ili stvarnom iznosu na pocetku njena djelovanja,

- virtualni pomak se odvija po ravnoj putanji konstantnom brzinom,

- rad vanjske sile ne ovisi o putu, nego o pocetnoj i zavr$noj tocki pomaka (takvu silu
nazivamo konzervativhom),

- poznata je pocetna to¢ka pomaka.

Glavna odlika ove metode je to Sto je gotovo jednako prikladna za rjeSavanje kako
jednostavnih tako 1 sloZenih sistema, a u slucaju idealnih veza daje jednadZzbu koja na sadrzi
reakcije veza nego samo efektivne sile. To je posebno vazno za statiCku analizu sistema gdje
nije bitno odrediti sve reakcije tj. sile koje djeluju.

Na principu virtualnog rada temeljimo teorem o virtualnim pomacima.

15



Nase promatranje ogranicavamo na ravninu xz u kojoj se nalazi Stap u stanju ravnoteZe

opterecen na savijanje.

Opcenito, ako je Stap u ravnotezi, onda je i bilo koji infinitezimalni dio Stapa u ravnoteZi pa za

njega vrijede diferencijalne jednadZbe ravnoteze:

N'(x)+ p(x) =0,
T'(x)+q(x) =0,

M’(x)—T(x)=0. (uz uobicajenu pretpostavku da distribuirani moment i§¢ezava)

4.1. Teorem o virtualnim pomacima za Bernoulli-Eulerovu teoriju

Uz pretpostavku Bernoulli-Eulerove teorije za promatrani Stap opterec¢en na savijanje
dokaz mozemo provesti na sljedeci nacin, ako pretpostavimo ravnotezno stanje i sustavu
damo mali virtualni pomak.
JednadZbu ravnoteze

M’ (x)+q(x)=0

mnozimo s ow(x)dx te integriramo po duljini elementa:
l 1

[ M (0)dw(x)dx+ [ g(x)Sw(x)dx = 0.

0 0

Ako prvi ¢lan na lijevoj strani transformiramo pomocu dvije parcijalne integracije

1 uvazimo jednakosti

M'(x) =T (x),
W (x) = —0p(x),
w(x) = -0k(x),

16



za Stap u xz ravnini opterecen na savijanje za kojeg vrijedi Bernoulli-Eulerova teorija mozemo

pisati

T()ow(l) — T (0)ow(0) + M (1)ogp(l) — M (0)0p(0) + I q(x)ow(x)dx = IM(x)é‘K(x)dx.

4.2. Teorem o virtualnim pomacima za TimoSenkovu teoriju

Medutim, ako pretpostavimo da vrijedi TimoSenkova teorija, gdje je kut zaokreta normale
na ravninu poprecnog presjeka sastavljen od kuta zaokreta Stapa te kuta zbog klizanja te
ravnine (Sto u Bernoulli- Eulerovoj teoriji ne postoji) onda postoji (osim virtualnog rada

momenta savijanja) virtualni rad poprecnih sila, pa promatramo

M’(x)=T(x) =0,
T (x)+q(x)=0.

Prvu jednakost mnoZzimo s d9(x)dx , a drugu s dw(x)dx, te obje integriramo po duljini

elementa (jer se element progiba za dw, a zaokrece za d1):

] )
jM’(x)azs(x)dx - j T (x)889(x)dx = 0,
0 0

j T’ (xX)Sw(x)dx + j g(x)dw(x)dx = 0.

Dobivene izraze zbrojimo, provedemo potrebne parcijalne integracije i preslozimo,
a kako za TimoSenkovu teoriju vrijedi 00 = 8¢+ 8y = -+ Oy tj. Oy = 89+ dow moZemo

napisati jednadZzbu virtualnog rada za Stap u xz ravnini opterecen na savijanje, za koji vrijedi

TimoSenkova teorija

T()dw(l)=T(0)5w(0)+ M (DI~ M (0)50) + [ q(x)w(x)dx = [ [M (x)88 (x) + T (x)y(x)Jdx.

17



4.3. Teorem o virtualnim pomacima za Bernoulli-Eulerovu teoriju izrazen preko

pomaka

Pomnozimo li jednadZbu ravnoteZe zapisanu preko pomaka :
(EI,w")"=q=0

s ow te integriramo po duljini [0, 1],
]

[lcer,wy = g] swax =o,

0

] ]

J-(EI W) Owdx — J- qowdx =0,

0 0

nakon dvaju parcijalnih integracija prvog ¢lana i uvrStavanja rubnih uvjeta za konzolu sa

slike 6.:

y ! ,
g 7
X, U >
\ A
Slika 6.
w(0) =0, |
©(0)=w'(0)=0 (upeti rub)
T()=0,
M®H=0, (slobodni rub)
dobivamo

j EI, wow”dx — jq&wdx =0,
0 0

18



odnosno

1 1

I EI w’ow"dx = I q owdx .
0 0

Uvodenjem funkcionala G(w; ow) =W, —W,,, pri ¢emu su

)
W, = IEI yw"é'w”dx virtualni rad unutarnjih sila,
0

]
W, = j qowdsx virtualni rad vanjskih sila,
0

prethodnu jednakost moZemo napisati i u obliku G(w;dw) =0.

4.4. Teorem o virtualnim pomacima za TimoSenkovu teoriju izraZen preko pomaka

Odgovarajuci iskaz teorema mogli bismo i sada izvesti polazeci od diferencijalnih
jednadzbi ravnoteZe iz odjeljka 2.3. Drugi je nacin neposredno uvrStavanje izraza za

TiM,,

@[19+ w'] =T,
k

M, = EIY,

te virtualnih pomaka dw, 8 i 8y =W + Y u izraz za virtualni rad izveden u odjeljku 4.2.

Za na$ primjer (konzola sa slike 6.) dobivamo:

1 1 GA
j EI¥ 6%dx + j — W + (W + 5)dx
0 0

= j.q&vdx.
0

Uvodenjem funkcionala G(w,;dw,0) =W, —W,,, gdje je W,, virtualni rad unutarnjih sila
(podizraz s lijeve strane znaka jednakosti) 1 W, virtualni rad vanjskih sila (podizraz s desne

strane), prethodnu jednakost moZemo napisati u obliku

G(w,;6w,00) =0.

19



Potrebno je napomenuti da polje virtualnih pomaka i za TimoSenkovu i Bernoulli-Eulerovu

teoriju moraju zadovoljavati homogene geometrijske uvjete rubnog problema.
4.5. Iskaz teorema

Ako u jednakostima

] ]

j EI w'ow’dx = jq&vdx

0 0

] ] G A ]

j EIY 8% dx + j 7(w’+ (W + S dx = j qSwdx

0 0 0

izraze na lijevoj strani protumacimo kao rad unutarnjih sila, a izraze na desnoj strani kao rad

vanjskih sila, onda ga moZemo nazvati principom virtualnog rada :

Ako je tijelo pod zadanim opterecenjem u stanju ravnoteZe, onda zbroj rada stvarnih
vanjskih sila na virtualnim pomacima i rada stvarnih unutarnjih sila na virtualnim

deformacijama mora biti jednak nuli.
Vrijedi 1 obrat:

Ako je zbroj rada stvarnih vanjskih sila na virtualnim pomacima jednak radu stvarnih

unutarnjih sila na virtualnim deformacijama, onda se tijelo pod zadanim opterecenjem nalazi

u stanju ravnoteZe.

20



S. POTENCIJALNA ENERGIJA

Potencijalna energija Stapa je jednaka zbroju potencijalne energije deformacije i

potencijalne energije vanjskih sila.

Potencijalna energija vanjskih sila izraZzava se kao rad vanjskih sila, ne ovisi o redoslijedu
nanos$enja sila, nego je odredena konacnom vrijednosti sila i pomaka.

Ako imamo vise sila pri njihovom zajednickom djelovanju svaka sila obavlja rad i na pomaku
izazvanom nekom drugom silom, pa se princip superpozicije moZe primijeniti samo kad je rad
jedne sile na pomaku izazvanom drugom silom jednak nuli.

Za potencijalnu energiju vanjskih sila vrijedi
]

Wy = jq(x)w(x)dx+ ZPl.si
0 i

pri Cemu je z Ps, rad koncentriranih sila P na pomacima oznacenima sa s $to mi u nasem

sluc¢aju nemamo pa taj dio zanemarujemo.

Potencijalna energija deformacije, tj. energija potrebna za uklanjanje deformacija izrazava se
kao rad unutarnjih sila. Zamislimo li da smo s dva beskonacno bliska presjeka iz ravnog Stapa
izrezali element duljine dx, na njegovim se krajevima javljaju komponente unutarnjih sila,

koje smatramo vanjskim silama u odnosu na element.

Za nas ravninski problem se javljaju samo komponente N, T- te M, i njihov rad iznosi:

N:

NAdx
du , = >
Adsz—dx,

EA

:szdx'
W 2EAT

21



Mydﬁ
alU(M))——2 ,
M dx

AY=—"-—,
El,
_j'Myzdx_
M, = ’
! 2Ely
T:
1 2
T “dx
U(Tz)z k—<—.
;[ 2GA

5.1. Iskaz potencijalne energije za Bernoulli-Eulerovu teoriju

Ako pretpostavimo Bernoulli- Eulerovu teoriju od vanjskih sila imamo samo linijsko

opterecenje, a od unutarnjih samo moment vrsi rad, a taj izraz transformiramo na sljedeci

nadin:
i 2
:IM) dx
U s
v 2EI y
M, = —EI),K(x),
w’ = K(x),

]
=W, = % [ £,z ax.
0

Konacno, potencijalnu energiju Stapa za Bernoulli- Eulerovu teoriju izrazavamo preko

pomaka kao:

] ]
ITI(w) :%IEI}, (w”)zdx—jqwdx+C,
0 0
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pri cemu C oznacava neodredenu skalarnu vrijednost iznosa energije od koje smo poceli

mjeriti potencijalnu energiju, jer energija nije definirana u nuli.
5.2. Iskaz potencijalne energije za Timosenkovu teoriju

Ali ako pretpostavimo TimoSenkovu teoriju za koju vrijedi da poprecni presjeci pri
djelovanju opterecenja ostaju ravni, ali viSe nisu okomiti na os Stapa, onda rad vrSe vanjska

linijska sila a od unutarnjih osim momenta rad vrsi i poprecna sila, pa izraz za potencijalnu

energiju Stapa za kojeg vrijedi TimoSenkova teorija glasi:

I1

jMyZdX
) 2EI

y

) 2 1
+Ik T, dr —jqwdx+C,
o 2GA 3

odnosno, izrazZeno preko pomaka
1] 1:GA Z
O(w,) =— | EI & dx+—|—W +*dx—| gwdx +C.
(w,0)=— j , S Rl j q

0

Potencijalna energija zapisana na ovakav nacin ima oblik funkcionala koji se moZe objasniti
kao " funkcija funkcije " koja kao rezultat daje broj tj. daje vrijednost funkcije za neku
funkciju.
5.3. Iskaz teorema
Teorem o stacionarnoj vrijednosti potencijalne energije sustava glasi:

Od svih mogucih stanja pomaka ravnoteZnu konfiguraciju cini ono polje pomaka za koje
potencijalna energija sistema, kao funkcija vrijednosti pomaka i odgovarajucih deformacija,

poprima stacionarnu vrijednost.

Pri linearnom odnosu sila i pomaka ta je vrijednost minimalna.
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6. VAINBERGOV TEOREM

Vainbergov teorem je teorem koji pruza vezu izmedu energetskih funkcionala te
funkcionala virtualnog rada. On daje uvjet uz koji energetski funkcional postoji i izraz

pomocu kojeg ga moZemo izvesti iz funkcionala virtualnog rada.

Drugim rijeCima, alternativna forma nacela virtualnog rada je nacelo stacionarne vrijednosti
potencijalne energije. Ta povezanost je fizikalno opravdana ¢injenicom da je energija

potrebna za obavljanje rada.

Medutim, ova tvrdnja nije univerzalno primjenjiva jer energetski principi ne postoje za sve
probleme, ¢ak ni ako ti problemi posjeduju fizikalno razumljivo objasnjenje ponasanja, dok s
druge strane virtualni rad uvijek postoji.

Iako ne postoje za sve probleme, energetski principi su jako bitni, jer nam njihovo

proucavanje pomaze u odredivanju i razumijevanju ponasanja nasih sistema.

Jednostavan primjer je Stap izloZen uzduZznoj tlacnoj sili prema slici 7.:

Slika 7.

Za bilo koji iznos sile P sistem je u ravnoteZi; medutim, on ne moZe izdrZati proizvoljno

veliku tla¢nu silu, a da pritom ostane ravan.
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Iznos tlacne sile do koje taj Stap joS uvijek ostaje ravan je kriticna Eulerova sila nazvana po

Euleru koji se posvetio istraZivanju stabilnosti sistema opterecenih tlacnih silama, 1 iznosi

2
:7[ EIy

cr lz

Svaka druga, veca sila izaziva njegovo izvijanje, a tu dolazi do razilaZenja od razmatranja
analize linearnih sistema, gdje pretpostavljamo da jednadzbe ravnoteze moZemo pisati u
nedeformiranom obliku, dok u nelinearnoj teoriji moramo prvo ustanoviti uvjete ravnoteze na

deformiranom sistemu, a tek onda provesti kontrolu stabilnosti sistema.

Iz ovoga primjera je vidljivo da za opis ponaSanja mehanickih sistema nije dovoljno samo
ravnotezu zadovoljiti, nego je potrebno kontrolirati i stabilnost sistema $to daje motivaciju za

proucavanje energetskih principa.

Nasa promatranja ogranicavamo na staticku stabilnost i konzervativne sustave.
Pod sustavom smatramo tijelo sa silama, a izraz konzervativni oznacava postojanje

energetskog funkcionala (za koji smo ve¢ istakli da moZe, a 1 ne mora postojati).
Ta klasa sustava obuhvaca hiperelasti¢ne sustave koji su izlozeni djelovanju konzervativnih

sila (primjer konzervativne sile je sila gravitacije-nije bitna putanja, nego pocetna i zavrsna

tocka djelovanja).
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6.1. Uvodno o funkcionalima

Prije iskaza i dokaza teorema potrebno je objasniti matematicke operacije koje se provode

na funkcionalima.

Jedna takva operacija je veli¢ina promjene funkcionala.

Kako je funkcional funkcija ¢iji argumenti su funkcije, veli¢inu promjene ne moZemo
poistovjetiti s derivacijom u obi¢ne funkcije koja je limes omjera razlike vrijednosti funkcije u
dvije tocke 1 udaljenosti tih tocaka.

Drugacije re€eno, ne mozemo za funkcionale racunati promjene kao div ili grad jer argumenti

funkcionala nemaju istu prostornu organizaciju kao argumenti obi¢ne funkcije.

Promatramo funkcional J(u) 1 funkciju u(x), te jos jednu funkciju, v(x), koja je definirana na
istom podrucju kao i u(x).
Osim $to moZemo izracunati skalarnu vrijednost funkcionala J(u) u u, takoder mozemo
odrediti i njegovu vrijednost u J(u+ € v) za bilo koju vrijednost skalara &, tako da J mozemo
smatrati i funkcijom s argumentom € za unaprijed odredene funkcije u i v:
J(&)=Jwe)|=Ju+ev).
Za funkciju w vrijedi:

w0)=u i

w(0) =v.
Dodavanjem €v pocetnom obliku u stvaramo novu funkciju koja se sve vise priblizava u ako

£ —>0asveviSe £v ako se € povecava.

ZakljuCujemo da je &€ parametar koji kontrolira naSe pomicanje u smjeru v.

Nas zanima iznos promjene funkcionala u trenutku kad se poCinjemo udaljavati od u, tj. kad
vrijedi da je £€=0.

Ta promjena se moZe izracunati kao nagib krivulje J(u+ €v)u € =0, §to je prikazano

na slici 8.

26



>

J(u+ev)

DJ(u)v
J(u)

Slika 8.

Tu promjenu nazivamo veli¢inom promjene funkcionala i oznacavamo ju kao DJ(u)-v §to se

¢ita: promjena funkcionala J u u prema v.

Promjenu funkcionala odredivamo preko formule
d
DI (u)-v=— [ (u(x) + &v(x))].-

Ovaj izraz racuna promjenu funkcionala J krenuvsi od funkcije u(x) u smjeru v(x). Deriviramo

u odnosu na skalarni parametar £, a nakon deriviranja u izraz uvr§tavamo € =0, tako dau

konacnosti dobivamo funkcional koji za argumente ima dvije funkcije u i v, i ne ovisi o

vrijednosti &.

Vidljivo je da je formula za deriviranje funkcionala samo poopc¢eni zapis formule za

deriviranje obi¢nih funkcija kao npr. f(8) koja glasi:

a5

— d _
Df(eye—%[f(ewe)]ezo—de

tj. derivacija pomnoZena skalarom-konstantom.

Za skalar @ nije pogresno uzeti 6 =1.
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Kao i svaka druga funkcija, i funkcional J(u) posjeduje neke maksimalne ili minimalne
vrijednosti-ekstrem, koje traZimo na isti nac¢in kao i kod obi¢nih funkcija primjenom
Fermatove leme koja kaZze da je nuZan uvjet ekstrema u nekoj tocki taj da je u njoj vrijednost
prve derivacije jednaka nuli, a karakter ekstrema (minimum / maksimum) je vidljiv iz druge

derivacije.

Osim objasnjenja veli¢ine promjene funkcionala, za provodenje dokaza nam je potrebna i

sljedeca tvrdnja:

Veli¢ina promjene funkcionala G(u,w) zadovoljava jednakost:

b
jDG(u +sv,w)-vds =Gu+bv,w)—G(u+av,w).

a

Dokaz tvrdnje:

Veli¢inu promjene funkcionala G(u,w) moZemo zapisati i kao

iG(u +sv,w) = {iG(u +sv+ &y, w)}
ds de

=0
=DG(u+sv,w)-v
za skalarne vrijednosti si £. Uvodec¢i varijablu z(€) = s+ €, 1 uvazavajuci

ﬂ =11 z(0) =s piSemo:
de

iG(u +sv,w) = [iG(u +zv, w)ﬁ} .
ds dz de |,

Sad moZemo provesti integraciju:

b

jDG(u +sv,w)-vds =Gu+bv,w)—Gu+av,w),

¢ime dokazujemo tvrdnju.

Ove spoznaje moZemo primijeniti za objaSnjenje tj. dokaz Vainbergova teorema, jer je veza

energije i ravnoteZe takva da ravnoteZa postoji za one vrijednosti pomaka u koje energiju €ine

ekstremnom (prva je derivacija jednaka nuli).
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Energetski funkcional ne ovisi o virtualnim, nego naravno samo o stvarnim pomacima. Kao

Sto je vec€ reCeno, on ne postoji za sve probleme, a Vainbergov teorem nam daje uvjet uz koji

energetski funkcional postoji.

Vrijede sljedece oznake:

Gu,w) - funkcional virtualnog rada,
II(u) - energetski funkcional,

u - realni pomak,

w,w - virtualni pomaci,

t - skalarna veli¢ina; broj.
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6.2. Iskaz teorema

Neka je G(u,w) funkcional koji je linearan za w. Funkcional IT(x) za koji je
DIl(u) - w=G(u,w),

odnosno
d
e [+ ev)],_, = Glu,w)

postoji ako i samo ako vrijedi

DG(u,w)-w=DGu,w) -w
tj.

iG(u +aw,w),, = iG(u +ew,w) .,
de de

drugim rijeCima, ako i1 samo ako vrijedi nacelo simetrije.

U tom je slucaju
1
() = [ G(tu,u)dt +C,
0
pri Cemu treba uociti da je u izraz uvedena pomoc¢na varijabla ¢ (radi integracije) i da je

podintegralni oblik virtualnog rada za drugi argument izgubio virtualni ¢lan w.

Kao nuzna i lako uocljiva posljedicu iz Vainbergova teorema slijedi:
Ako energetski funkcional Il(u) postoji, polje pomaka u za koje I1(u) poprima

ekstremnu vrijednost je ravnoteZna konfiguracija.
Naime, prema Fermatovoj lemi, ekstrem je u u ako je

DIT(u)-u =0 za svaki (dopustivi) u,

a kako je DIT(u)-u = G(u,u), uvjet ekstrema je zapravo iskaz teorema o virtualnom radu.
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6.3. Dokaz Vainbergova teorema

Dokaz ovisi o:
- tvrdnji iz odjeljka 6.1.,
- linearnosti funkcionala G(u,w) u odnosu na w,

- promjeni redoslijeda integracije.

Polaze¢i od jednakosti iz odjeljka 6.2.:
1

I (u) = jG(zu,u)dz +C
0

mozZemo napisati:

(u+h)—TI(u) = j G(tu + th,u + h)dt — j G(tu,u)dt

1 1
= j [G(tu + th,u) — G(tu,u)dr - j G(tu +th, h)dt,
0 0

i takvim zapisom postiZzemo linearnost drugog argumenta funkcionala G(u,w) .

Ako prvi €lan desne strane jednakosti ozna¢imo s I:
1
1= j [G(tu + th,u) — G(tu,u)dt,
0
uvazavajuci tvrdnju iz odjeljka 6.1. moZemo zapisati:

1( ¢
= j { j DG(tu + sh,u)h- ds}dt.
0LoO0

Promjenu poretka u procesu integracije objasnjavamo slikom 9.:

1 t 1 1
Lo ffdsdt:ffdtds
0 0 0 s

~
A

Slika 9.
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i piSemo
1] 1
| { [ DG (tu+sh,uyh- dt}ds,
OLs
Sto je dalje, opet uvazavajuci tvrdnju iz odjeljka 6.1., jednako:
1
I =[G+ sh,h)=G(su~+sh, s,
0
U sljede¢em koraku se opet vracamo na tvrdnju iz odjeljka 6.1. i piSemo:
1
T(u+h)~T1() = [ G(u+ sh, hyds,
0

ako & zamijenimo s &w':

1
T(u+&w) ~TIw) = [ Gu + sew, ew)ds,

0
a zbog linearnosti argumenta w :

1
T(u+ew) ~T1() = €] G(u+ sew, w)ds.
0
U zadnjem koraku deriviramo prethodnu jednakost po €:
d ‘ (d

—Il(u+ew)= .[G(u +séew, w)ds + 8.[— G(u+sew,wyds,
de 0 o d€
ako je € =0 piSemo:

[in(u + &v)} = J.G(M, w)ds = G(u,w)
de 0

=0
a zadnja jednakost je ujedno i cilj naseg dokaza-veliCina promjene funkcionala energije

I1(u) prema w je jednaka funkcionalu virtualnog rada G(u, w) .
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6.4. Primjena Vainbergova teorema za teoriju savijanja Bernoulli-Eulerove grede

Bernoulli-Eulerova greda je greda za koju vrijede pretpostavke Bernoulli-Eulerove teorije.
Njena duljina je /, na nju djeluje linijska sila g(x), te je uz odredene rubne uvjete ucvrséena u

ravnini ¢ime je osigurana jedinstvenost rjeSenja.

Funkcional virtualnog rada takvog elementa glasi:

j EI, ww’dx = qudx,
0

0

j EI, ww’dx — qu”dx =0,
0 0

] 1
Gw,w) = I EI w'W"dx~ j gwdx.
0 0

Da bi vrijedio Vainbergov teorem funkcional G(w,w) mora zadovoljavati uvjet simetrije za

virtualne pomake w, w:
DG(w,w)-w=DG(w,w)-w.

Simetriju ¢emo provjeriti neposrednim izraCunavanjem:

DG(w,w) W= diG(w+ an,w),_, =
£

l l
J-EI W+ yw’dx — J- qux}
0 0

&
I

£=0
_d
de

_j- EIW'W"dx+ j- EleVw”dx — j- qux}
Lo 0 0

£=0

= jEIW”W”dx;
0
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DG(w,w)-w = iG(w +EW, W), =
de

1 I
-4 j EI(W + &)W dx — J' qv?zdx}
LO =0

0

_ 4 K Elw” v dx + EI o'W dx— qv?zdx
de|

=0

i
0

Bududi da je
j EW'Wdx = jEF”W”dx
oCito je
DG(w,w)-w=DG(u,w) -w.
Slijedi da funkcional energije moZemo izraunati prema izrazu :
IM(u) = jG(tu, u)dt+C.
0

UvrStavanjem izraza za funkcional virtualnog rada dobivamo izraz za potencijalnu energiju

Bernoulli-Eulerove grede:

I(w) = j G(tw, w)dt +C =

(EItw"wW” — gw)dxdt + C

(EItw™ — gw)dxdt +C

Il
Clm— ~ S S —
Clm— - S~ O

(EItw™ — gw)dtdx +C

l\.)l*-*
S —) ~

Ew™dx— jqwdx +C.
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l

e(u)= f ou'dx

v

Slika 10. Unutarnja energija kao podrucje ispod o — & dijagrama.
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6.5. Primjena Vainbergova teorema na TimoSenkovu gredu

TimoSenkova greda je greda za koju vrijede pretpostavke prethodno spomenute

TimoSenkove teorije.

Njena duljina je /, na nju djeluje linijska sila g(x) te je uz odredene rubne uvjete ucvrséena u
prostoru ¢ime je osigurana jedinstvenost rjeSenja.

Funkcional virtualnog rada takvog elementa glasi:
] . ] GA o l

j EIY Fdx+ j 7(w'+ HW +3)dx = j gwdsx,

0 0 0

l o l GA o I
[Er9dx+]| 7(w’+ B(W +D)dx— [ gwdx =0,
0 0 0

1 ] ]
G(w, 8w, 8) = j EIY ¥dx + j %A(w'+ﬂ)(W'+5)dx— j gwdx=0.
0 0 0

Da bi vrijedio Vainbergov teorem funkcional G(w,%;w,*) mora zadovoljavati uvjet

simetrije za virtualne pomake w, w, 1A9, 9
DG(w, 5w, 0)- (WD) = DG(w, %W, D) - (W ).
Simetriju ¢emo provjeriti neposrednim izraCunavanjem:

DG(w,8,w,8)- (WD) :diG(w+ an,0+e0,w,9),, =

[jEl(ﬁ +ed)D dx+j—(w + oV + 0+ D)W + O)dx — jqwx}

0

ov._,N

1
EIY ¥ dx IGT (WW +W D+ + 08 )dx;

0

woa = d _ — A
DG(w, 0w, 8- (w1}) =—G(w+av,19+819;w,19)820 =

DEJ(& +ed )ﬂdx+j—(w + 0 + O+ )W + Ddx — qu@dx}
£=0
EI¥ ¥dx %(W’W’+W’z§+ W + IV dx.

o'—;\
ov_.N
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Budu¢i da je

1 1 1 1
J'Elﬁ’z?’dx + j %(W’W’ WO+ + 5% )dx = j EIY dx + J'%(W’fv# WO+ W + I Ddx,
0 0 0 0

oCito je

DG(w, 8w, 8)- (W1 = DG(w, %W, ) - (W ).

UvrStavanjem izraza za funkcional virtualnog rada dobivamo izraz za potencijalnu energiju

TimoSenkove grede:

1
(w, ) = j G(tw, 1w, D dt +C =
0

Il
Sl ~ O~ O ———y—
e~ O~ O —~

Eltﬂ'ﬂ'+%t(w' +H W+ - qw}dxdt +C

EIt? + %t(w' +9)° — qw}dxdt +C

Elt? +%t(w'+ % - qw}dtdx+ C

] 1 1
=leIz9'2dx+lI%(W'+ ﬁ)zdx—jqwdx+C.
20 20 k 0
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7. ZAKLJUCAK

Izveli smo jednadzbe u diferencijalnom obliku, pa smo ih, preko komponenata pomaka,
zapisali za Bernoulli-Eulerovu 1 TimoSenkovu teoriju uvazavajuci zadane rubne uvjete.
Potom smo, takoder za obje teorije, izrazili teorem o virtualnim pomacima, a nakon toga i za
potencijalnu energiju. Zatim smo proveli iskaz i dokaz Vainbergova teorema, za koji smo
ustanovili da daje uvjet postojanja energetskog funkcionala, koji smo izrazili preko virtualnog
rada. Na kraju smo Vainbergov teorem primijenili na Bernoulli-Eulerovu i TimoSenkovu

teoriju.
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