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1. Uvod

U ovom radu ¢emo se posvetiti prou¢avanju ravnoteze Stapa u prostoru na

kojega djeluju koncentrirane kontaktne sile 6 i momenti M na pocetku i/ili na
kraju Stapa, distribuirana linijska sila ¢ te distribuirani moment 7. Prvo ¢éemo
odrediti opci integralni oblik i op¢i diferencijalni oblik ravnotezZe Stapa, a zatim
pretpostaviti da distribuirani moment iSCezava (to je Cesti slucaj u stvarnosti).
Takoder ¢emo izvesti i zakone ponasanja Stapa kao elasti¢nog tijela. U nastavku
promatramo jos dvije formulacije ravnoteznog stanja, a to su princip virtualnog
rada i energetska formulacija. Bit toga je pronaci funkciju koja zadovoljava
jednadzbu virtualnog rada te minimizira funkcional energije. Nakon toga ¢emo
se pozabaviti energetskim teoremima i izvesti izraz za ukupnu potencijalnu
energiju sistema. | na kraju ¢emo pokazati primjenu teorema o stacionarnoj
vrijednosti potencijalne energije pri izvodenju matrice krutosti.
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2. Ravnoteza stapa

Stap je tijelo kojemu je jedna dimenzija (duljina) znatno veéa od druge dvije.
U nedeformiranom stanju Stap opisujemo segmentom [0,l] na osi X, koji se
ovdje zove centralna linija, te poprecnim presjekom D (x) kojeg dobijemo tako
da Stap presije¢emo ravninom okomitom na centralnu liniju na mjestu
x € [0,1]. Ako je poprecni presjek svuda isti, Stap je cilindrican (sl. 1, 2).

2 e

Slika 1.

¥ ¥

rd
Slika 2.

Pretpostavit ¢cemo da u nedeformiranom stanju Stapa centralna linija prolazi
kroz tezZiste poprecnih presjeka. Tada centralnu liniju nazivamo os stapa. Dva
vazna oblika Stapa za koja je takav izbor centralne linije mogu¢ jesu cilindri¢ni
Stap i Stap rotaciskog oblika (sl. 3).

Y ¥

¥ ZV—‘G} D[x] 4 const.

Slika 3.

Promatrat éemo samo male deformacije Stapa, do kojih dolazi pri tzv.
slabom vanjskom djelovanju.
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Usporedbe s teorijom elasticnosti i eksperimentalna opaZanja pokazuju da se
pri proucavanju male deformacije Stapa moZe krenuti od Bernoulli-Euler-
Navierovih pretpostavki:

2.1. Pretpostavka
Svaki poprecni presjek ostaje nedeformiran pri pomaku, tj. kruto se pomice.
2.2. Pretpostavka

Svaki poprecni presjek poslije pomaka ostaje okomit na (pomaknutu)
centralnu liniju.

2.3. Pretpostavka

Pri deformaciji ne dolazi do torzije.

Oznacimo sa u(x) = u, (x)7 + u, (x)j + uz(x)E pomak tocke x centralne
linije. Pretpostavka da je deformacija mala izraZava se ovim uvjetima:

17 (0]l « 1, (1)
@ Gl « )

za svako x € [0,1]. Iz jednakosti
U(x) = U(0) + [y @ (§)d¢ (3)

dobivamo

ICGe) =@ = ||f; @ (©)dé|| < ;1 (©)ldE « [ dE =x <1, (4)
odnosno,
i (x) — E(0)]| «< 1, (5)

Sto znadi da su i pomaci mali (u odnosu na duljinu Stapa).
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Po pretpostavci 2.1. pomak tocke (x,y,z) € D(x) jednak je

U(x) + g(x) x (Jy + EZ) (6)
Vektor @ (x) zovemo vektor rotacije presjeka D(x). Pretpostavka 2.2. znadi
@, =u'y, Py = —Uy, (7)
a pretpostavka 2.3. daje
@, = 0. (8)

Sada je polozaj deformiranog Stapa potpuno opisan pomakom centralne linije,
tj. funkcijom 1.
Oznacimo sa P(X) pomaknuti poloZaj tocke x € [0, ] (sl. 4).

Z\

Slika 4.
Vrijede sljedeée oznake (sl. 5):
Y
5o —
Q(0) q(x) a0
M(0) L~ >
a7 / / / / Ml\\m 3
m (x)
z
Slika 5.
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(7 (x) = rezultanta unutarnje uzduzne sile Ni unutarnje
poprecne sile Tu presjeku D (x),

q(x) — distribuirana sila po duljini $tapa,

M(x) — moment savijanja u presjeku D (x),

m(x) — distribuirani moment po duljini $tapa.

Ukupni moment unutarnjih sila u odnosu na ishodiste u presjeku D (x) je

M(x) + 7(x) X Q(x), (9)

gdje je 7(x) radijus-vektor toc¢ke P(x):

7(x) = x1 + u(x). (10)

Analogno, ukupni distribuirani moment u odnosu na ishodiste po duljini Stapa je
m(x) + 7(x) x §(x). (11)

Princip ravnoteze glasi: Ako je tijelo u ravnoteZi, onda su ukupna sila i ukupni
moment u odnosu na po volji odabranu tocku, koji djeluju na bilo koji komad
tijela, jednaki nuli. Tada za odsjecak [0, x] Stapa u ravnotezi vrijedi

() —Q0) + [y G(H)dé =0, (12)

M(x) + 7(x) x @(x) — M(0) + [, (&) + #(&) x q(§))dé =0, (13)

pri éemu smo zbog
ds =1+ (u)%dx ~ dx (14)

diferencijal duljine luka na deformiranoj centralnoj liniji zamijenili
diferencijalom luka na osi x. Deriviranjem po x € (0, 1) izlazi

0 +3=0, (15)

—

M+7 x0+7xQ +mM+7xqd=0. (16)
7



JH ’ ORADEVINEN! FARLLTET sveudiliste u zagrebu
: university of zagreb

Zbog (1) stavljamo
Px0Q~ix0Q, (17)
tako da iz (16), uzimajuci u obzir (15), dobivamo

— -

M +ixQ+m=0. (18)

Raspisemo li (15) i (18) po komponentama, dobivamo:

N'+q,=0 (19)
T', +q, =0 (20)
T, +q,=0 (21)
M, —T,+m, =0 (22)
M',+T, +m, =0. (23)

To su skalarne diferencijalne jednadZbe ravnoteze Stapa, dok su (15) i (18)
vektorske diferencijalne jednadzbe ravnoteze, a (12) i (13) vektorske integralne
jednadzbe ravnoteze.

U nastavku éemo opisati zakone ponasanja stapa. Odmah moZzemo primjetiti
da e ponasanje za T), i T,, biti zadano ponasanjem za M,, odnosno M,,.

Za uzduzZno naprezanje g, pretpostavljamo da se ponasa po Hookeovom
zakonu, Sto znali da je to naprezanje na pomaknutom presjeku D(x)
proporcionalno derivaciji (po x) uzduzne komponente pomaka (6):

0, () = E(u, (@) + ¢, (07 = 9, (0)y) = E(w, () — u, ()7 — u, (0)y), (24)

gdje je E > 0 Youngov modul elasti¢nosti, koji je za homogen Stap konstanta, a
inace je funkcija od x. UzduZna sila u presjeku D(x) dobiva se integracijom
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izraza (24) po povrsini presjeka (kako su deformacije male svi integrali se
uzimaju po nedeformiranom Stapu):

N(x) = ff E(ux (x) —u, (x)z — uy (x)y)dy dz
D(x)

= E(x) A, (x) — E)u, (x) ffD(x) zdydz — E(x)u; (x) ffD(x) y dy dz,
(25)

gdje je A(x) povrSina presjeka D(x). Kako smo pretpostavili da se tezista
poprecnih presjeka nalaze na centralnoj liniji, dobivamo

N = EAu,. (26)

Moment savijanja M(x) je ukupni moment naprezanja (24) u odnosu na
teziSte poprecnog presjeka.

M) = ffD(x)(yf+ ZI:) X ET(u, (x) — u, (x)z — u, (x)y)dy dz

=E (—u'z' ()L, (x)—u, (01, (x))f + E(uy (01, () + u, ()L, GOk, (27)

uzimajudi u obzir da su

L,(x) = ffD(x)yz dy dz, (28)
L,(x) = [y #* dy dz, (29)
L,(x) = ffD(X) yz dy dz. (30)

U nastavku ¢emo pretpostaviti da se koordinatne osi y i z mogu odabrati tako
daje

L,(x) =0 zasve x€[0,l]. (31)
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Taj je uvjet ispunjen za cilindricni i rotaciski Stap. Jednadibe za M(x) po
komponentama su, prema tome,

M, =ELu,, (32)
M, = —ELu,. (33)

Uvrstimo 1i (32) i (33) u (22) odnosno (23), dobivamo
T, = —(ELu,) —m,, (34)

T, = —(ELu,) +m,. (35)
U nastavku cemo promatrati slucaj kada je m, = m, = 0,
Jednadzbe (26), (32) — (35) su zakoni ponasanja za Stap. 1z (19) — (21) i zakona
(26), (34) i (35) izlazi

(EAu,)' + g, =0, (36)
—(ELu,) +4q, =0, (37)
—(EIZu'Z')” +q,=0. (38)

To su diferencijalne jednadzbe ravnoteZe Stapa izraiene u komponentama
pomaka. Jednadzba (36) je neovisna o druge dvije i opisuje uzduZnu
deformaciju. Jednadzbe (37) i (38) opisuju popre¢nu deformaciju (progib Stapa
uyf+uZE). One su takoder medusobno neovisne. Zbog toga moZiemo
pretpostaviti da se Stap progiba u ravnini xz. Uvodeci krace oznake,

w=u, T=T, M=M, q=gq, EI=EI, (39)

odgovarajuce jednadzbe (34), (32) i (37) sada piSemo u obliku

T =—(EIw"), (40)
M = —EIw", (41)
(EIw")" =q. (42)

Funkcija w koja zadovoljava jednadzbu (42) zove se ravnoteZna progibna linija.
10
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3. Rubni problemi za Stap

Kod savijanja Stapa imamo dvije geometrijske veliine (progib i rotaciju) i
dvije dinamicke veliCine (silu i moment). Izbor rubnih uvjeta je puno raznolikiji
nego, primjerice, kod Zice. Na svakom kraju mozemo zadati obje geometrijske
veliCine ili obje dinamicke velicine ili jednu geometrijsku i jednu dinamicku
veli¢inu. Zadanih geometrijskih veli¢ina, medutim, mora biti dovoljno da se
sprijeCe pomaci Stapa kao krutog tijela. Geometrijski, kinematicki ili Dirichletov
uvjet je kada se zadaju progib ili rotacija, a prirodni, dinamicki ili Neumannov
uvjet je kada se zadaju sila ili moment. Uvjet je homogen ako je zadana
vrijednost geometrijske odnosno dinamicke veliCine jednaka nuli, dok je u
protivhom nehomogen.

Kraj Stapa je upet (uévrséen na progib i na rotaciju) kada su
w(0)=0, ¢(0)=w (0)=0. (1)
Kraj Stapa je slobodan (slobodan i na progib i na rotaciju) kada su
T(0) = —(EIw ) (0) =0, M(0) = (—EIw )(0) = 0. (2)
Kraj Stapa je zglob (u¢vrs¢en na progib, a slobodan na rotaciju) kada su

w(0) =0, M(0) = (—EIw )(0) = 0. (3)

11
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4. Princip virtualnog rada

Pod utjecajem raznih djelovanja (vanjskih sila, temperaturnih promjena,
slijeganje lezajeva) Stap mijenja oblik. Vanjske sile pri tome obavljaju rad na
pomacima tocCaka u kojima djeluju, a unutarnje sile na infinitezimalnim
prirastima pridruzenih polja pomaka. Vrsi li sila tijekom deformiranja Stapa rad
na pomaku (ili na infinitezimalnom prirastu polja pomaka) koji je sama
uzrokovala ili Cijem se razvoju odupire, njezin je rad stvaran. No, ako sila
obavlja rad na pomaku izazvanom nekim drugim uzrocima, rad se naziva
virtualnim.

| dalje ¢emo se ogranicCiti na analizu savijanja Stapa u ravninvi xz. Os x se
poklapa s osi Stapa, jedan kraj Stapa je u ishodistu, a drugi u tocki s apscisom [.

Pretpostavimo da je w ravnotezno stanje, t;.

n n

(EIw")" —q=0. (1)

Uzmemo |i bilo kakvu funkciju éw, pomnozimo (1) sa édw i integriramo na
intervalu [0, ], izlazi

n n

Ji(EIw")" — q)éwdx = 0. 2)

Ako prvi ¢lan na lijevoj strani transformiramo dvjema parcijalnim integracijama
i ograni¢imo se, primjera radi, na rubne uvjete

w(0) =w' (0) =0 (upeti kraj), (3)
w ()= (EIw ) () =0 (slobodnikraj), (4)

tada iz (2) dobivamo
fol (EIw" sw" — géw)dx = 0  za svako dopusteno Sw. (5)

Za funkciju 6w na segmentu (0,l) kazemo da je dopustena ako zadovoljava
zadane homogene geometrijske uvjete rubnog problema; u nasem slucaju to
znaci

w(0) = w (0) = 0. (6)

Interpretiramo li funkciju éw kao polje virtualnih pomaka, ¢lanove na lijevoj
strani u (5) moZzemo tumaciti kao rad pojedinih sila na ,,putu” od ravnoteinog
polozaja w do virtualnog poloZaja w + dw: prvi ¢lan mozemo tumaciti kao rad

12
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unutarnjih sila, a drugi ¢lan kao rad vanjskih linijskih sila. Sada jednakost (5)
mozemo tumaciti kao Bernoullijev princip virtualnog rada:

Ukupan rad vanjskih i unutarnjih sila na proizvolinom polju virtualnih
pomaka jednak je nuli.

Sve spomenuto u ovom poglavlju moZzemo saZeti u ovaj teorem:

4.1. Teorem o virtualnim pomacima

(i)

(i)

-Ako je funkcija w rjesenje rubnog problema (1), (3), (4), onda je ona i
rieSenje jednadZbe virtualnog rada (5), ili, fizikalno

-ako se stap pod zadanim opterecenjem nalazi u stanju ravnoteZe,
onda je rad stvarnih vanjskih sila na po volji odabranim poljima
virtualnih pomaka jednak radu stvarnih unutarnjih sila na
infinitezimalnim prirastima tih polja

- Ako je funkcija w rjesenje jednadzbe virtualnog rada (5), onda je ona
rieSenje rubnog problema (1), (3), (4), ili, fizikalno
-ako je rad stvarnih vanjskih sila na svim poljima virtualnih pomaka
jednak radu stvarnih unutarnjih sila na infinitezimalnim prirastima tih
polja, onda su vanjske i unutarnje sile u ravnoteZi.

13
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5. Funkcional energije

Promatrat ¢éemo jos jedan oblik navedenog rubnog problema

n n

(Elw ) =q, (1)
w(0) =w'(0) =0, (2)
w' (D)=@Aw) D =0. (3)

Pretpostavimo da funkcija w zadovoljava rubni uvjete (2), to jest
w(0) = w (0) = 0, (4)
(drugim rijecima, w je dopustena funkcija), i promotrimo izraz
_ 1l _ I _
o(w) = Efo M(x)ic(x)dx — fo qwdx. (5)

Raspisivanjem izraza (5) uz relacije

M(x) = —El(x), (6)
R(x) = - (x), (7)

dobivamo
(W) = %fO’ Ellw" 12dx — [ qwdx. (8)

Svakoj dopustenoj funkciji w pridruzen je po formuli (8) broj @(w).
Preslikavanje koje svakoj funkciji iz nekog skupa pridruzuje broj zove se
funkcional. Dakle, promatramo funkcional @ na skupu dopustenih funkcija.
Clanovi na desnoj strani u (8) imaju redom ove nazive: potencijalna energija
deformacije i potencijalna energija vanjske linijske sile. Zato ©® zovemo
funkcional energije.

Sada ¢emo fizikalno interpretirati potencijalnu energiju deformacije i
pokazati kako se fizikalno dolazi do izraza za funkcional energije.

Ako vanjske sile deformiraju sistem, tada obavljaju pozitivan rad. Po zakonu
o odrzanju energije taj rad potpuno prelazi u potencijalnu energiju. Sile, koje
medusobno djeluju medu materijalnim cesticama tijela, pri opterecenju
obavljaju negativan rad, jer se suprotstavljaju deformacijama tijela. Kod
rasterecenja je situacija obrnuta: unutarnje sile obavljaju pozitivan rad, a

14
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vanjske negativan. Potencijalna energija deformacije () ili deformacijski rad
jednak je radu vanjskih sila, tj. negativnoj vrijednosti rada unutarnjih sila:

A=V=-U (9)

S~ |8 e
Tl e - ——
Slika 6.
Prvo promatramo rad jedne sile P; PT
zadanog smjera (sl. 6) na pomaku 4;
u smjeru njenog djelovanja, a koji je | Y
sama ta sila izazvala. 1zmedu sile P; i
pomaka A postoji veza koja se moze =
pretpostaviti potpuno opcenito (sl.7), 4
P = f(A). Rad je jednak povrsini
dijagrama funkcije P = f(A): dA
L >
v, = [ pdA (10) 8
L 0 * A
i |
Slika 7.
Za linearnu vezu izmedu sile P i pomaka A dobivamo
Vi = % (11)
2
Sada moZemo rad vise sila napisati u ovom oblik:
_ P Py L Piby o Pil
Vp=-"F+2 b =30 (12)
dok je rad distribuirane sile jednak
10 _
V, = Efo qwdx. (13)
Tako dolazimo do izraza za stvarni rad vanjskih sila:
V="V +1. (14)

15
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Sada treba izraziti rad zadanih vanjskih sila preko unutarnjih, koje su te vanjske
sile izazvale. U tu svrhu promatramo beskonacno mali element grede duljine ds
na kojega se nanose unutarnje sile, koje u ovom slucaju imaju karakter vanjskih
sila.

Radi jednostavnosti pretpostavlamo da je deformacija mala pa se
zanemaruje promjena zaokreta uslijed uzduZne sile, odnosno zanemaruje se
promjena duljine ds uslijed momenta.

Potencijalna energija deformacije izrazava se kao rad sila N, T, M koje su za
taj element vanjske sile.

Rad uzduzne sile je

NAds _ Neds

duy = duy =28 =N (15)
poprecne sile
d; = duy = L= (16)
i momenta
d,, = dU,, = MAZ“"’ = M"z‘“. (17)
Ukupan deformacijski rad u promatranom elemetnu Stapa bit cCe:
dm=%(MK+N€+T)/)dS. (18)

Ako se dobivena veli¢ina podijeli sa ds dobit ¢e se deformacijski rad po jedinici
duZine na promatranom mjestu. To se naziva specificnim deformacijskim radom
ili elasticnim potencijalom Stapa, a oznacava se sa A:

/T=%(MK+NE+T)/). (19)

Ako se deformacijske veliCine izraze kao funkcija sila, pri ¢emu se pretpostavlja
da nema temperaturnih promjena, dobiva se

- 1(M?  N? T?
AMNT) =3 (F++ke): (20)
Ako se sila izraze kao funkcije deformacijskih veli¢ina dobiva se
A(x,€,y) = 5 (EIx? + EAE? + GAY?). (21)

16
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Ukupan deformacijski rad sistema dobiva se integriranjem vrijednosti
dA = Ads preko svih elemenata u sistemu, pa se dobiva:

A= [ Ads= %fs (Mx + Ne + Ty)ds, (22)
odnosno
1 M?  N? T2
A(M’N’T):Efs (E-I‘ﬂ-l‘ka)d& (23)
Ak, €,7) = %fs (Elx? + EA€? + GAy?)ds. (24)

Proizlazi da su stvarni rad vanjskih sila i potencijalna energija deformacije
sistema uvijek pozitivni.

Promatramo li naS sluCaj opterecenja Stapa, gdje na njega djeluje samo
distribuirana sila, tada izraz za deformacijski rad poprima oblik

1 M2
A(M) = Efs EdS (25)
odnosno
AK) = % J. Elx’ds, (26)

uz zanemarivanje rada poprecne sile jer je zanemarivo mali naspram rada
momenta.

Kada se potencijalnoj energiji deformacije A(k,€,y) doda potencijalna
energija vanjskih aktivnih sila, dobiva se potencijalna energija sistema
I(x,€,v):

N(eey) = A(k,€,) = X Pis; — f, qwdx. (27)

Neka je w rjeSenje problema (1) — (3). Funkcional energije odlikuje se time
$to svoju najmaniju vrijednost (na skupu dopustenih funkcija) postize upravo za
w = w. Preciznije o tome govori ovaj teorem, koji je zapravo princip
minimuma potencijalne energije.
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5.1. Teorem o stacionarnoj vrijednosti potencijalne energije

Problem (1) — (3) ekvivalentan je minimizaciji funkcionala (8) na skupu
dopustenih funkcija, tj. vrijedi sljedece:

(i) Ako je neka funkcija riesenje problema (1) — (3), onda ona minimizira
funkcional @ na skupu dopustenih funkcija (funkcional na njoj postize
svoju najmanju vrijednost).

(i) Ako neka funkcija minimizira funkcional @ na skupu dopustenih
funkcija, onda je ona rjesenje problema (1)-(3).

Dokaz. (i) Neka je w rjeSenje problema (1)-(3), a w bilo koja dopustena

funkcija. Tada je 6w =w —w takoder dozvoljena funckija. Uvrstimo i
w =w + éw u (8), dobivamo

d(w) = d(w + 6w) = %fol EIlw" + 6w"]?dx — fol qlw + sw]dx
_ 1l "2 " " "2 l
= Efo Ellw ? 42w éw" + 6w"?]dx — [ q[w + dw]dx
= %fol EI[w ]? - fol qwdx + fol[w” sw'' + (sw'")? — qéw]dx
— Lo " ! N2
=o(w) + [,(w dw" — qdw)dx + [ (6w")*dx

= d(w) + [ (5w')2dx (28)

gdje smo pri prijelazu iz predzadnjeg u zadnji redak uzeli da prema teoremu
4.1. funkcija w zadovoljava jednadzbu virtualnog rada (4.5). Kako je zadnji ¢lan
na desnoj strani nenegativan, zakljucujemo

d(w) < d(W). (29)

Dokaz. (ii) Neka funkcija w minimizira funkcional @ na skupu dopustenih
funkcija. Uzimajudéi u obzir zakljucak (i), imamo

o (W) = o (w), (30)

gdje je w rjeSenje problema (1) — (3). Stavljajuéi dw = w — w i uvrStavajudi
W =w + 6w u (12), dobivamo
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%fol EIlw" + 6w'"?dx — fol qlw + dwldx = %fol EIlw"1?dx — fol qwdx,
%fol EIlw"? + 2w 8w" + sw'"?]dx — fol qlw + dwldx = %fol EIlw" 1?dx — fol qwdx.
Kada sredimo izraz, imamo
l 17 17 1 l '
Jy(Elw"8,, — q8,)dx + [, EI[6w ]?dx = 0. (31)

Opet uzimamo u obzir da prema teoremu 4.1. funkcija w zadovoljava
jednadzbu virtualnog rada (4.5), pa na kraju proizlazi

. [y EIl6w"dx = 0, (32)
aiztogaslijedidw =0, tj. w = w.
Na kraju cemo rezimirati dosadasnje rezultate o raznim oblicima ili
formulacijama ravnoteznog rubnog problema. Te formulacije su sljedece:

a) Integralna formulacija. Odrediti funkciju u koja uz zakone ponasanja
zadovoljava jednakost

Q@) — Q) + [ G(&)d¢ =0,
W) + 7(0) x 3 x) — H(0) + f (&) + () x q())dé = 0
0

za svaki x € [0, 1] i rubne uvjete na krajevima.

b) Diferencijalna formulacija. Odrediti funkciju u koja zadovoljava
jednadzbu ravnoteZe i rubne uvjete na krajevima.

c) Princip virtualnog rada. Odrediti dopustenu funkciju koja zadovoljava
jednadzbu virtualnog rada.

d) Energetska formulacija. Odrediti funkciju koja minimalizira funkcional
energije na skupu dopustenih funkcija.

Formulacije a) - d) su ekvivalentne: Ako je neka funkcija rjesenje rubnog
problema po jednoj od njih, onda je ona rjesenje po svakoj.
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6. lzvod matrice krutosti za Stap primjenom teorema o
stacionarnoj vrijednosti potencijalne energije

6.1. Pretpostavljeno polje pomaka

Ogranicit ¢emo se na problem savijanja Bernoulli-Eulerove grede u ravnini
xz, izrazen diferencijalnom jednadzbom

n n

(Elw') =gq; (1)

nepoznata funkcija w opisuje progibnu liniju Stapa pod zadanim poprec¢nim
distribuiranim optereéenjem cCiju vrijednost opisuje funkcija q. Pomaci svih
tocaka elementa odvijaju se po pravcima koji su usporedni s osi z. U opéem
slucaju je polje pomaka vektorsko, no u ovom ga jednostavhom slucaju
mozemo smatrati skalarnim poljem.

Pretpostavljeno polje pomaka mora omoguciti prikaz translacijskih (sl. 8a) i
rotacijskih (sl. 8b) pomaka elementa kao krutog tijela, pomaka pri kojima se
element ne deformira.

Slika 8.

Pri translacijskom pomaku okomito na os elementa sve tocke elementa
imaju jednaki pomak, pa polje pomaka mora sadrzavati konstantni ¢lan:

w(x) = ay. (2)

Polje pomaka nastalo rotacijom krutog tijela oko ¢vora i opisuje se u teoriji
malih pomaka linearnom funkcijom

wD(x) = ayx. (3)

Rotacija oko bilo koje tocke mozZe se prikazati kompozicijom translacije i
rotacije

w(x) +w®D(x) = ay + a;x. (4)
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Zamislimo li da je konstrukcija sastavljena od konacnih elemenata, koje u nizu
uzastopnih i sve finijih aproksimacija smanjujemo (povecavajuci pritom njihov
broj), stanje deformacija ¢e se uzduz pojedinih elemenata sve manje mijenjati i
priblizavat ée se nekoj konstantnoj vrijednosti (stanje konstantne deformacije).

Osnovna je deformacijska veli¢ina u Bernoulli-Eulerovoj teoriji zakrivljenost
koju aproksimiramo drugom derivacijom polja pomaka. Kako je druga derivacija
kvadratne funkcije konstanta, pretpostavljeno polje pomaka mora sadrzavati i
kvadratni ¢lan

w®(x) = a,x?. (5)

Konacni elementi medusobno su povezani u ¢vorovima. Neprekinutost Stapa
(nema prekida, a ni lomova) osigurana je zahtjevom da u spoju susjedni
elementi imaju jednaki pomak i jednaki zaokret. Uvjete neprekinutosti treba
zadovoljiti na oba kraja elementa. To znaci da na polje pomaka unutar
elementa utjecu Cetiri medusobno neovisne veliCine. Pretpostavljenom polju
pomaka moramo dodati Cetvrti Clan

w® (x) = azx3. (6)

Polje pomaka na elementu pretpostavit éemo u obliku polinoma treéega
stupnja:

w(x) = ap + a;x + a;x? + aszx3. (7)
Uvodimo vektor
a=[a a a a3’ (8)
i jednorednu matricu
X(x)=[1 x x? x3], (9)

sada funkciju w mozZzemo zapisati u obliku
w(x) = X(x)a. (10)

Skup funkcija X = {1,x,x2,x3} ¢&ini bazu vektorskog prostora funkcija koji
sadrzi sve polinome do i ukljuCujudi tre¢ega stupnja. Prva je derivacija funkcije
w

w (x) =X (X)a, (11)
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gdieje X’ (x) matrica prvih derivacija funkcija baze X:
X)=[0 1 2x! 3x2] (12)
Koeficijenti ay i a; imaju jasnu geometrijsku interpretaciju
Ay = Wy, (13)
ar = Pkt (15)

Za preostala dva koeficijenta se to ne moze reci.

Umjesto baze X pogodnije je polinome prikazati u bazi za koju su koeficijenti
u linearnoj kombinaciji vrijednosti pomaka i kutova zaokreta krajeva elementa.
Neka su

w(0) = w;, (16)
-w (0) = ¢, (17)
w(ly) =w, (18)
—w (L) =@ - (19)

Iz izraza (7) i njegove derivacije slijedi sustav jednadzbi u kojemu su
nepoznanice brojevi ay, aq,a; i as:

L e [

B ar| _ |
1 Lij I B | faz| = [wi | (20)
0 -1 =2; =317]"4s ?j

RijeSimo li sustav, dobivamo

ap = w;, (21)
a, = —o,, (22)
3 2 1
a Z Wi"'E‘ﬂl"'EVVj +E§0j: (23)
1 2
ij ij ij ij
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Uvrstavanjem (21) —(24) u (7) i sredivanjem izraza, dobivamo

3
W(X)—(l—lz— i:_)wi+< x+zli—;c7)<p +
Lj

L

(F-Hw(E-5)e @)
ili, u vektorskom zapisu,
w(x) = N(x)u;; , (26)
gdje su
w,; =W o W @, (27)
N(x) = 1—lz ifj +%—f73 %—%3 %—% (28)

6.2. lzvod matrice krutosti

Izraz za komponente matrice krutosti mozemo izvesti primjenom teorema o
stacionarnoj vrijednosti potencijalne energije. Znamo da je ta energija jednaka
zbroju potencijalne energije deformacije i potencijalne energije aktivnih
vanjskih sila.

Od prije nam je poznat izraz za potencijalnu energiju Stapa u Bernoulli-
Eulerovoj teoriji

A = [ M@Kk@) =2 [ [w" (0)dx. (1)

Umjesto stvarnog, nepoznatog polja pomaka uvrstit éemo u (1) pretpostavljeno
polje pomaka (5.1.26) ¢ija je druga derivacija jednaka

W (X) - B(x)ul] ’ (2)
matrica B(x) sadrzi druge derivacije baznih funkcija N; (x):

12x 4 6x 6 12x 2 6x
l

B(x) =N (x)=[ lz+13 g Oy il e
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Sada izraz za potencijalnu energiju deformacije izgleda ovako:

L
QIiJ' = %fo ’ ul?:j [B(X)]TB(x)ui’j (x)dx =

= 2ul, (EI [} [BGO) B(x)dx ) ;. (4)

Integralni podizraz u zagradi,
kij=E1 [, [B)]"B(x)dx, (5)
zapis je matrice krutosti Stapa Cije su komponente
Kiijrey = E1 J,"[Bo ()] By (x)dx. (6)

IzraCunamo li sve komponente matrice krutosti, dobivamo

[ 12/17, —6/l;; —12/17; —6/1;;]
B[O 4 6y 2 (7)
i zi,,-| —12/17; 6/l;;  12/17; 6/l |
| —6/1,;, 2 6/l;, 4 |
Sada izraz (4) mozemo zapisati kao
1
Q’Ii,j == Eu’{:] ki,j ui'j . (8)

Potencijalna je energija zadanog optereéenja, uz pretpostavljeno polje pomaka:

(6{7}. = —foli'f q()w(x)dx = —ul-TJ- foli'j [N q(x)dx = —uiT,jfi,jr (9)

gdje su komponente vektora fl-,j

fi,ja = foli'j N, (x)q(x)dx . (10)

Uvrstimo li, primjerice, za q(x) = q,, dobivamo

2 2 T
f_ = [_ qoli;  doliy  qoliy Cloli.j] (11)
b 2 12 2 12

Potencijalna energija sila na krajevima elementa jednaka je

¢ =-ul f., (12)
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gdje su komponente vektora f; ; vrijednosti sila na krajevima elementa,
T
fij =1Tij My T M| . (13)
To znaci da je ukupna potencijalna energija sistema
m, =%, +6 +6 = ul k, u,. —ul:(Fi: + fi) (14)
ij ij i ij — 3 %ijtij %y ij\Jij i/

Prema teoremu o stacionarnoj vrijednosti potencijalne energije sistema, od
svih mogudih stanja pomaka, ravnoteznu konfiguraciju tijela Cini ono polje
pomaka za koje je potencijalna energija sistema, kao funkcija vrijednosti
pomaka i odgovarajuc¢ih deformacija, poprima stacionarnu vrijednost.

Uvrstimo |i pretpostavljeno polje pomaka (6.1.26) potencijalna energija
sistema postaje funkcijom vrijednosti pomaka krajeva elemenata:

I j = w; - I (). (15)
Stacionarna vrijednost funkcije tocka je u kojoj njezin gradijent iSCezava:

grad Hi,j (ui,j) = 0. (16)

Funkcija I1; ; (u; ;) sastavljena je od kvadratnog dijela

Sl ki (17)
i od linearnog dijela
uiT,j (fij +fi)). (18)
Raspisemo li izraz (17), primjerice, samo za prva dva ¢lana u;; i za lijevi gornji
kvadrant matrice k; ;, imamo:

ﬂ[ 12/1; —6/li,j][wi]
Pl

1T — 1w .
SWkijug; =—[We @i Y 4

lj ll,]

El Wi
= T[lzwi/liz,j —69;/l;; —6w;/l;; +4¢;] [Qﬂi]

L)

EIl

- 213 [12Wi2/li2,j — 12¢;w;/1;; + 4¢,%]. (19)
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Uz Cinjenicu da je k;; simetricna matrica, moZemo vidjeti da je gradijent
kvadratnog dijela jednak k;;u; ;; slicno tome, gradijent linearnog dijela (18)
jEdnakje fi,j + fi,j'

Pokazimo to naizrazu (19):

1
O(EuiTrjki,jui'j) 24w, _ 12¢;
El

2
1 7 . aw; _ L Lj |

grad (Eui']- ki, ul-,j) = la(%quki,jui,j)‘ =, 12‘;”2 Ct2w| T kiju;. (20)

30, L Lij
Iz toga slijedi

kijui; — (fiy +fi;) =0 (21)

ili

kijw,;=fi;+fi, (22)

a to je sustav jednadzbi ravnoteze sila koje djeluju na Stap.
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7. Zakljucak

Uz zadane rubne uvjete izveli smo integralni i diferencijalni oblik ravnoteze
Stapa u prostroru te zakone ponasanja za taj Stap. Potom smo promatrali
Bernoullijev princip virtualnog rada i energetsku formulaciju ravnoteznog
stanja. Ustanovili smo da ¢e funkcija koja zadovoljava bilo koji od ta Ccetiri
uvjeta ravnoteZe Stapa, zadovoljavati i ostala tri uvjeta ravnoteze uz iste rubne
uvjete. Na koncu smo izveli matricu krutosti Stapa primjenom teorema o
stacionarnoj vrijednosti potencijalne energije pomocu koje moZemo napisati
sustav jednadzbi ravnoteze Stapa u matri¢noj formulaciji.
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