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1. Uvod

U ovom ¢emo radu obraditi teorem Heinricha Miiller - Breslaua i njegovu primjenu pri
odredivanju utjecajnih funkcija i utjecajnih linija na staticki neodredenim sistemima.

Najprije ¢éemo objasniti pojmove utjecajne funkcije i utjecajne linije i prikazati njihovu
primjenu, te iskazati sam teorem. Obradit éemo i pomoéne teoreme: Bettijev teorem o
uzajamnosti radova, Maxwellov teorem o uzajamnosti pomaka i teorem o virtualnim
pomacima za elasti¢na tijela, te provesti varijante dokaza teorema Miiller - Breslaua pomo¢u
svakog od njih. Na kraju éemo prikazati primjenu teorema na nekoliko primjera, pri éemu ¢ée
sistemi biti rijeSeni metodom sila i metodom pomaka. Za crtanje utjecajnih linija primijenit
¢emo Mohrovu analogiju.



2. Definicija utjecajne funkcije i utjecajne linje

Odredene konstrukcije, poput mostova, nadvoznjaka, kranskih staza sluze preuzimanju
pokretnih optereéenja kao $to su cestovna vozila, vlakovi ili kranovi. Prilikom proracuna
takvih konstrukcija nailazimo na odredene probleme. Kao prvo, odredivanje reakcija i
unutarnjih sila za pokretna opterecenja postupcima koji se primjenjuju za nepomicna
opterecenja dosta je slozeno. Naime, promjenom poloZaja optereéenja mijenjaju se i
vrijednosti statickih i drugih veli¢ina u nosacima. Poseban problem nastaje ako se
optereéenja krecu velikim brzinama. Tada dolazi do ubrzanja dijelova nosaca, te se javljaju i
inercijalne sile koje treba uzeti u obzir u proracunu. Uz pretpostavku da se opterec¢enja krecu
manjim brzinama, inercijalne je sile moguce zanemariti, jer su proporcijalne ubrzanjima.
Upravo se pri takvim pokretnim optereéenjima najviSe koristimo utjecajnim linijama i
utjecajnim funkcijama. Upotrebljavamo ih takoder i pri ostalim oblicima pokretnih
opterecenja kao i u provodenju proracuna za nepokretna opterecenja ako ih ima vise vrsta.

Ve¢ smo spomenuli da se prilikom promjene poloZaja optereenja u nosaCu mijenjaju
reakcije, unutrasnje sile i pomaci. Da bi odredili kako se te veli¢ine mijenjaju, potrebno ih je
izraCunati viSe puta, u razli¢itim karakteristicnim poloZajima opterecenja. Proracun nosaca
pomocu utjecajnih linija brz je i jednostavan, ako moZzemo primijeniti princip superpozicije.

Utjecajne funkcije su u opéenitom obliku funkcije dviju varijabli, jedna varijabla je mjesto na
nosacu u kojem se Zeli odrediti neka veli¢ina, a druga je polozaj jedinicnog optereéenja.
U praktiénim proracunima se mjesto trazene veli¢ine unaprijed zadaje, te je stoga utjecajna
funkcija funkcija jedne varijable, i to poloZaja jedinicnog opterecenja.

Neka na nosac djeluje jedini¢na sila u tocki x; i neka je pri tom djelovanju vrijednost
odredene sile ili pomaka 7, . Prema principu superpozicije e pri djelovanju sile P; vrijednosti
P; u x; vrijednost te veliCine biti P; - 77, uz pretpostavku da promjena vrijednosti sile ne

uzrokuje mijenjanje pravaca njezina djelovanja.

Utjecajna funkcija 5= za staticku ili kinematicku veli¢inu § u tocki X je funkcija poloZaja
jediniéne sile koja pokazuje ovisnost veli¢ine § o poloZaju jediniéne sile na nosaéu.

Utjecajna funkcija, dakle, svakom poloZaju jedinicne sile na nosacu pridruzuje vrijednost tom
silom izazvane poopéene sile ili poopéenog pomaka u nekoj fiksnoj tocki nosaca:

M- x » T3 (x);

gdje je T=(x) vrijednost veli¢ine § u tocki x.



Utjecajna linija je graficki prikaz utjecajne funkcije na linijskim nosac¢ima, a utjecajna ploha
predstavlja graficki prikaz na ploSnim nosac¢ima.

Utjecajna linija za neku veli¢inu je, prema tome, linija Cije ordinate daju vrijednosti te
veli¢ine ako jedini€na sila djeluje u tockama za koje ocitavamo te ordinate.

Na staticki odredenim sistemima utjecajne su funkcije za staticke veli¢ine po dijelovima
linearne funkcije ili konstante, pa su utjecajne linije uvijek sastavljene od dijelova pravaca,
dok su kod staticki neodredenih sistema utjecajne funkcije nelinearne, a utjecajne linije, po
dijelovima, krivulje. Utjecajne linije za (poopéene) pomake su po dijelovima krivulje na svim
sistemima.

Za odredivanje utjecajnih funkcija i utjecajnih linija neke staticke veli¢ine moZzemo primijeniti
staticki ili kinematicki postupak.

U statickom postupku izraz za iznos trazene veli¢ine §u tocki X u obliku funkcije poloZaja x
izvodi se iz uvjeta ravnoteZe nosaca opterecenog jedinicnom silom u po volji odabranoj tocki
X.

Kinematicki postupak temelji se na teoremu Miiller - Breslaua. Kod staticki odredenih
sistema postupak odredivanja utjecajne linije zasniva se na teoremu o virtualnim pomacima
krutih tijela, pa utjecajnu liniju crtamo kao plan pomaka mehanizma nastalog raskidanjem
veze koja u izvornom sistemu prenosi doti¢nu silu, ako zadamo jedinicki pomak na mjestu i u
smislu suprotnom od djelovanja te sile. Za staticki neodreden izvorni sistem, raskidanjem
odgovarajuée veze, dobivamo sistem koji je geometrijski nepromjenjiv, te crtamo njegovu
progibnu liniju. Ovaj se postupak zasniva na teoremu o uzajamnosti radova, na teoremu o
uzajamnosti pomaka ili na teoremu o virtualnim pomacima za deformabilna tijela.



3. Primjena utjecajnih linija

U nastavku ¢emo detaljnije opisati kako se pomoc¢u utjecajnih funkcija ili utjecajnih linija
mogu izracunati trazene veliCine za djelovanja raznih optereéenja. Pretpostavit ¢emo zasad

da su nam utjecajna funkcija 73 i utjecajna linija za trazenu veli¢inu § u tocki ¥ poznate. Da
bi primjena bila jednozna¢na moraju biti definirani koordinatni sustav i pretpostavljene
pozitivne orijentacije optereéenja i veli¢ine §.

3.1. Utjecaj jedne koncentrirane sile

Neka na nosac djeluje koncentrirana sila Py u tocki x, i neka je vrijednost utjecajne linije u
toj tocki 77, = M5+ (x,). Tada ée vrijednost veli¢ine F u to¢ki x, biti

Ff(P0)=P0'y0'

Za izraCunavanje vrijednosti F; treba paziti da li je ta vrijednost pozitivna ili negativna. Ako
predznak ordinate 77, ima isti smisao kao djelovanje sile Py, vrijednost ¢e biti pozitivna (slika

1.a), a u suprotnom negativna (slika 1.b).
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Slika 1.

3.2. Utjecaj niza koncentriranih sila

Neka na nosac djeluju koncentrirane sile niza {P;}{-; = {P;, P,, ..., P,} u tockama x; u kojima

su vrijednosti utjecajne funkcije 77, = %-(x;). Tada ¢e ukupan utjecaj biti

Ff(Pi ..-,Pn) = ZPI .71';

pri ¢emu treba uvaziti predznake vrijednosti 77, 1 orijentacije sila.
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Slika 2.

U posebnom slucaju, kada je na dijelu nosa¢a na kojem djeluje niz koncentriranih sila
P;,i =1, ...,n, utjecajna linija dio pravca, moZe se dokazati da je utjecaj tog niza sila jednak
utjecaju njihove rezultante, pa tada mozemo pisati

Fe({P;}i=1) = Fx(R),

gdjeje R = ), P; vrijednost rezultante R sila P;.
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Slika 3.

Na temelju toga utjecaj se mozZe izraCunati mnoZenjem vrijednosti rezultante s ordinatom
utjecajne linije umjesto da se odreduju ordinate ispod svake sile i zatim rezultat dobiva iz
sume produkata svih sila s odgovaraju¢im ordinatama utjecajnih linija. Pri tome treba
napomenuti da, ako je utjecajna linija sastavljena od nekoliko dijelova pravca, treba naci
onoliko rezultanti koliko je i dijelova, jer jedna rezutanta moze zamijeniti samo one sile koje
djeluju na istom prav¢astom segmentu.



3.3. Utjecaj distribuirane sile

Uzmimo da na nosac izmedu toc€aka x; i x, djeluje distribuirana sila ¢ija je vrijednost opisana
funkcijom gq.

Ako opterecenje g na odsjec¢ku [x,x + dx] zamijenimo infinitenzimalnom koncentriranom
silom dQ(x) cija je vrijednost dQ(x) = q(x) dx s hvatistem u x, tada ¢e utjecaj te sile biti

Fz(dQ(x) ) = dQ(x) 5= (x) = q(x)dx n(x) = q(x) "=(x)dx = d[Fz(q)](x).

Ukupni utjecaj distribuirane sile na dijelu [x; , x, | dobit ¢emo integracijom:

Fo(@ = [ dIF@)] () = [ q(x) " (x)dx.

X

"B (x)

Slika 4.
Za slucaj kad je kontinuirana sila jednoliko raspodijeljena, g(x) = q, , bit ¢e

Fz(q0) = qo U12,

gdje A= f;lz 5= (x)dx predstavlja povrsinu izmedu krivulje s+ i koordinatne osi x na

segmentu [xl,x2 ] No ta povrsina nije geometrijska veli€ina, njezina vrijednost, tj. vrijednost
integrala moze biti i negativna (slika 5.).




Slika 5.

ZakljuCujemo da se utjecaj jednoliko distribuiranog optereéenja moze izracunati kao
umnozak njegove vrijednosti i povrSine izmedu utjecajne linije i koordinatne osi x na dijelu
nosaca na kojem optrecenje djeluje, vodedi racuna o predznacima.

Za slucaj kada je pak utjecajna funkcija na dijelu nosaca na kojem djeluje distribuirana sila q
linearna, utjecaj distribuirane sile jednak je utjecaju rezultante te sile (slika 6.) :

Fr(q) = Fx(Q),

gdjeje Q = f;lz q(x) dx vrijednost rezultante distribuirane sile q.
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Slika 6.

Kao i kod racunanja utjecaja niza sila, moramo voditi racuna o tome je li utjecajna linija, na
dijelu nosaca na kojem djeluje distribuirana sila, sastavljena od viSe dijelova pravaca. Ako
jest, za svaki takav segment treba izraCunati rezultantu i utjecaje zbrojiti (slika7.:

Fe(q0) = Qi + Q21
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Slika 7.
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3.4. Utjecaj koncentriranog momenta

Uzmimo zasad da je utjecajna linija linearna (slika 8.a). Koncentrirani moment M vrijednosti
M, koji djeluje u tocki x,,, zamijenit ¢emo spregom sila P, i P; vrijednosti P, = P; = M/A,
gdje je A njihova medusobna udaljenost. Utjecaj tog sprega ce biti

Ff (Pl' Pd) = —M tg Qa,

gdje je a orijentirani kut izmedu osi x i pravca utjecajne linije.
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d 5 :
T P T

Slika 8.
Kako je utjecajna funkcija u naSem slucaju rastucéa, slijedi da je kut a pozitivan.

Prema tome, za ravninu xz imamo da je pozitivan onaj kut ciji je smisao jednak smislu vrtnje
kazaljke na satu, dok neke veli¢ine, poput momenta ili kuta zaokreta osi nosaca smatramo
pozitivnim ako im je smisao suprotan smislu vrtnje kazaljke na satu, bez obzira u kojem se
koordinatnom sustavu nalaze.

Kako izraz M tg a ne ovisi o razmaku sila A, mozemo pisati:
Fr (M) = —Mtga.

(Negativan predznak u izrazu za F; posljedica je suprotnih smjerova vrtnje momenta M i
kuta a.)

Mozemo zakljuciti da za linearnu utjecajnu funkciju poloZzaj hvatista koncentriranog
momenta ne utjece na vrijednost Fj.

Ako je utjecajna funkcija nelinearna (slika 8.b), utjecaj je koncentriranog momenta
Ff (M) = _MtgaMl

gdje je a,, orijentirani kut nagiba tangente na utjecajnu liniju u hvatistu x,; momenta M.



Kako se nagib tangente na krivulju utjecajne linije mijenja duZ osi nosaca, sada polozaj
hvatiSta momenta utjee na vrijednost veli¢ine F5;.

4. Iskaz teorema Miiller — Breslaua

Teorem Miller — Breslaua je temelj za kinematicki postupak odredivanja utjecajnih linija za
staticke veli¢ine na staticki neodredenim sistemima. Kako su utjecajne funkcije za takve
sisteme najceSce nelinearne funkcije, tako su i utjecajne linije najc¢esée sastavljene od
dijelova krivulja. Prema tom teoremu utjecajna linija jednaka je progibnoj liniji nosaca zbog
jediniénog prisilnog pomaka na mjestu i u smislu suprotnom od staticke veli¢ine za koju
traZzimo utjecajnu liniju.

5. Pomo¢éni teoremi
5.1. Teorem o uzajamnosti radova (Bettijev teorem)

Promatramo prostu gredu na koju djeluju dva uravnoteZena sustava sila, sistem sila I, Fy'
(k=1,2,...,m), i sistem sila I, F" (j=1,2,...,n).

FRoR R
Fl" F, F] )
Slika 9.

Pretpostavit ¢emo da djelovanje jednog sistema sila ne ovisi o djelovanju drugoga sistema, tj.
da vrijedi zakon superpozicije. Tako su pomak vi' na mjestu i u smjeru sile F' i pomak v;' na
mjestu i u smjeru sile F;"" nastali zbog zajednickog djelovanja sila sistema |, dok su pomak v;"
na mjestu i u smjeru sile F;" i pomak vi'' na mjestu i u smjeru sile F' nastali zbog zajednickog
djelovanja svih sila sistema Il.
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Kada bismo na prostu gredu oba sistema sila nanosili istodobno, onda bi pomak na mjestu i u
smjeru sile F" iznosio vi = v + vi'', a na mjestu i u smjerusile F" vj=v;" +vj'.

Ukupan rad ¢e u tom slucaju biti

R, =

N =

m
ZFk . Uk+

k=1

N =

n
PRAE
j=1
Ako bismo pak na promatranu gredu prvo nanijeli sistem sila |, rad pri tome iznosi

NgE

N| =

RV(I) = Fk,' Uk’.

&
1l

1

A zatim na istu gredu nanosimo sistem I, rad sila sistema Il iznosi

N| =

R,(ID) = F' v

J
1

n
]:

Rad koji obave sile sistema | na pomacima izazvanim silama sistema Il bit ¢e

m
RU(I,II)= ZFkI' vk”.
k=1

Konaéno, ukupan ¢e rad u tom slucaju biti

R, =R,(D) + R,(I,1I) + R, (I]).

Ako zamijenimo redoslijed nanosenja sila, tako da gredu prvo opteretimo sistemom sila ll, a
potom sistemom |, ukupni ¢e rad iznositi

R,=R,(ID) +R,(I,1) + R,(D)
gdje je

n
RU(II,I) = ZF}”' vj I.
j=1

Buduci da ukupan rad vanjskih sila ne ovisi o redoslijedu kojim sile nanosimo na tijelo, ove
radove moZzemo izjednaciti, te ¢e onda biti
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Ova jednadZzba predstavlja Bettijev teorem o uzajamnosti radova koji glasi:

Rad sila prvog sustava na odgovarajuéim pomacima koji su izazvani silama drugog sustava,
jednak je radu sila drugog sustava na odgovaraju¢im pomacima izazvanim silama prvog
sustava.

Ovaj teorem vrijedi za materijale koji se ponasaju po Hookeovom zakonu. Iz njega proizlaze
teoremi: Maxwellov teorem o uzajamnosti pomaka, teorem o uzajamnosti reakcija i teorem
0 uzajamnosti reakcija i pomaka.

5.2. Teorem o uzajamnosti pomaka (Maxwellov teorem)

Promatramo prostu gredu u dva razli¢ita ravnotezna stanja. Sistem | €ini sila F; sa pripadnim
leZajnim reakcijama, a sistem Il sila F, s odgovarajuéim lezajnim reakcijama.

) v ZAN

1) v . Z

Slika 10.

Za ova stanja opterecenja prema Bettijevom teoremu o uzajamnosti radova, dobivamo
sljedec¢u jednadzbu :

Fl '171”=F2' 172 ’.

Pomaci v;"', odnosno v," mogu se izraziti pomoc¢u pomaka od jedini¢nih sila, jer vrijedi
princip superpozicije:

v"=F;+ 012,

vy =Fy - 031,

12



gdjesu oy, - pomak na mjestu i u smjeru sile F; izazvan silom F, =1,
d,1 - pomak na mjestu i u smjeru sile F, izazvan silom F;= 1.
Uvrstavanjem ovih izraza u gornju jednadzbu o uzajamnosti radova, dobivamo izraz
Fy - Fp- 013 = Fp+ Fi+ 01,
odakle je 012 = 091 -
Ova relacija predstavlja Maxwellov teorem o uzajamnosti pomaka koji glasi:

Pomak na mjestu i u smjeru prve jedini¢ne sile uzrokovan drugom jedini¢nom silom, jednak
je pomaku na mjestu i u smjeru druge jedini¢ne sile izazvanom prvom jedinicnom silom.

Ako su sile F; i F, jednake, slijedi da je

Za ovakav slu¢aj mozemo Maxwellov teorem iskazati na sljededi nacin:

Ako su sile prvog stanja jednake silama drugog stanja, onda je pomak na mjestu i u smjeru
sile prvog stanja izazvan silom drugog stanja jednak pomaku na mjestu i u smjeru sile drugog
stanja izazvanom silom prvog stanja.

3.3. Teorem o virtualnim pomacima za elasti¢na tijela

U mehanici deformabilnih tijela virtualni su pomaci definirani kao zamisljeni dovoljno mali
pomaci koji ne narusavaju neprekinutost tijela i lezajne uvjete, odnosno, koji zadovoljavaju
uvjete kompatibilnosti pomaka i koji su na lezajevima jednaki nuli, neovisno o moguéim
zadanim prisilnim pomacima leZajeva.

Teoremom o virtualnim pomacima izraZzavaju se uvjeti ravnoteze deformabilnih tijela na
indirektan nacin, uz pretpostavku da se pri virtualnim pomacima ravnotezne vrijednosti
stvarnih sila ne mijenjaju i da pravci na kojima djeluju te sile ostaju paralelni s pravcima na
kojima su djelovale sile prije pomicanja.

Konacno, teorem o virtualnim pomacima za elasti¢na tijela glasi:

Ako se elasti¢no tijelo pod zadanim sistemom sila nalazi u ravnotezi, tada je rad stvarnih
vanjskih sila na virtualnim pomacima jednak radu stvarnih unutarnjih sila ili naprezanja na
odgovarajucim virtualnim deformacijama.
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A vrijedi i obrat:

Ako je rad stvarnih vanjskih sila na bilo kakvim virtualnim pomacima jednak radu stvarnih
unutarnjih sila na odgovarajuéim deformacijama, tada su vanjske i unutarnje sile u ravnotezi.

Kako se rad stvarnih sila na virtualnim pomacima naziva virtualnim radom, ovaj se teorem
¢esto naziva i teoremom o virtualnom radu.

Teorem je formalna osnova za niz metoda, ponajvise numerickih, poput klasi¢ne Galerkinove
metode i metode konacnih elemenata u Galerkinovoj formulaciji.

Poopéenje teorema, u kojem virtualni pomak u odabranoj toc¢ki ne mora zadovoljavati rubne

uvjete i/ili uvjete neprekidnosti, osnova je metode jedini¢cnog pomaka koja se primjenjuje,
primjerice, u odredivanju utjecajnih linija/funkcija te koeficijenata krutosti u metodi pomaka.
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6. Varijante dokaza teorema Miiller — Breslaua
6.1. Dokaz pomocu Bettijevog teorema

Valjanost postupka Miller — Breslaua dokazat ¢emo na primjeru utjecajne funkcije za
reakciju B na srednjem lezaju kontinuiranog nosaca preko dva raspona i pripadne utjecajne
linije, uz primjenu Bettijevog teorema za uzajamnost radova u dva razli¢ita ravnotezna

:

stanja.

N
i

b)

d)

w(X)

Slika 11.
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Na slici 11.a) prikazano je prvo stanje u kojem promatramo na$ kontinuirani nosa¢ na koji
djeluje jedini¢na sila okomita na njegovu os u nekoj proizvoljno odabranoj tocki x. Drugo je
stanje prikazano na slici 11.d) u kojem je zadan prisilni jedini¢ni pomak srednjeg lezaja po
pravcu okomitom na os nosaca.

Slika 11.b) prikazuje sve sile koje u prvom stanju djeluju na nosac. To su zadana jedini¢na sila
u opéem poloZaju te uravnotezujuée reaktivne sile. Progibna linija nosaca zbog djelovanja
jedinicne sile skicirana je na slici 11.c).

Da bismo primijenili Bettijev teorem, zamislit ¢cemo da te sile rade na pomacima drugog
stanja (slika 11.d). U tom se stanju krajnji lezaji ne pomicu, pa samo sila Bg(x) i jedini¢na sila
obavljaju rad, i to na pravcima po kojima se odvijaju pomaci njihovih hvatista, a vrijednosti
tih pomaka su 1 i w(x). Kako je smisao jedinicnog pomaka suprotan smislu djelovanja sile

Blg(x), rad je sila prvog stanja na pomacima drugog stanja
—g(x)-14+1 - w(x).

Prema Bettijevu teoremu rad je sila prvog stanja na pomacima drugog jednak radu sila
drugog stanja na pomacima prvoga.

U drugom se stanju zbog prisilnog jedinicnog pomaka javljuju samo reakcije (slika 11.e), a
kako u prvom stanju nema pomaka leZajeva, rad je sila drugog stanja na pomacima prvog
stanja jednak nuli. Stoga iz Bettijeva teorema slijedi

—g(x)-1+1 - w(x)=0,
paje

B(X) = w(x).
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4.2. Dokaz pomocu Maxwellovog teorema
Najprije ¢emo prikazati staticki postupak odredivanja utjecajnih funkcija.

Na kontinuiranom nosacu trazimo utjecajnu liniju za prekobrojnu silu X,

P=1
oy ® ©
a) PaN AN 2
L X N
le I »l
b) PaN 2
Blx,
Slika 12.

Na nosac djeluje jedini¢na sila (P = 1) na udaljenosti x od lezaja A. Sila se kre¢e po nosacu i
potrebno je odrediti prekobrojnu silu kao funkciju poloZaja jedini¢ne sile.

Na slici 12.b) prikazan je osnovni sistem. Osnovna jednadzba metode sila u ovom slucaju
glasi

Xy " 811+ 81y =0,
iz Cega slijedi da je

= _Sw
X1 811"

U gornjem izrazu &;; je konstantna veli¢ina, dok je &;, promjenjiva i ovisi o poloZaju
jedini¢ne sile na osnovnom sistemu.

Pretpostavit ¢cemo prvo da jedini¢na sila P = 1 djeluje u prvom polju nosaca, Sto znaci da
vrijediO<x < /2.

Na slici 13. nacrtani su dijagrami na zadanom nosacu za jedini¢nu vrijednost prekobrojne sile
i za silu P =1 na proizvoljnom mjestu u prvom polju nosaca.
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1
i i
. 2 - 2 |
2X X |
3 3, 2 X
1
L X B | -x R
™ il 1
Slika 13.

Iz gornjih dijagrama mozZemo naci izraze za 6,4 i 61y(X):

1 1121 1 13

6 = =,
1714 223 4 El ~ 48EI

x(1—x) 1\ x (x(-%x) (1-2x) 1 2 x 11
81v(%) :_l< ] X§>§+< 1 . > §>(§§+§Z)

+x 1-2x) 1 (1 x+2 l)_l_(xll) (2 l) 1
2 32 34 2 2 2 3 4 EIl

_ x(312 —4x?)
B 48EI

)

Sto uvrSteno uizraz za x, daje

x(31% — 4x?)
x, (X) = — T

Kada bi jedinicna sila P = 1 djelovala u drugom polju nosaca, momentni dijagram za jedini¢nu
silu bio bi zrcalna slika dijagrama sa slike 13.b), Sto je prikazano na slici 14.b).



a) i
1
e e
le 2 e 2 »
™ T 1
e | - x 2(1 - X
X" %5 3 3
1
l-Xx _— e
2 x(x
L X B l-x R
) ™ il
Slika 14.

011 je konstantan, a 6, (x) sada iznosi

I-x) 1 1\ 1 l-x) (@2x-D 1 1 1-x 2
51V<X>=‘[( 2 '5'5)'3*( 2 2 '5)'(5' 2 *3'2
2x—1 x(1—-x) 1 2 I-x) 11
+( 2 T '5)'(5' 2 +§'Z>

+<x(l—x).(l_x)_%>(l—X)]_l

—
N————

1 3 El

_ (1=x)(? - 8Ix + 4x%)
B 48EI ’

paizraz za x, u ovom slucaju glasi:

(x = D% — 8lx + 4x?)
13 '

X4 x) =



Konacno, izraz

x(31% — 4x2?) 1
(CEowD ]
xl(X): , ,
—D{* —8lx+ 4 |
(x = ( B X ) za§<x<l,

predstavlja jednadzbu utjecajne linije za prekobrojnu silu X;. Na slici 15. je nacrtana ta
utjecajna linija.

Iy
Y

Slika 15.

Sada ¢emo prikazati kinematicki postupak odredivanja utjecajnih linija koristeéi teorem o
uzajamnosti pomaka (Maxwellov teorem) koji za nas primjer glasi:

Pomak na mjestu, pravcu i u smjeru sile u tocki (1) zbog jedini¢ne sile koja djeluje u tocki (v)
jednak je pomaku na mjestu, pravcu i u smjeru sile u tocki (v) zbog djelovanja jedini¢ne sile
u tocki (1),

ili, iskazano jednadzbom:
81V = 8V1'
Ovo znaci da jednadzbu iz naseg primjera mozZzemo napisati u sljede¢em obliku

— _%n
X1 T T,
Kako je 8,; pomak na mjestu i u smjeru vanjskog djelovanja (znaci u smjeru i na mjestu
jedinicne sile ¢Ciji se poloZaj mijenja) izazvan jedinicnom silom na mjestu i u smjeru
prekobrojne sile X4, to znaci da ¢emo utjecajnu liniju za prekobrojnu silu dobiti ako nademo
progibnu liniju zbog jedinicne sile u smjeru i na mjestu prekobrojne sile X; i to podijelimo sa
011-
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Tako smo problem nalaZenja utjecajne linije sveli na trazenje progibne linije, tj. linije pomaka

u smjeru zadanog opterecéenja.

i

1
L |/2 o |/2 »
" T |
Slika 16.
Prema slici 16. izraz za moment u presjeku bit ¢e
(x 0 << 1
— za x<—,
2 2
M, = {
Ll - X 1 cx<]
a-<x<lL
2 M2
Iz jednadzbe progibne linije imamo (za x S%) :
X
M) = — — X —
W) = = = T omr

2

X
Elw'(x) = — I-I_ Cy,

3
X
Elw(x) = — E+ Cix+C,.

tezax>l:
2

N My, -1+ x

e T

Blw'(9) = — S+ 4 ¢

w=-5+5 3,

2 3
EIw(x)z—T+E+C3x+C4.

21



Rubni uvjeti za nas nosac su:
w(x)=0zax=0ix=l.

A bududi da je momenti dijagram, a tako i progibna linija simetri¢na u odnosu na I/2,
tangenta u I/2 mora biti horizontalna, pa dodatni rubni uvjet glasi:

w (1/2) =0.

Iz rubnog uvjeta w(0)=0 dobivamo izravno da je C, =0.

' 2 2
Iz uvjetaw (I/2) =0 za x<1/2 dobivamo da je C; = %, ,azax>l/2daje C3= % .

3
Na kraju iz w(l) =0 dobijemo C4 = - i—s.

Nakon uvrstavanja, dobivamo izraz za progib:

( x(312 — 4x?) 0<x< 1
48EI Aavsx=5.
W(X) = 8V1 =

(x —D(1? — 8Ix + 4x?) 1
L A8El zaz <x<lL

Isti smo izraz ranije dobili za 8,, samo s razli¢itim predznakom. Predznak se mijenja jer su
kod utjecajne linije ordinate pozitivne ako su suprotne djelovanju opterecenja, a kod progiba
je uzeto da su pomaci pozitivni ako su prema dolje.

Prema tome, jasno je da cemo dobiti i isti izraz na ;.
Iz gornjeg slijedi:

Utjecajnu liniju na stati¢ki neodredenom sistemu za neku stati¢ku veli¢inu dobivamo kao
reduciranu progibnu liniju izazvanu jedinicnom silom na mjestu i u smjeru veli¢ine za koju
trazimo utjecajnu liniju pod uvjetom da smo raskinuli vezu koja prenosi tu silu. Dobivenu
progibnu liniju treba podijeliti sa §;;. Znaci da je faktor redukcije 1/8;;.
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6.3. Dokaz pomoc¢u virtualnog rada

d)

Slika 17.

Promatramo kontinuirani nosac¢ preko dva raspona na koji u presjeku x djeluje jedini¢na sila
(slika 17.a). Polje virtualnih pomaka w(x) je progibna linija nosaca izazvana jedini¢nim
pomakom srednjeg lezaja (slika 17.b).

Kao Sto je ranije navedeno, prema teoremu o virtualnim pomacima za sistem u ravnotezi
mora rad stvarnih vanjskih sila na virtualnim pomacima biti jednak radu stvarnih unutarnjih
sila na virtualnim deformacijama:

W, = W,.

Vanjske sile koje rade na prikazanom sustavu su jedini¢na sila u x i reakcija Bg(x), pa je
virtualni rad vanjskih sila

Wy =—®)-1+1-w(x),
gdje je w(x) virtualni pomak hvatista jedinié¢ne sile.

Da bi iz tog izraza dobili g(x) = w(x), moramo dokazati da je W, = 0.
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Prema Bernoulli-Eulerovoj teoriji zanemarujemo utjecaj poprecnih sila, a kako u primjeru
nema uzduznih sila, jedine unutranje sile koje vrSe rad su momenti savijanja M uzrokovani
jediniénom silom u presjeku x (slika 17.c). Momenti savijanja rade na promjenama kutova
zaokreta osi nosaca K(x).

Prema tome, ukupan je virtualni rad unutarnjih sila

1
W, = f M(x)k (x)dx
0

gdje su k(x) poopcene virtualne deformacije.

U stvarnom, ravnoteZznom stanju naSeg kontinuiranog nosaca (slika 17.a) lezaj u kojem
djeluje reakcija g je nepomican; njegov je vertikalni pomak &g jednak nuli. Taj pomak
mozZemo izraCunati provodeci deformacijsku kontrolu, koja u fizikalnom smislu znaci
izradunavanje pomaka unaprijed poznatog iz geometrijskih rubnih uvjeta na konstrukciji.

Za osnovni sistem imamo da je:

b)

Slika 18.

Primjenom redukcijskog stavka dobivamo izraz za 6g:

_(TME)m(x)
8]3 = .fo TdX,

gdje je M(x) dijagram od vanjskog opterecenja (slika 17.c), a m(x) dijagram od jedini¢nog
optereéenja u smjeru trazenog vertikalnog pomaka, prikazan na slici 18.b).

Na slici 17.d) prikazan je dijagram « koji je prema Hookeovu zakonu jednak izrazu

— M(x) ,
K(x) =E—f

gdje vrijednost M(x) moZemo izraziti uvodenjem nepoznanice a, M(x) = a - m(x) .
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Sada za unutarniji virtualni rad moZzemo pisati

W, f M) ()
odnosno
a - m(x)
W, j M) ) g
Kako
flM(X)rTl(x)d
., E

predstavlja izraz za pomak 6g, za koji znamo da je jednak nuli, dobivamo da je
W,=a-0=0,

Sto smo i trebali dokazati.

7. Primjena teorema - crtanje utjecajnih linija

Problem odredivanja utjecajne funkcije svodi se na problem odredivanja funkcijskog izraza
za progibnu liniju. Drugim rijec¢ima, treba rijesiti diferencijalnu jednadzbu

" M(X)
w'x) = ——
gdje je M funkcija koja opisuje vrijednosti momenata savijanja izazvanih prisilnim jedini¢nim
pomakom u smislu suprotnom od pozitivhog smisla djelovanja sile za koju trazimo utjecajnu
funkciju.

Kako je funkcijski izraz w najcesée kompliciran i teSko ga je izvesti analitickim rjeSavanjem
diferencijalnih jednadzbi, u nasim éemo primjerima, nakon nalazenja momentnog dijagrama,
odmah preéi na crtanje progibne linije postupkom utemeljenim na Mohrovoj analogiji.
Trazene vrijednosti utjecajne funkcije tada ocitavamo na utjecajnoj liniji, koja je, kao Sto
smo dokazali, upravo ta progibna linija.

Za ocCitavanje vrijednosti moraju mjerila na crtezu biti definirana.

Za primjenu Mohrove analogije gredu, kojoj lezajni uvjeti ne trebaju biti definirani,
»optereéujemo” zamisljenom ,,distribuiranom silom*“ €ije su vrijednosti zadane funkcijom

M(X)

k(x) = e

Zaklju¢nu liniju odredujemo zadovoljavanjem geometrijskih rubnih uvjeta na zadanom
sistemu.
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Primjer 1.

Trazimo utjecajnu liniju za g. Momentni dijagram odredit ¢emo metodom sila.

El 1,5 El El
a) o~ AN Jl z~ pas
e e 2l he
b) s AN
3l

C) 4 it
d) ; :
e) B

23l

10

Slika 19.

Za osnovi sistem sa slike 19.b) jednadzbe su neprekinutosti
810 tXy 611 + X3 -84, =1,

820 tXy 812 + X3 822 =0.

Kako na zadanom sistemu nema vanjskog opterec¢enja, momentni dijagram od vanjskog
opterecenja je M ¢=0, pasu 8,0 i 0, isto jednaki nuli.

Uz dijagram m; sa slike 19.c) dobivamo

41
m, %(x) 1711 3l 2 31 11 2 1
11 = X:—[—-—. -_._+_._.l._._]
’ EI(x) ElIl2 4 3 4 2 4 3 3
0
N 1 [1 31 o1 (2 31+1 1>+1 | 21 (1 31 2 l>]
1,5EIl2 4 3 4 3 4 2 4 3 4 3 4
_4113

"~ 72EI



Buduci da su dijagrami myi myzrcalni, vrijedi 61, = 6, ;.

Jo$ nam ostaje da odredimo 6 :

41
m; (x)m; (X)

1711
%2= | TR =gkT 3t g
N 1 [1 31 2l (2 l+1 31>+1 | 21 (1 1+2 31>]
1,5EIl2 4 34 3 4 2 4 34 3 4
_31P
~ 72EI

Kada izraze za &, 1,68, , i 8,, uvrstimo u jednadZbe neprekinutosti, za nepoznanice X i X,
dobivamo

__MEL 31
ETVE ! ETVER

Konaéni momentni dijagram je oblika M = X;-m; + X;-m; i prikazan je na slici 19.e).

Crtamo utjecajnu liniju za g
Mijerilo duljina:
1[cm]::1/k [m], k=2

1/k = m,

m=1/2

Kutovi izmedu tangenata:

o 23 1 23

1= 1o 2 T oo !
o _ 23 123 52
2=T52'2 18 ~ 5401 ™!
o 13 1131169
3= 1522 18~ 5401 ™
o 131 13
+=Toz 2 ' T 201 ™!
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El

1,5 El El

a) = AN PN
T (g (x)
13 El
012
b) 23 El
10 12
A A
P4 s
13

%{10 &

C)
4 —
- —
—
3.
d) P -
-
~
// /
—
/
R
~
~
~
</
0 11
S~

e)

Mjerilo kutova:1 [cm] ::% [m’]

Slika 20.

Duljine kutova u poligonu kutova na crtezu:

o = 2,30[cm]
®; = 1,96[cm)]
3=0,63[cm]
@, = 1,30[cm]

Polna udaljenost:

H=% [m°] > H* =3 [cm]

:2—1 =1

1
n=-= )
H 3
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Progibna linija dobivena pomocu program DiM:

~_ __—

Slika 21.

Primjer 2.

Za isti cemo nosac traziti utjecajnu liniju za y,_,.

Ovaj put ¢éemo momenti dijagram odrediti inZenjerskom metodom pomaka i time pokazati

primjenu teorema u metodi pomaka.

El t, 1,5El El
a.) t
314 R R
1 I e 2l ot g
Blmt-t(x)

y @

|N‘U2,1

Slika 22.

Koeficijenti krutosti:

El

ki, = k34 = T
N 1,5EI _ 3EI
BT 21 T 4]
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Kutovi zaokreta:

1/4 1
A R
31/4 3
21 — 1 _4_

Momenti upetosti:

MZl = —3.k12.w21:_3._._:__

M,3 =Mz, =Mz, =0

Izrazi za momente na krajevima Stapova:

— El 9EI
Mp1 = 3:Kyp @+ My =3-—-¢@p ——
1 4]
3EI
Mpz = 4-Kkpz ¢, + 2'k23'@3:4'ﬁ'q’2+2
3EI
M3, = 2-Kyz- @, + 4°k23'@3:2'j'¢’2+4
El
M3, = 3'k34'(P3=3'T‘(P3
Jednadzba ravnoteze momenata u ¢voru 2:
—Mz; —My3 =0 . My + My =0
3 El 9EI+4 3EI +23EI — 0
1 P2 Ty TR

Jednadzba ravnoteZze momenata u ¢voru 3:

M32 + M34_ s 0
5 3EI 44 3EI +3 EI —0
1 ) 41 P3 1 P3 =

3EI
4] ¥3

3EI

ﬂ%

Iz ravnoteZe ¢vora 2 i 3 dobivamo dvije jednadzbe s dvije nepoznanice :

6EI 9EI 4 3EI —0
[ PT T TP T

3EI 4 6EI —o

21 ('pz l (p3 -
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Rjesavanjem sustava dobivamo da je

(pz = 0,4‘ N (p3 = _0,1

Dobivamo konacne vrijednosti momenata:

El
MZl = _1,05 * T
El
M23 = 1,05 ¢ T
EI
M32 = 0,30 * T
EI
M34 = _0,30 C

1

Crtanje utjecajne linije za Mt

Mijerilo duljina:

1 [cm]::1/k[m], k=2
I/k =m,

m=1/2

Kutovi izmedu tangenata:
@ = 1[m’]

o 0788 131 .
1= g = 0295(m]

_(0,788+1,05) | l_0229 .
2=\ )37~ 0229m]
o LA 1070
3709 2 = 0,544[m ]

o 04 102

4= 09 3 7 T 0044{m]

030 1
5=]_ E 1—0,15[m]
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b)

d)

15 El El

0,20 0,30
|
2, @,
\O\
\ \\\i -
1\/ ~ ~
2 ~ 4 -
\\\\
\\\
5

Slika 23.

Mijerilo kutova:1 [cm] :: 0,20 [m”]

Oy = 5[cm]
®; = 1,48[cm]
®; = 1,15[cm)]

&3 = 2,72[cm]
®, = 0,22[cm]

®; = 0,75[cm]

/

Cu
1oy
I
1,
N

\00

=/

\

\\
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polna udaljenost:

H=06][ |- =3 [cm]

Progibna linija dobivena pomocu programa Dim:

W

Slika 24.

Primjer 3.
Sad ¢emo za nas nosac nadi utjecajnu liniju za

inzenjerskom metodom pomaka.

. Momentni dijagram ¢emo odrediti

© E ot ©@ 156 t @ @ @
a) ‘ t N
. 1,5 . —
- ; 2l - + =
-
1
2,3 |
b) e
S
- 2,3

Slika 25.

Kinematicki postupak:
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Koeficijenti krutosti:

El

kKi; =kzy = T
N 1,5EI _ 3EI
B2 T 4]

Momenti upetosti:

_— — 3EI 1 9EI
My3 =M;, = —6-k23-W23=—6-T-i=—W

Izrazi za momente na krajevima Stapova:

El
M,, = 3'k12'(P2:3’T'(P2

— 3EI 3EI 9EI
Mpz = 4-Kpz @2+ 2-Kpz - @3+ My; :4"?'@2‘*‘2?@3_@

— 3EI 3EI 9EI
M32 :2'k23’(p2+4°k23'(P3+M32:2'T°(p2+4j(p3_ﬁ

El

Mz, = 3'k34’(P3:3'T'(P3

Jednadzba ravnoteze momenata u ¢voru 2:

—Mj1 = M3 =0 . My +My; =0
3 EI +a 3EI 492 3EI 9EI —0
R 4l 2T P Ty T

Jednadzba ravnoteze momenata u ¢voru 3:

, 3B, 3E 9Bl Bl _
TIRL: 4] 3T TP T

Iz ravnotezZe ¢vora 2 i 3 dobivamo dvije jednadzbe s dvije nepoznanice :

6EI + 3EI 9EI —0
1 ('pz 21 (P3 12 -
3EI 4 6EI 9EI —0
21 (PZ l (p3 12 -

RjeSavanjem sustava dobivamo da je
(pz :0,3/1, (p3 20,3/1
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Dobivamo konacne vrijednosti momenata:

El
MZl 0,9 * 1_2
El
M23 = 0,9 * 1_2
EI
M32 0,9 * 1_2
El
M34_ 0,9 * TS

Crtamo utjecajnu liniju za r_,
Mijerilo duljina:

1[cm]::1/k [m], k=2

I/k =m,

m=1/2

Kutovi izmedu tangenata:

o L0901 045

1~ 12 2 - 1 [m]

o _06 1 030

2 = 12 2 - 1 [m]

o 03 1 o 0075 .

3 = 12 2 ’ - l [m]
03+06 1 0,225 .

4=—12 -5-0,51=—l [m]

o 091 045

5 12 2 - 1 [m]

Mijerilo kutova:1 [cm] :: 0,20/| [m’]
& = 2,25[cm]

®; = 1,5[cm]

&3 = 0,375 [cm]

@, = 1,125[cm]

®; = 2,25[cm)]
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El 15E t El

b)

d)
e)
Slika 26.
polna udaljenost: =M
n
H=0,6/I [m] > H*=3[cm] p_m
n
1 sl
n=—=— % n
H ™ 3 =,
m
*=3,33 cm
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Primjer 4.

| na kraju ¢emo za nas nosac utjecajnu liniju za \, nad drugim leZajem. Za odredivanje
momentnog dijagrama koristimo se inZenjerskom metodom pomaka.

M, (X)
a) "5@% El X 1,5El ® E @
. 2) I
b T
) W
Slika 27.
Kutovi zaokreta:
LIJZ S 1
Momenti upetosti:
e EI 3EI

M21 =_3'k23'l'u2=_3‘_'1=——

M;3=M;, =Mz, =0
Izrazi za momente na krajevima Stapova:

El 3EI
Mz, = 3-Kkpz ¢ + My, =3'T'(P2 -1

3EI 3EI

Maz = 4-Kkyz ¢, + 2'k23'(P3=4'Z'(P2+2T(P3
3EI 3EI
EP =2'k23'(P2+4‘k23'@3=2‘ﬂ‘@2+4ﬁ@3

El
M3, = 3'k34'(P3=3'T'(P3

Jednadzba ravnoteZze momenata u ¢voru 2:



—Mz; —My3 =0 . Mz; + My =0

3 El 3EI+4 3EI +23EI —0
1 (pz 1 41 (pz 41 (~P3 -

Jednadzba ravnoteze momenata u ¢voru 3:

5 3EI 44 3EI +3EI —0
41 (PZ 41 (p3 l (p3 -

Iz ravnoteZe ¢vora 2 i 3 dobivamo dvije jednadzZbe s dvije nepoznanice :

6EI 3EI N 3EI — 0
I () 1 o1 @3 =

3EI N 6EI _0
o1 () 1 @3 =

RjeSavanjem sustava dobijemo da je
(pz S 0,53 5 (p3 = _0,13.

Dobivamo konacne vrijednosti momenata:

EI
M21 = _1,4'0 * T
EI
M23 = 1,40 . T
EI
M32 = 0,40 . T
El
M34_ = _0,4‘0 D

1

Crtamo utjecajnu liniju za v,
Mijerilo duljina:

1 [cm]::1/k[m], k=2

I/k =m,

m=1/2

38



b)

d)

El 1,5 El El
145 0,.4E
2, 2,
14| 14
| 151 | ‘
e Kl
A lee
i
2, g,
2,
S
RN ~

Kutovi izmedu tangenata:

(I)o = 1[m
o — 1,4
17
o, = 1’41
2709

0,4
0,9
_ 0,40
|

Slika 28.
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Mijerilo kutova:1 [cm] :: 0,20 [m”]
Oy = 5[cm]

®; = 3,50[cm]

®; = 3,63[cm]

®3= 0,30 [cm]

®, = 1[cm]

polna udaljenost:

H=0,6 [m]> H*=3[cm]

n= =

1 5
H 3

= |3

Progibna linija na sistemu sa zglobom iznad drugog leZaja, optere¢enim parom momenata,
dobivena pomocu program DiM:

e —

Slika 29.



8. Zakljucak

Tema ovog rada je teorem Heinricha Miiller-Breslaua, koji je temelj za kinematicki postupak
odredivanja utjecajnih linija za staticke veli¢ine na staticki neodredenim sistemima. U radu
smo iskazali teorem i njegovu valjanost dokazali pomocu Bettijeva teorema o uzajamnosti
radova, pomocu Maxwellovog teorema o uzajamnosti pomaka te pomodéu teorema o
virtualnim pomacima za elasti¢na tijela. Na kraju smo rijesSili nekoliko primjera primjenom
metode sila i metode pomaka te nacrtali utjecajne linije.
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