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Zavrsni rad

1. Uvod

Na predavanjima iz kolegija Gradevna statika 2 uCili smo par metoda koje olakSavaju
rieSavanje statiCki neodredenih sustava. Jedna od tih metoda je Crossova metoda
pomocu koje se s jednostavnoscu i lako¢om mogu odrediti dijagrami unutarnjih sila na
statiCki neodredenim sistemima. Takoder, vrijeme rjeSavanja zadatka moze se znatno
smanijiti ukoliko iterativni postupak rjeSavamo koristeéi racunalo te izbjegnemo ,ru¢no”
iteriranje koje pri ve¢im sustavima moze potrajati.

U ovome zavrSnom radu raspravljat ¢e se o usporedbi Crossovog postupka i Werner-
Csonka postupka. Te dvije iterativne metode pripadaju relaksacijskim postupcima
pomocu kojih se u koracima dolazi do sve to¢nijeg rieSenja. Prikazat ¢e se ove dvije
metode te ¢e se nastojati utvrditi prednosti i mane svakog postupka.




Zavrsni rad

2. Crossov postupak

2.1. Hardy Cross

Hardy Cross bio je ameriCki gradevinski inzenjer koji je 1930. godine razvio postupak
iterativnog rjeSavanja sistema jednadzbi ravnoteze za konstrukcije bez translatornih
pomaka ¢vorova.

Roden je 1885. godine u drzavi Virginiji u SAD-u. Imao je starijeg brata s kojim je pohadao
Norfolk akademiju. Zatim je pohadao Hampden-Sydney College. Diplomirao je gradevinu
na Institutu za tehnologiju u Massachusettsu 1908. godine te se pridruzuje (Missouri Pacific
Railroad in St. Louis) odjelu za mostove. Nakon godinu dana vraca se na Norfolk Academy.
Na Harvardu zavr§ava magisterij gradevinarstva 1911. godine.

Cross postaje docent gradevine na Brown Universityu, na kojem poucava sedam godina.
Nakon kratkog povratka u praksu, 1921. godine prihvaca poziciju profesora gradevine na
University of lllinois. Na sveucilistu lllinois Hardy Cross razvija metodu distribucije momenta.
Takoder, joS jedna njegova poznata metoda je metoda rjeSavanja problema cjevovoda
nastalih u kompleksnim vodoopskrbnim sustavima. Napustio je lllinois 1937. godine te
postao proCelnik odsjeka za graditeljstvo na SveudiliStu Yale. Odlazi u mirovinu 1953.
godine. Umire Sest godina kasnije 1959. godine.

Dobitnik je raznih priznanja i nagrada medu kojima su: po€asni magisterij Sveucilista Yale,
the Lamme Medal of the American Society for Engineering Education (1994), the Wason
Medal for Most Meritorius Paper of the American Concrete Institute (1935) i the Gold Medal
of the Institution of Structural Engineers of Great Britain (1959).
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2.2. Postupak rjesavanja Crossove metode

Ako je prirast kuta zaokreta Ap Y

l

¢vora 1 tadaje

(ni+1) _ (n;+1)
AMi,ji = 4k{l,j}Ap .

2
. v . v . . . . v v . . n;j
Pri uravnotezenju ¢vora 1 zaokreti svih ostalih ¢vorova su sprijeceni , pa je Apﬁ” =0

(mi+1) _ _ 4kap (ny)
AMi'ji - Zj,i 4‘k(i,j) Mi ’
Zbroj koeficijenata krutosti svih Stapova koji se spajaju u ¢voru nazivamo rotacijskim
koeficijentom krutosti ¢vora 1

ki = Xji 4k jy-
Razdjelni koeficijent u évoru 1 za Stap {i, j;}

Ak jy
Hij == Yjitij = 1.

Uvrstimo li razdjelni koeficijent u jednadzbu za prirast kuta zaokreta dobivamo:

(ni+1) _ (ny)
AMi,j = Hi,jMi

§ (mi+1) _ \e(1p)

jiAMi’j = Mi :

(n;+1) n) _
Y AMTY =M = 0.
Cvor 7 moZemo uravnoteZiti tako da dodamo moment koji je iste veligine kao rezidualni

moment Ml.(n"), ali suprotnog predznaka. Dodani moment razdjeljujemo na Stapove pomocu
razdjelnih koeficijenata elementa koji se spajaju u ¢voru koji se uravnotezuje.

) M ™)
M; AM*Y ‘

— T D ()

(n;+1)

(ni+1)
‘ AMi'm

Slika 2.1 Moment u ¢voru i Slika 2.2 UravnoteZenje ¢vora i
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Sada je ¢vor 1 uravnotezen. Polovicu momenta na kraju @ Stapa ,17“ prenaSamo na
suprotan kraj 7, jer :

1
(ni+1) _ (ni+1) _ (n;+1)
AIVIjl-,i = 2k jjAp; = EAMiJi .

Vidimo da zbog prisilnog zaokreta kraja © dobivamo poloviéni moment kraja © u kraju ; te

zbog toga prijenosni koeficijent iznosi 1/2. Cvor u koji se prebacila polovica momenta nije u
ravnoteZi te je potrebno ponoviti postupak uravnotezenja ¢vora s razdjelnim koeficijentima
tog Cvora.

AM @D AM D AM}_(riliH) AMi(m+1)
Y LY AMTFD ' LY —
— & — &G
. S
o M,
AMT*Y
N
(ni+1)
R

Slika 2.3 UravnoteZenje ¢vora j

Postupak ponavljamo do Zeljene to€nosti, odnosno postupak prekidamo kada nam je
neuravnotezeni moment dovoljno mali da ga mozemo zanemariti. Crossov postupak upravo
je zbog ovog ponavljanja iterativni postupak s kojim dobivamo sve tocnije rjeSenje.

U nekim slu€ajevima mozemo dobiti to€no rjeSenje nakon jednog ponavljanja jer se s druge
strane $tapa nalazi zglobni leZaj. Cvor se zaokreée za neki prirast kuta te zbog tog zaokreta
dolazi do pojave momenta na drugom kraju Stapa, ali ako na drugom kraju Stapa zglob, tada
se ne javlja otpor zaokretanju ¢vora te je zato moment u zglobu nula.

Konacne vrijednosti momenata dobivamo tako da zbrojimo sve vrijednosti momenata na
jednom kraju grede (momenata upetosti, raspodijeljenih i prenesenih momenata).
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2.3. Primjer Crossove metode

Prikazat c¢emo jednostavniji primjer koji je rjeSiv i Werner-Csonka postupkom.

lP

® ®
El I
2El 2El
v
Ts ©
0]
Sm Feccred N
@ 1.5 1.5 @

P =100 kN
p, = 0,0002 °
t,=19C
a, = 1075K 1

EI = 90000 kNM?

Provjeravamo stupanj slobode jer Crossov postupak vrijedi samo za nepomicne sisteme.
Zglobnom se shemom vidi da postoji jedan stupanj slobode pa je sustav potrebno pridrzati

jednom vezom.

7 7
j /
/ / N
/ J
/ /
/ /
s wboe

U prvom koraku sprjeCavamo sve zaokrete kao i translacije pa nam se u Stapovima javljaju
momenti upetosti od vanjskih sila, prisilnih pomaka, kutova zaokreta i temperature.

_ 2E1 2E1
M, =4'£'<p =4-E-0,0002 =41.14 kN
_ 2E1 2E1
My =2 5= ¢ =2 5=00002 = 20.57 kN
_ Pl 100-3
My3(P) = 5 =—5— =375 kN
_ Pl 100-3
May(P) = — = ——g—=—37.5 kN
_ EI Al El a-At-h EI 6.65-107%
May(t) = —6" = —6 - ——— = =6~ = —39.9 kN
Ms,(ts) = — % - ATh = —39.9 kN Yoz _ "
—
b d b4
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Zatim se izraCunaju razdjelni koeficijenti:

16

+ 4. 2EL_ 16 _zH_12
Kz =4 3.5_7EI ,1121—%]51—19
k=4 B _tpy _F

23 =% 3 T3 “23_%51_19
21( —16E1+4E1 = 76EI

27 37 21
Zbog simetrije se moze zakljuciti da su razdjelni koeficijenti za ¢vor 3 jednaki ¢voru 2:
12
Uzg = 19
7
H32 = 7o

Nacrta se shema u kojoj se u kvadrate upisuju razdjelni koeficijenti, a na mjestima krajeva
elemenata uvrStavamo pripadne momente upetosti. Opcenito, prvo se uravnoteZuje ¢vor
koji ima najveci apsolutni rezidualni moment jer se iteracija s time rjeSava s hajmanje koraka.
Najveci je moment u ¢voru 3, stoga se on prvi uravnotezuje.

7119 @ @ 719 R1
=

— _— I
12/19 375 375 12/19
— -399 -399 _
2057
4114
—T —T

Ok -

Ukupni neuravnotezeni moment uravnotezuje se suprotnom vrijednos¢u tog momenta i dijeli
se s razdjelnim koeficijentima.

U ¢voru 3 neuravnotezeni moment je -77.4, pa uravnotezujemo s momentom iznosa +77.4
i dijelimo s razdjelnim koeficijentima. Dobiveni rezultat mnozimo s razdjelnim koeficijentom
te ga prebacujemo na drugu stranu Stapa.

—77.4 - 77.4-7/19 = 28,52 + 2 = 14.26
+12/19 = 48.88 + 2 = 24.44
32.43 - —32.43-7/19 = =11.95+ 2 = -5.97
+12/19 = —20.48 + 2 = —10.24
—597-597-7/19=220+2=1.1
+12/19 = 3.77 = 2 = 1.88




Zavrsni rad

11> -11-7/19=-041+2 = —0.2
+12/19 = —0.69 = 2 = —0.35

Kada je ostatak dovoljno mali da ga mozemo zanemariti, onda zbrojimo sve momente na
odabranom mijestu. Zbroj krajnjih momenata u &voru trebao bi biti nula. Ovaj postupak
uravnoteZenja momenata nastalih od upetosti sistema od sada ¢e se navoditi kao Cross 1.
Sljededi postupak uravnotezenja momenata nastalih otpustanjem jedne reakcije zvat Ce se
Cross 2. Svako sljedece otpustanje reakcije ¢e poprimiti Cross 3, Cross 4 ovisno o broju
mogucih otpustanja reakcija.

@ emi @
/19 719 R1
— _—
12/19 375 375 12/19
— -399 -399 _—
20.57 143 285 48 88
-20.5 120 6.0 3.8
-0.7 11 2.2 0
30 55 0.4 0.2
= 0 26.32

04
-102
41.14
g —
Ol @

Reakcija R1 moze se izraCunati pomoc¢u poprecnih sila u Stapovima.

R1 lezo

30.55 — 0.6 — T, - 3.5 =0
30.55-0.6

T3 === —

T, = 8.56 (=)

|
%
T2
e o
"L S

26.32 4+ 52.66 — Ty - 3.5 =0

_ 26.32 + 52.66
37 3.5
Ty = 22.57 (=)

30.5U 26.3U
=0
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Posto je sistem pomiCan, u drugom dijelu zadatka dopusStamo prethodno sprijeCene

pomake. Pomak izaziva momente koji ovise o veli€ini pomaka ,u“.

Myp = Myy = M3y = My3 = —6

@

@%u

Iy

A

@

2EI -u
35 3.5

]
/
/
/
/
/

Buduéi da pretpostavljamo stvaran pomak, pomaku ,u“ odabiremo neku proizvoljnu
vrijednost kako bismo dobili vrijednosti momenata od pomaka s kojima je lako racunati.

100

EI

m12 - m21 - m34 - m43 - 9796 kN
Iteracijskim postupkom momenti se uravnotezuju.

] [«

]

97.96 » —97.96-7/19 = —=36.1 + 2 = —18.1
+12/19 = —61.9 = 2 = —30.9
79.86 > —79.86-7/19 = —29.4 = 2 = —14.7
+12/19 = =504 = 2 = —25.2
— 147 5 14.7-7/19 = =54+ 2 = 2.7

*12/19=-93+2 =46
27> -27-7/19=-1+2=-05

:12/19 = —=1.7+2 = —0.9

~05-05-7/19=02+2=0.1
12/19 =03 +2=0.2

7/19 @ CrOSS 2 @ 719
— _—
12/19 vy STEY 12119
47 294 —
97.96 54 27 a7.96
61.9 05 -1.0 50.4
7186 93 0.2 01 -1.7
= 7.7 | [71.88
46 4 25
-309 259
97.96 97 96
gy — | — T

10
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R2
| |
< <—

T2 T3
< <—
45.7 (\ 45.7 (\
71.86

71.SU

Zbroj reakcija u pridrzanju mora biti 0, pa slijedi:

G

ZM1=0

71.86 +45.7+T,-3.5=0

_ —71.86 — 45.7
z- 3.5
T, = —33.59 (=)

ZM4=O

71.86 + 45.7 + T - 3.5 =0

- —71.86 — 45.7
37 3.5
T; = —33.59 (—)

Rl + ﬁRZ = O
31.13+ -67.18=0

31.13

© 67.18

B = —0,46338

Moment je jednak: M = M, + fM¢,

My, = 30.55 + B - 71.86 = —2.75
My, = —0.6 4+ B -45.7 = —21.78

M,; = 0.6 + - (—45.7) = 21.78

Ms, = —52.7 + B - (—45.7) = —31.52
Ms, = 52.7 + B - 45.7 = 31.52

M,; = 2632+ B -71.86 = —6.98.

11
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21.78 7\

—
—
e —

©

31.52

@ 2.75

_/

\/

43.35
777

6.98 @

Slika 2.4 Momentni dijagram

12
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3. Werner-Csonka postupak

3.1. Otto Werner

Otto Werner bio je hrvatski inzenjer gradevinarstva roden u Rumi u Srijemu 1908. godine.
Na Tehni¢kom fakultetu u Zagrebu diplomirao je 1931., a na istom je i doktorirao deset
godina kasnije, 1941. godine. U razdoblju od 1933. do 1936. na spomenutom fakultetu radio
je kao asistent na gradevinskom odsjeku, potom od 1941. do 1946. u tvornici cementa u
Podsusedu, a od 1946. u Arhitektonskom projektnom zavodu PLAN. Kasnije se vraca raditi
na Tehnicki fakultet, na kojem je 1954. izabran za izvanrednog profesora iz predmeta
Gradevna Statika. Od 1959. godine nadalje tamo radi kao redovni profesor. Werner je
svakom svojem projektu pristupao na nov, originalan nacin, a svi su njegovi radovi Dbili
rezultat konstruktorske prakse. U svom pedagoskom radu najveéu je pozornost pridavao
primjeni teorijskih znanja. Njegova konstrukcija koja je izvedena na mnogim objektima u
Hrvatskoj i u svijetu nosi naziv Wernerova ljuska. To je izvorna krovna konstrukcija prikladna
za natkrivanje industrijskih hala. Ljuska i reSetkaste dijafragme bez srednjih Stapova ispune
Cine vrlo racionalan konstrukcijski sustav; srednji su Stapovi reSetki nepotrebni, jer za
simetriCno opterecenje u njima nema sila, a pri antimetricnom opterecenju u sredini raspona
nema momenta ni uzduzne komponente sile, tako da se luk moze smatrati sastavljenim od
dva neovisna luka nad polovinama otvora. Osim navedenog djela, Werner je objavio i niz
znanstvenih radova, a 1977. godine dobitnik je Nagrade za Zivotno djelo. Umro je u Zagrebu
1981. godine.

3.2. Pal Csonka

Pal Csonka bio je madarski arhitekt, sveuciliSni profesor i doktor gradevinarstva roden u
Budimpesti 8. srpnja 1896. godine. Nakon zavrSene gimnazije, na Tehnickom SveuciliStu
Jozsef Nador 1920. godine stekao je diplomu u arhitekturi. Sudjelovao je na brojnim
natjecanjima urbanizma: 1921. osvojio je drugu nagradu na natjecanju za organizaciju otoka
Margaret, 1922. za organizaciju mjesta Székesfehérvar, a 1923. Szombathely. Na pocetku
svoje karijere radio je kao voditelj izgradnje, a od 1927. godine bio je neplaceni pripravnik u
laboratoriju na SveuciliStu primijenjenih znanosti. Godine 1928. polozio je majstorski
graditeljski ispit, a u razdoblju od 1928. do 1936. predavao je matematiku na SveuciliSnom
odjelu za arhitekturu. Takoder je bio i docent na Odjelu za materijale, gdje 1945. postaje
proCelnik. Svojevremeno je na fakultetu radio kao privatni profesor, a 1969. godine postao
je akademski savjetnik fakulteta. Za svoja je postignu¢a 1954. godine bio nagraden
Kossuthovom nagradom, a dobitnik je DrZavne nagrade za postignu¢a u podrucju
gradevinarstva. Csonkino poznato djelo kupola je crkve Taksonyi s elipticnom strukturom, a
Madarsko udruzZenje inZenjera i arhitekata dodijelilo mu je i nagrade Czigler i Honan. Umro
je u Budimpesti 26. studenog 1987. godine.

13



Zavrsni rad

3.3. Werner-Csonka postupak

Ako bismo Crossovom metodom Zeljeli rijeSiti okvir s ,e“ etaza, morali bismo sprijeciti
pomake. U dodanim vezama javljaju se reaktivne sile koje ne postoje u izvornom sistemu.
Posto te sile ne postoje u izvornom sistemu potrebno je opteretiti okvir silama istog
intenziteta kao i reakcije, ali suprotnog smjera.

Pretpostavka je da uzduzne sile ne mijenjaju duljine greda, pa simetri¢no stanje opterecenja
nece prouzrocCiti momente savijanja. Momenti nastaju samo zbog antimetricnog opterecenja
te je poznato da je pri antimetricnom opterecenju polje pomaka simetriCne konstrukcije
antimetric¢no.

U naSem su slu€aju kutovi zaokreta i vrijednost horizontalnih pomaka oba ¢vora na jednoj
etaZi jednaki te je vrijednost vertikalnog pomaka polovista raspona grede jednaka nuli. Stoga
se u tom polovistu nalazi toCka infleksije progibne linije u kojoj je zakrivljenost jednaka nuli.
U polovistu je i vrijednost momenta savijanja jednaka nuli. Zbog toga je umjesto cijelog
sistema moguce promatrati poluokvir.

Rubni uvjet u osi simetrije mora biti pomican zglobni leZaj koji sprieCava vertikalni pomak, a
dopusta zaokretanje jer zamjenjuje toCku infleksije u kojoj nema vertikalnog pomaka i
moment je jednak nuli. Poluokvir ima udvostru¢ene momente tromosti greda i stupova zbog
~preklapanja“ oko osi simetrije. U ostalim slu€ajevima koeficijenti krutosti stupova se zbrajaju
dok se koeficijenti krutosti obostrano upete grede Cetverostruko zbrajaju s koeficijentom
krutosti prepusta. U ¢vorovima i dalje djeluju iste sile kao u ¢vorovima okvira. Poluokvir se
rjeSava relaksacijskim postupcima slicnim Crossovom postupku.

Potrebno je izraCunati momente na krajevima elementa poluokvira. Posto su horizontalni
pomaci dopusteni, grede poluokvira se translatiraju i pritom se ne zaokrecu. Stoga se od
djelovanja horizontalnih sila javljaju samo momenti na krajevima stupova.

Za stup konstantnog popreénog presjeka tocka infleksije je na polovici visine etaze, a u tocki
infleksije moment je jednak nuli, pa iz toga proizlazi M;;_; = M;_4;.

Tii-1=—Ti—1; = T;.
Jednadzba ravnoteze oko kraja 1 7 stupa glasi:
~T; hy + Mgy + M;_y; =0,

iz Cega slijedi:

— — 1

Mii1 = Mi_y; = S Tih;.
Vrijednost T izraCuna se iz uvjeta ravnoteze horizontalnih sila koje djeluju na dio poluokvira
iznad presjeka kroz stup.

S obzirom da treba uravnoteziti Evor po &vor, potrebno je definirati razdjelne i prijenosne
koeficijente koji se razlikuju od Crossove metode jer se horizontalni pomak ne sprjeCava te
je stoga statiCki sustav stupa i grede razli€it u odnosu na sustave na po¢etnom okviru.

Grede su u osnovnom sistemu poluokvira jednostrano upete, pa za prirast vrijednosti
momenta na upetome kraju zbog zaokreta ¢vora vrijedi poznati izraz:

(ni+1) _ (ni+1)
AMi,g = 3ki,gA(pi

k; 4 je koeficijent krutosti grede poluokvira:
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E;(21; @,
kLg ( ) =4 ( ) 4k{i1,i2}'

2

Prirast vrijednosti momenta moze se izraziti i pomoc¢u koeficijenta krutosti grede izvornog
okvira:

A1\/I(nl+1) — 12k{11 zz}A(P(n +1)

Horizontalni pomaci ¢vorova osnovnoga sistema nisu sprijeCeni. Za izvod izraza za
vrijednosti rotacijske krutosti u stupu mozemo zamisliti da na kraju prikljuéenom u ¢vor stup
ima krutu pomi¢nu vezu koja omogucava pomak okomito na njegovu os (slika 3.1).

Py

Slika 3.1

Veza izmedu prirasta vrijednosti momenta na krajevima i prirasta kuta zaokreta kraja 1 dana
je izrazima:

AML(ZID;I) = k-1 A‘P(n o

AMl(nl-kll) _k{L ” A(p(n‘+1)

Pri Cemu je ky;_, ;; Koeficijent krutosti stupova poluokvira nastalim preklapanjem dva stupa:

1) Eil;
k-1 = l—ll— 257 = 2k, -1

Ako imamo viSe razli€itih stupova potrebno je samo ubrojiti koeficijente krutosti.

)

Zaokretanjem za kut Ag; “uravnotezujemo Cvor ¢ na koji djeluje rezidualni moment s

vrijedno3cu M, ().

(n;+1) (nj+1) (nj+1) (ny) _
—AMi’ — AM” 1 AM11+1 + M. =0

i+1) (ny)
(3k1g + k{l 1,i} + k{l l+1})A§0(n = M "

(ny)
i+1) M;
A(pl(n = le 1

gdje je krutost ¢vora:
ki =3k; g+ ko1 + ki iva-

15
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Dobiveni izraz za prirast kuta Acpi(n"“) uvrsti se u izraze za vrijednosti momenata na
krajevima grede i stupa:

3k;
(ng+1) _ 2Mig 5, (ny) _ (ny)
AM; o = W M = pigM;
l

Kei o
(ni+1) _ -1} () _ (ny)
AM; ;5 = W M = piiaM;
L

koo o

(ni+1) _ "ii+1} , (ny) _ (ny)

AM; L7 = A M;™ = py i MY
l

Razdjelni koeficijenti za ¢vor 1 su:

y 3kig
) k-1
,i—1 w

ki
ki

_ Mii+1}

Hiji+1 = — w -
1A

Izrazavanjem razdjelnih koeficijenata pomocu koeficijenata krutosti grede i stupova izvornog
okvira dobiva se:

ki =12k, i,y + 2k, -1 + 2k, i, 01)

# — 12k{"1!"2}
g — " Tw
ki’
M 2k{i1—1l1}
i,i—1
ki’
2k i
Hiji+1 = {;Wl“}
L
Prije spomenuti izraz: AMi(,?il) — k{i-1,i}A§0i(ni+1)

AM.(ni+1) — —k{i_lli}A(p-(ni-Fl)

i—1,0 i ’

pokazuje da je AMTD = Ay @it pa je prijenosni koeficijent -1. S tim razdjelnim i

i—-1,i i,i—1
prijenosnim koeficijentom proracun se dalje provodi kao i u Crossovom postupku.

Zbroj momenata na krajevima jednog stupa nazivamo momentom etaZe. Njegova je
vrijednost:
Me(‘rzi+1) — M'(nl-+1) + M.(‘r'li+1).

i—-1,i i,i—1
Iz jednadzbe ravnoteze momenta oko dna stupa dobivamo:

T by + MO 4 MY — 1y MO 2

i—-1,i i,i—1

MY =T by,

e,i

Sto znaci da vrijednost momenata etaza tijekom proraCuna moraju ostati konstantne.
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Buduci da je poluokvir nastao preklapanjem polovica izvornog okvira, ukupne momente s
poluokvira potrebno je pri vra¢anju na okvir raspoloviti:

1
Miyi, = My, = 5 Mig

i1;i2

M i 1=M,;,_1=5M;;1

1
2
_ _ 1
M iy+1 = My ip41 = 5 Mijiga

Ovi izrazi vrijede za sisteme okvira u kojem se preklapaju dva stupa istih karakteristika
koeficijenta krutosti i grede koja ih spaja.
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3.4. Primjer Werner-Csonka metode

RjeSavamo isti primjer koji smo rjeSavali i prethodnom metodom.

@ | e

RN

= P =100 kN
2El 2El p, = 0,0002°
Te o t,=19C°
® a, = 1075K 1
< EI = 90000 kNM?
@ .15 , 15 @

Pri rjeSavanju zadatka Werner-Csonkinom metodom, tijek rjeSavanja zadatka Crossovim
postupkom jednak je do uravnoteZzenja momenata upetosti poCetnog sistema odnosno do
prvog Crossa. U skladu s tim dobivamo momente savijanja od vanjskog opterecenja na
krajevima elemenata okvira sa sprijeCenim translatornim pomakom:

7/19 @ Cross 1 @ 719 R1
— _—
12/19 375 375 12/19
— 399 399 I
2057 14.3 285 48 88
-20.5 -12.0 6.0 38
-0.7 11 2.2 0
04 0.2
30.55 2.7 26.32
. 2 26.32]
0.4 0
102 1.9
4114 24 44
S el B
@ s 777777@
R1
\ \
- - R, = 31.13
T2 T3

SD.SU 26.3U

18
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Nosac pretvaramo u poluokvir. Razdjelni koeficijenti su:

2E1 2EI 8

Kiy,y=K,+Kyy,=——4+—==EI

LIz T3 A 35 35 7
K11,111 =4- K2,3 = §El

8 s 2
Kig=1"K = ;El Hig = é =5
7

X 4 7

K11,111 =3 Ku,m = 4EI Ui = 38 = 5

ZK* —8EI+4EI—36EI
=5 =77

Vidljivo je da je razdjelni koeficijent grede poluokvira znatno veci od koeficijenta stupa te
Ce prilikom uravnotezenja ¢vora preuzeti veci dio rezidualnog momenta. Postupak ¢e se
zbog toga brzo konvergirati, odnosno bit ¢e maniji broj iteracijskih koraka u odnosu na
Crossov postupak.

Poluokvir se opterecuje reakcijom iz prve iteracije, ali onom suprotnog smjera.

R1=31.13

A
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IzraCunaju se vrijednosti momenata na stupu preko poprecnih sila koje izaziva reakcija, uz
pretpostavku da je toCka infleksije na sredini stupa:

ZM,=0

R1
‘ MI,II + MII,I + T11,1 *h=0
M. = M., = Ty h
_ i = My = 2
T —31.13-3.5
1,1 MI,II = M11,1 = 2
MI,” == MII,I == _544‘8
My, (_\
IWI,II U
I Il
7/9
—_—
29 42.37 —A
—
-54.48 42.37
12.12
-42 37
-12.12
-564.48
. —

§

—54.48 - 54.48-2/9 =12.12- -1 = -12.12
7/9 = 42.37

Potrebno je vratiti momente poluokvira na pocetni sustav:

MI,II = My, + My
2K,

M,, = —66.6+ — =
12 2K, + 2K 3

1
= —66.6 - - = —33.3.
2

Zbog istih krutosti greda i stupova momenti su jednaki, to jest svakom stupu ide pola
momenta, $to u slu¢ajevima kada nemamo jednake koeficijente krutosti stupova ne mora

biti tako.

M,, = —66.6 2Kz
43 2Ky, + 2K,3

M,, = —42.37 2K
21 =T 2Ky, + 2Ky,

1
= —66.6--=—33.3

2

1
= —42.37 5= -21,19
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M., = —42.37 2K _ 42.37 1_ 21,19
3 T 2K, + 2Kz, R R
M,. = 42.37 2Ka3 = 42.37 1—2119
B 2K +2Ksy 20 T
My, = 4237 —252 = 4237-1= 21,19
2K23+2K35 2
@ Cross 2 @
7119 7/19 R2
_— "
12/19 5719 5119 12/19
p— [
-21.19 21.19
333 333
- R
rrrrrra Yrrrrra

Sustav je u ravnoteZi zbog simetricnosti, odnosno koeficijenti stupova su isti stoga je samo
potrebno izraCunati reakciju. Kada bi imali razli€ite krutosti stupova ili prepuste uz gredu
tada sustav ne bi bio u ravnoteZi te bi trebali uravnoteziti sustav.

R2
Z M, =0
| | —333-21.19+ T, 3.5 =0
- - ;. _333+2119
T2 T3 ‘35
- - T, = 15.57 (<)

D

21.10

21.19

33.3 333

(-

Zbog simetrije:
T; = 15.57 (<)

Dx=0

Rl - T3 - TZ :0
R1 = T3 + TZ
R, = 31.14
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311435
“=31124-35
AT = 0

My, = 30.55 + a - (—33.3) = —2.75
My, = —0.6 + a-(—21.19) = —21.78
My, = 0.6 + a-(21.19) = 21.78

My, = —52.7 + a - (21.19) = —31.52
My, = 52.7 + a - (—21.19) = 31.52
My, = 2632+ a - (—33.3) = —6.98

2178 7\\ 31.52

43.35 [

- -
@ 2.75 6.98 @

Slika 3.2 Momentni dijagram
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4. Usporedba

U nastavku ¢e se usporediti rjeSavanje par zadatka dvjema metodama. Pri izraCunu ¢e se
koristiti raCunalni program ,Sage“ koji znatno skracuje vrijeme raCunanja uravnotezenja
¢vorova. Prvi zadatak je zadan tako da bude jednostavan i da se na njemu proba vidjeti
prednost Werner-Csonka metode. Drugi zadatak ¢e biti kompliciraniji.

RjeSavamo zadatak najprije Crossovom metodom.

¥

vezom.

F
® G, @ © ©
AN E 2E| AE] 3EI 5E1 A T
El | Pt 2E| El 3EI N
?g ® ., 6 O )
2 " 2 * 2 * 2 ¥ 2 "
Zglobnom shemom vidimo da sustav ima jedan P =100 kN
stupanj slobode te ga je potrebno pridrzati jednom
p: = 0,0002°
EI = 70000 kN M?
T7 77 77 FAY
/ / /
/ / /
/ / /
o o o R
rJ» J» Jv B

N 71
/

Jj

/

Koeficijenti krutosti Stapova:

Ki¢==EI
Ky, = EI
1
Kag = El
3
Kyo=5El
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Ksg == EI
Ke, = EI
K, g = 2EI
Kgo = >EI
Ko 1o = 2 EI
9,10 — 2

Razdjelni koeficijenti cvorova:
Kéy = 4-= = 2EI
Kis =32 =2EI

K, = 4-EI = 4EI

ZK6 =75 El

K3, = 4EI
K = 4EI
K = 8EI

Z K, =16 EI
K = 2EI
K, = 8EI
Ko = 6EI

z Kg =16 EI
K3, = 6EI

Kg = 6EI
Kg10 =2 El

Momenti upetosti:

_ 1
Mig=4" EEI - (—=0,0002) = —28kNm

4
He1 = T2
1
Hes = ¢
8
He7 = T2
4
H72 =7
1
H76 =7
2
H7g =7
1
Mg3 = 3
4
Hg7 =3
3
Hgo =3
4
Hos = T3
Hog = T3
5
Ho10 = 73
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_ 1
Mgy = 25 El - (=0,0002) = ~14kNm

7. _PL_100-2
oo PL_ 1002

=788 m
IzraCunate podatke uvrstimo u Sage:
distr_f ={ (6, 1): 4/15, (6, 5): 1/5, (6, 7): 8/15, (7, 2): 1/4, (7, 6): 1/4, (7, 8): 2/4, (8, 3): 1/8, (8,
7): 418, (8, 9): 3/8, (9, 4): 4/13, (9, 8): 4/13, (9, 10): 5/13}
# prijenosni koeficijent:
co_f={(6, 1): 1/2, (6, 5): O, (6, 7): 1/2, (7, 2): 1/2, (7, 6): 1/2, (7, 8): 1/2, (8, 3): 1/2, (8, 7):
1/2, (8, 9): 1/2, (9, 4): 1/2, (9, 8): 1/2, (9, 10): 0 }
# momenti upetosti:

mom_fe = { (1, 6): -28, (6, 1): -14, (7, 8): 25, (8, 7): -25}

=25kNm

Iteriranjem pomoc¢u Sage-a u 10 koraka [7, 8, 6, 7 ,9, 8, 6, 7, 8, 6] dobivamo sljedece
momente:

(1/ 6): _25.5
(2, 7): -4.8
(3/ 8): 2.2
(4, 9): -0.90 Cross 1
(5, 6): 0.00
6, 1: -9.0 @ ® .0 .. .0 ©)
6, 5): 3.7 T = L—— T —
26, 7; : 5.3 A 37 [T 5 (7 144 [ 124 —=— T30 é
(7r 2): -9.7
(7/ 6): _4.7
(7, 8): 14.4 . e ) v
(8, 3): 4.4 777777 777777 77777 7
(8, 7): -16.8 ) ® © @
(8, 9): 12.4
(9, 4): -1.8
(9, 8): 4.8
(9, 10): =-3.0
(10, 9): 0.00
R1

| | | | -
< < < <«

T61 T72 T83 T94
Ry = Tay + Tyy + Tas + Toy = —25.5—9+—9.7—4.8+4.4+2.2+—1.8—0.9=

2 2 2 2

R, = —22.55 (<)
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U sljedecem koraku dopustaju se pomaci.

u u u u
A 7 77 77 77 A
o / / / / o
/ [ / /
/ / [ /

u=0.01
1 —0.01
M16 - M61 = M38 - M83 - _6 'EEI 'T == 1050
—0.01
My = My, = =6+ EI - —— = 2100
3 —0.01
M4_9 = M94 = _6 EEI T = 3150

U Sage uvrstimo:
# razdjelni koeficijenti:

distr_f = { (4, 3): 9/28, (4, 1): 1/7, (4, 5): 3/28, (4, 8): 3/7, (5, 4): 6/55, (5, 2): 16/55, (5, 6):
9/55, (5, 9): 24/55, (8, 7): 1/5, (8, 4): 2/5, (8, 9): 1/5, (8, 10): 1/5, (9, 8): 2/7, (9, 5): 47, (9,
11): 1/7, (10, 8): 2/3, (10, 11): 1/3, (11, 10): 3/4, (11,9): 1/4 }

# prijenosni koeficijent:

co_f={(4,3):0, (4, 1): 1/2, (4, 5): 1/2, (4, 8): 1/2, (5, 4): 1/2, (5, 2): 1/2, (5, 6): 0, (5, 9): 1/2,
(8, 7): 0, (8, 4): 1/2, (8, 9): 1/2, (8, 10): 1/2, (9, 8): 1/2, (9, 5): 1/2, (9, 11): 1/2, (10, 8):1/2,
(10, 11): 1/2, (11, 10): 1/2, (11,9): 1/2 }

# momenti upetosti:
mom_fe = { (8, 10): 900, (10, 8): 900, (9, 11): 450, (11, 9): 450}
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Iteriranjem pomoc¢u Sage-a u 16 koraka [9, 7,6, 7,8,6,7,9,8,6,7,9, 8, 6, 7, 9] dobivamo
sljedeée momente:

4

kOkOkOOOOOOOOO\]O\U‘IU‘IU‘IU‘I-b-bnb-bUJ[\)
QO U O Jd 00 UTWOWwoYdBNOOU WE B O

(1
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
( ll)
(1

(1

(1

(1

—_— O = — — — — — — — — — — — — — — —
© ee ee ee ee se es es e se ees ee e se e

~
.

8) :
0, 11):
9) :
1, 10):

8.7
14.5
0.00
17.3
38.9
18.2
-74.4
28.9
17.2
16.3
-62.4
0.00
0.00
-226.
-126.
-179.
532.
-190.
-169.
359.
354.6

W N O D

347.9

-354.

-347.

®
A

6

9

©®

Cross 2

-682.2 @ -516.3
i —  —

9828@

] L

—1
-163.7 3310

—1
—l
-668.2 16361

941 1867.9

—1
-853.9

—
10370 -520.7

1043.6
777777

®

777777

@

2186 9

1204 1

2668.4

R2

@
T61

D —
T?2

Ry =Tey + Ty + Tg3 + Toy

941 + 8319 1636.1+1867.9 1037 +1043.6 2186.9 + 2668.4
Rz = +
2 2 2 2
R, = 6106.4 (=)
—22.55+6106.4- 3, =0
_ 2255 3.69315-1073
1761064

©
A
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Krajnji momentni dijagram:

18.71

10.88 10.48

é\“““—'—u—'—u&{ 31 3.66 / 2

s
202 2.09 6.05

Slika 4.1 Momentni dijagram

8.95

1.17]
7.45 -
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RjeSavamo isti zadatak Werner-Csonka metodom:

Kao $to je reCeno, tijek rijeSavanja zadatka Werner-Csonka metodom jednak je tijeku
rjeSavanja Crossovim postupkom do uravnoteZenja momenata upetosti poetnog sistema

odnosno do Cross 1.
Dobiveni momenti i reakcija su:

Cross 1

® ©® O .0

T

T

4.8 @ @
A

A ] L — T _— | e T _
— — i i
= 3.7 =5 53 o= 147 T 124 =30 &=
255 -4.8 2.2 -0.9
77777 77777 7777 7777

@

R1
I I | I -
<« <« <« <
Teq T2 Tes Tos
R =T 4T+ T + T = —25.5—9+—9.7—4.8+4.4+2.2 —1.8—0.9_
1 — 161 72 83 94 — 2 2 2 2 -
R, = —22.55 («)
,Preklopimo® pocetni sustav u poluokvir, stoga su koeficijenti krutosti:
7
o ] I
Kiin = 4+ (Kg7 + K7g + Kgo) + Kse + Ko 10 R1=22.55
>

3 5 1
K =4- (EI + 2E1 +§EI) +§EI +§EI

KII,III = 21EI

Razdjelni koeficijenti:
K, = 7EI
11,1 — )

KI*I,III = 3 ) 21EI == 63E1

A
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1
He1 = 19
18
He1 = 19

Razdjelni koeficijent grede znatno je veci od razdjelnog koeficijenta stupa §to znaci da bi
prilikom iteracije s viSe katova puno momenta otpalo na gredu $to uzrokuje manji broj
koraka iteracije.

Moment nastao reakcijom:
22.55-2
MI,II = M”,I = T == 2255

Primjetno je da je cijeli po€etni sustav preSao u jednu gredu i jedan stup koji sadrzi jedan
¢vor. Kada se uravnotezuje moment u ¢voru, s jednim se korakom dolazi do uravnotezenja
¢vora. Moment koji prenosimo, prenosi se u lezaje, a ne u ¢vorove $to znac€i da je sustav u
potpunosti uravnotezen jednim korakom.

18/19
119 . A
2132 =
e
—1 -21.4
2255
-1.18
214
e —
1.18
22.55
22.55

§

Vracéamo momente s poluokvira na pocetni sustav.
My = Myg + Myy + M3g + My

2'%151
2:5El[+2-1EI+2-5El+2-5EI
2 2 2
2-1EI
2-5El[+2-1EI1+2-5El+2-5EI
2 2 2
M38 = 339
M49 = 1016

M = Mgy + M7y + Mgz + Moy
M61 = 306
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Zavrsni rad

M72 = 611
M83 = 3-06
M94 = 917

MII,III = M65 + M67 + M76 + M78 + M87 + M89 + M98 + M9,10
1

35 El
Mgs = =214 — 3 3 :
3-5El+6-El+6-El+6-2El+6-2EI +6-5El +6-5El +3-3El
Mgs = —0.51
Mg, = —2.04
M, = —2.04
M,g = —4.08
Mg, = —4.08
Mgy = —3.06
Mog = —3.06
M0 = —2.55

U Sage uvrStavamo:

# razdjelni koeficijenti:

distr_f = { (4, 3): 9/21, (4, 1): 1/7, (4, 5): 3/28, (4, 8): 3/7, (5, 4): 6/55, (5, 2): 16/55, (5, 6):
9/55, (5, 9): 24/55, (8, 7): 1/5, (8, 4): 2/5, (8, 9): 1/5, (8, 10): 1/5, (9, 8): 2/7, (9, 5): 4/7, (9,
11): 1/7, (10, 8): 2/3, (10, 11): 1/3, (11, 10): 3/4, (11,9): 1/4}

# prijenosni koeficijent:

co_f={(4,3):0,(4,1):1/2, (4,5): 1/2, (4, 8): 1/2, (5, 4): 1/12, (5, 2): 1/2, (5, 6): O, (5, 9):
1/2, (8, 7): 0, (8, 4): 1/2, (8, 9): 1/2, (8, 10): 1/2, (9, 8): 1/2, (9, 5): 1/2, (9, 11): 1/2, (10,
8):1/2, (10, 11): 1/2, (11, 10): 1/2, (11,9): 1/2}

# momenti upetosti:

mom_fe = { (1, 4): 51.47, (2, 5): 102.93, (4, 1): 35.43, (5, 2): 70.87 , (4, 8): 37.25, (5, 9):
37.25,(8,4):41,(9,5): 41, (8, 10): 63.46, (9, 11): 31.73, (10, 8): 57.07, (11, 9): 28.53 ,

(4, 5): -35.44 , (5, 4): -35.44 , (4, 3): -70.88 , (5, 6): -35.44 , (8, 9): -66.45 , (9, 8): -
66.45 , (8, 7): -44.3 , (10, 11): -42.8 , (11, 10): -42.8 }
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Zavrsni rad

Iteriranjem pomocu Sage-a u 6 koraka [8, 9, 7, 8, 6, 9] dobivamo sljede¢ce momente:

(1, 4): [51.5]
(2, 5): [102.9]
(3, 4): []
(4, 1): [35.4]
(4, 3): [-70.9]
(4, 5): [-35.4] Cross 2
(4, 8): [37.3]
(5, 2): [70.9]
(5, 4): [-35.4] ® ® iggg) ;g;!’ i¥£§) @
(5, 6): [-35.4] KN ——FF=r FFmtr BBV BB A
(5, 9): [37.2] 3 58 37 7
(6, 5): [1
(7, 8): []
(8, 4): [41] 7777733 mws.s mwss wg
(8, 7): [-44.3]
(8, 9): [-66.5] ©, @ ® @
(8, 10): [63.5]
(9, 5): [41]
(9, 8): [-66.4]
(9, 11): [31.7]
(10, 8): [57.1]
(10, 11): [-42.8]
(11, 9): [28.5]
(11, 10): [-42.8]
R2
>
| I | I
<« <« P <«
T61 T?2 T83 Tg4
334+3 66+58 3.7+36 95+78
R, =Ty +T7y + Tgz + Toy = > > + 5 + 5 =
R, = 21.65 (=)
_ 2252 03926097
*=2165-2

AT = 22.5—-21.65 =0.85
M = M,, + aM,,

My = —22.07
My, = 2.06
Msg = 5.94
M, = 8.97

32



Zavrsni rad

Mg, = —5.88
M5 = 3.08
M, = 2.81
M,, = —3.67
M, = —29.64
M, = 10.87
Mg; = 8.25
Mg, = —18.67
Mgy = 10.43
M, = 6.31
Mog = 1.06

M 1o = —7.36

2.81

5.88

10.87 10.43

VAN

3.08

719
[

35.20

22.07

v 777
2.06 5.94 897

Slika 4.2 Momentni dijagram
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Zavrsni rad

Vidljivo je da se rjeSavanjem zadatka s navedenim metodama dobivaju isti rezultati s

malim odstupanjima.

18.71
Cross
10.88 1048
72
283
556 T[] 628
AW 31 3.66 / 23 147
E— 745 —_—
E\ 3520
ey e
20 209 6.05 895
Werner-Csonka
18.67
10.87 1043

719
2.81
5.88 6.31
W&DS 3.67 / 25 1.0

; 7.36

3520

777 s
2207 206 5.94 8.97

Slika 4.3 Usporedba dijagrama Crossove i Werner-Csonka metode
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Zavrsni rad

q
r_ Q) A ©
2E| £l
q
@ A
PANPY 4E
P —yl4E| . [t
@ @ l 4E]| @
AT 2EI 2EI
2F|
4E]
/
@ 777, mw@
. 15 4 L 2

Potrebna su 3 pridrzanja da bi sustav bio nepomican.

A

77T

Koeficijenti krutosti su:

2
Kia=3El

4
Kzs =5 El
Ky 4 = 2EI

1
Ll

M=50 kNM

P=80 kN

F=60 kN

p=0.0002 m

g=10 kn/m
a,=10"5k~1

t=15 'C At =30
EI=70000 kNm?
bxh=0.35x0.4
E=3.75- 107 kN /m?
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Zavrsni rad

Kse¢ = EI
K,g = 2EI
Kso = 2EI
Ko =2l
7,8 — 3

Kgo = EI
Kg10 = EI
Ko1, = = EI
K10,11 - El

Momenti upetosti:

_ 2
My, = 45 El-(~0,0002) = ~37.33kNm

_ 2
Mgy = 25 1+ (=0,0002) = ~18.67kNm
_ Fl_60-4

M45=§—T=30k1vm
_ Fl 60 -4
M54=—§=——8 =——30kNm
_ pl 80-2
M48=§=T=20kNm
_ pl  80-2
Mgy = = = ——— = ~20 kNm
_ . 30
Msy = =105 - 5=70000 = =525
M95 = 525
_ 10 - 42
_ 10 - 42

99 = ——5— = —13.33
_ 10 - 42
M9,11 :T = 13.33
_ 10 - 42
M11,9 = _T = _1333
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Razdjelni koeficijenti Cvorova:

K3 = 6EI
Kiy =2EI
K}s = 2EI
K;s = 8EI
Z K, = %El
K:, = 2EI
K& = TEI
KZs = 3EI
Ki, = 8EI
Z K =—EI
K3, = 4EI
K, = 8EI
Ko = AEI
K310 = 4EI
Z Kg =20EI
Kis = 4EI
Kis = 8EI
K1, = 2E1
z Ko = 14EI
Kiyg = 2EI
Kioa1 = 2EI

z KIO = 6E1

9
Haz = 72
1
Ha1 =7
3
Has = 72
3
Hag =
6
Hsa =
_ 16
Hs2 =
9
Hse = ¢
24
Hso =
1
H87—§
2
Hgs = ¢
1
Hgo = ¢
1
Hg10 = ¢
2
Hog =7
4
Hos =7
1
Hoa1 =7
1
Hi08 =3
1
Hi011 =3
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U Sage uvrStavamo:
# razdjelni koeficijenti:

distr_f = { (4, 3): 9/28, (4, 1): 1/7, (4, 5): 3/28, (4, 8): 3/7, (5, 4): 6/55, (5, 2): 16/55, (5, 6):
9/55, (5, 9): 24/55, (8, 7): 1/5, (8, 4): 2/5, (8, 9): 1/5, (8, 10): 1/5, (9, 8): 2/7, (9, 5): 47, (9,

11): 1/7, (10, 8): 2/3, (10, 11): 1/3, (11, 10): 1/2, (11,9): 1/2 }
# prijenosni koeficijent:

co_f={(4,3):0, (4, 1): 1/2, (4, 5): 1/2, (4, 8): 1/2, (5, 4): 1/2, (5, 2): 1/2, (5, 6): 0, (5, 9): 1/2,
(8, 7): 0, (8, 4): 1/2, (8, 9): 1/2, (8, 10): 1/2, (9, 8): 1/2, (9, 5): 1/2, (9, 11): 1/2, (10, 8):1/2,
(10, 11): 1/2, (11, 10): 1/2, (11,9): 1/2 }

# momenti upetosti:

mom_fe = { (1, 4): -37.33, (4, 1): -18.67, (4, 5): 30, (5, 4): -30.0 , (4, 8): 20, (8, 4): -20.0, (5,
9): -52.5, (9, 5): 52.5, (8, 9): 13.33, (9, 8): -13.33 , (10, 11): 13.33, (11, 10): 36.67 }

Iteriranjem u 16 koraka [5, 9, 4, 8, 11, 5, 4, 10, 8, 9, 5, 11, 10, 4, 8, 9] dobivamo sljedece

momente:

=
~

) :

QO U W Jd 00 U1WOWoYdDNOU WE B O

~

11) :
8) :
11) :
9):
10) :

R PP P OWWOWWOWOowOOo O Jo Ul Ur gl U b b b W N~

F P O O S S N N N N N N N N N NN NN N NN

N~~~ o~~~ o~ o~~~ o~~~ o~ o~~~ o~ o~ o~ o~ o~

~ ~ ~ ~

—_— O = — — — — — — — — — — — — — — N
e ss es es se ss es e se ss es s se s
=
()}
~J

40.4
: —28.0

>

>®

—_ —_—
0 622 |—2=
-12.2
3.8 -12.14 @
 — —
e e T N
i —
51 788 Y -280 | Z037
® | 22| ®
— —
I ey
— —
-135 =57 311 211 o5~ 16-7
-40.3 14.7
77777 77777

S
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Zavrsni rad

Racunaju se reakcije u pridrzanjima.

R10
—) =
e e
T10,8 T11,9
3.8 —-122-124
RlO = T10,8 + T11‘9 - P = 7 + f - 80 = _904 ((_)
T8,10 T9,11
— —
| | Rao
AN | § >
€< €<
T8,4 T9,5
71—-188—-80 40.4—25.2 3.8 -—-122-124
Ryg =Tgy + Tos + Tg10 + Toq1 = + ——
2 2 2 2
R20 = _4‘0.15 ((_)
Tys Tsg
— —
| | R0
A | yium e
<« <
Ty Ts,

—403—247 2964147 71-—188+80 404 — 25.2
3 + 3 B 2 B 2

Ryg =Ty +Tsy + Tyg + Tsg =
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Cross 2

U sljede¢em koraku otpustamo jednu reakciju te raCunamo momente od pomaka.
u

I )

/ /

/ /
/w&m [ Wo 14

300
"~ EI

—150
M8,10 = M10,8 = _6 * EI " T == 900

1 —150
M9,11 = M11,9 = _6 EEI . T = 450

U Sage uvrStavamo:

# razdjelni koeficijenti:

distr_f = { (4, 3): 9/28, (4, 1): 1/7, (4, 5): 3/28, (4, 8): 3/7, (5, 4): 6/55, (5, 2): 16/55, (5, 6):
9/55, (5, 9): 24/55, (8, 7): 1/5, (8, 4): 2/5, (8, 9): 1/5, (8, 10): 1/5, (9, 8): 2/7, (9, 5): 4/7, (9,
11): 1/7, (10, 8): 2/3, (10, 11): 1/3, (11, 10): 1/2, (11,9): 1/2 }

# prijenosni koeficijent:

co_f={(4,3):0, (4, 1): 1/2, (4, 5): 1/2, (4, 8): 1/2, (5, 4): 1/2, (5, 2): 1/2, (5, 6): 0, (5, 9): 1/2,
(8, 7): 0, (8, 4): 1/2, (8, 9): 1/2, (8, 10): 1/2, (9, 8): 1/2, (9, 5): 1/2, (9, 11): 1/2, (10, 8):1/2,
(10, 11): 1/2, (11, 10): 1/2, (11,9): 1/2 }

# momenti upetosti:
mom_fe = { (8, 10): 900, (10, 8): 900, (9, 11): 450, (11, 9): 450 }

Iteracijom u 20 koraka [8, 10, 9, 11, 8, 4, 5, 10, 8, 11, 9, 10, 4, 5, 8, 11, 10, 4, 8, 9] dobivamo
sljede¢e momente :

(1, 4): 8.7
(2, 5): 14.5
(3, 4): 0.00
(4, 1): 17.3
(4, 3): 38.9
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Zavrsni rad

(4, 5): 18.2
(4, 8): -74.4
(5, 2): 28.9 Cross 2 |=_ ®)
(5, 4): 17.2 el I oy
(5, 6): 16.3
(5, 9): -62.4
(6, 5): 0.00 @ @ =H[O)
E;r j; 0222 ; A 264 [ 1794 %ﬁ.__ﬁ'ﬁ
(8, 7): -126.4
(8, 9): -179.4 ® @]« w24|(®) ®
Eg é?> _iggg A F 0= = B A
(9, 8): -169.1
(9, 11): 359.3
(10, 8): 354.6
(10, 11): -354.6 . e
(11, 9): 347.9 P i
(11, 10): -347.9 ® @
Racunaju se reakcije u pridrzanjima.
R11
—
<«<— <—
T10,8 T‘IO,B
354.6 + 532.5 347.9 + 359.3
R11 = T10,8 + T11,9 = 2 + 2 = 79715 (—))
T8,1O T9,11
e e
| | R21
£ — —
<— <—
T8,4 T9,5

—226.7—-744 —624-190.2 354.6+532.5 3479+ 359.3

Ry1 =Tgs + Tos + Tg10+ Top1 = > + > > >
R21 = _1074‘ ((_)

Tys Tso

—_— —

| | RRM
AN | | & R
-« -«
Tas Tso

87-%173_+289-+145 2267 — 744 —62.4—190.2
3 3 2 B 2

Ry =Ty +Tsy + Tyg + Tsg =

Ry, = 299.98 (-)
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Cross 3
U sljede¢em koraku otpustamo sljedecu reakciju.

3 —

\ w10,8 \ L|J11,9
\ \
\\ \\
A1 "
/ /
/ /
/lp48 [ Wsg

i ! A

77RTT 77777

300

“=Fr

—150
M48 = M84 = M59 = M95 = _6'EI'T= 1800

150
M8,10 = M10,8 = _6 * EI ) H = _900

1 150
Mg11 = My19 = —6 'EEI BT = —450

U Sage uvrstavamo:
# razdjelni koeficijenti:

distr_f = { (4, 3): 9/21, (4, 1): 1/7, (4, 5): 3/28, (4, 8): 3/7, (5, 4): 6/55, (5, 2): 16/55, (5, 6):
9/55, (5, 9): 24/55, (8, 7): 1/5, (8, 4): 2/5, (8, 9): 1/5, (8, 10): 1/5, (9, 8): 2/7, (9, 5): 4/7, (9,
11): 1/7, (10, 8): 2/3, (10, 11): 1/3, (11, 10): 3/4, (11,9): 1/4 }

# prijenosni koeficijent:

co_f={(4,3):0, (4, 1): 1/2, (4,5): 1/2, (4, 8): 1/12, (5, 4): 1/2, (5, 2): 1/2, (5, 6): O, (5, 9): 1/2,
(8, 7): 0, (8, 4): 1/2, (8, 9): 1/2, (8, 10): 1/2, (9, 8): 1/2, (9, 5): 1/2, (9, 11): 1/2, (10, 8):1/2,
(10, 11): 1/2, (11, 10): 1/2, (11,9): 1/2}

# momenti upetosti:

mom_fe = { (4, 8): 1800, (8, 4): 1800, (5, 9): 1800 , (9, 5): 1800 , (8, 10): -900 , (10, 8): -
900, (9, 11): -450 , (11, 9): -450 }
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Iteracijom u 25 koraka [5, 4, 9, 10, 8, 11, 5, 4, 10, 9, 11, 5, 10, 8, 9, 4, 5, 11, 10, 8, 9, 4, 11,

10, 8] dobivamo sljedece momente:

(1, 4): -113.2 Cross 3
(2, 5): =207.1 @ @
(3, 4): 0.00 =
(4, 1): -226.3 Z192 | 4192 4264|7567
(4, 3): -678.9
(4, 5): =247.5
(4, 8): 1152.7 76322 5473
(5, 2): —-414.3 @ H— '-©
(5, 4): -240.3 A 738'__' 2834 -_35'1

—_— 1184 6 . 9073
(5, 6): =-232.9
(5, 9): 887.5
(6, 5): 0.00
e O O = ONING
(8: 7) —138:0 A -878.9 3363 -247.5 -240.3 _='—414.3 -232.9 A
(8, 9): -283.4
(8, 10): -763.2
(9, 5): 907.3
(9, 8): =-360.0
(9, 11): =-547.3
(10, 8): -419.2 raa o071
(10, 11): 419.2 i e
(11, 9): -426.4 @ @
(11, 10): 426.4
Racunaju se reakcije u pridrzanjima.

R R12
=
<«
T10,8 T10,8
—419.2 —763.2 —426.4—547.3

R12 = T10,8 + T11,9 = 2 2 = _107805 ((_)
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Zavrsni rad

T8,10 T9,'I1
— —
| | § Re
A | R
D D
T84 T9,5

7

1184.6 + 1152.7 907.3+887.5 —419.2—-763.2 —426.4— 547.3

Ryy = Tgy + Tos + T8,10 + T9,11 = 2 + 2 2 2
R,, = 3144.1 (>)
T4,8 T5,9
— —
| | Rao
JAN | | A_E —
€< S
Ty Ts2

—113.2-226.3 —414.3-207.1 1184.6+ 1152.7 907.3+887.5

Ryp = Tyq + Ty + Tyg + Tsg = +
32 41 52 48 59 3 3 2 2
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Cross 4

U sljede¢em koraku otpustamo sljedecu reakciju.

A —
\ LIJSA \ lf"'95
\ \\
\ \u
AN / / AN
/ /
/ /
| [
/ /
IL|J1,4 [W25
300
YR
2 —100
M14 :M4_1 = _6§EIT: 4'00
My = Mo, = —6-251- 2299 _ 800
25 — 52 — 3 El -
My = Moy = —6- 25122 = _1800
48 — 84 — EI -
15

0
Msg = Mgs = —6 - 2E] - —— = —1800
59 95 El

U Sage uvrStavamo:

# razdjelni koeficijenti:

distr_f = { (4, 3): 9/21, (4, 1): 1/7, (4, 5): 3/28, (4, 8): 3/7, (5, 4): 6/55, (5, 2): 16/55, (5, 6):
9/55, (5, 9): 24/55, (8, 7): 1/5, (8, 4): 2/5, (8, 9): 1/5, (8, 10): 1/5, (9, 8): 2/7, (9, 5): 417, (9,
11): 1/7, (10, 8): 2/3, (10, 11): 1/3, (11, 10): 1/2, (11,9): 1/2}

# prijenosni koeficijent:

co f={(4,3):0, (4, 1):1/2, (4,5): 1/2, (4, 8): 1/12, (5, 4): 1/2, (5, 2): 1/2, (5, 6): 0, (5, 9): 1/2,
(8, 7): 0, (8, 4):1/2, (8, 9): 1/2, (8, 10): 1/2, (9, 8): 1/2, (9, 5): 1/2, (9, 11): 1/2, (10, 8):1/2,
(10, 11): 1/2, (11, 10): 1/2, (11,9): 1/2}

# momenti upetosti:

mom_fe = { (1, 4): 400 , (4, 1): 400, (2, 5): 800, (5, 2): 800, (4, 8): -1800, (8, 4): -1800, (5,
9): -1800, (9, 5): -1800}
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Iteracijom u 26 koraka [9, 8, 4, 5, 9, 8, 10, 11, 5, 8, 10, 9, §, 4, 11, 5, 10, 9, 8§, 11, 5, 4, 10,

9, 8, 5] dobivamo sljede¢e momente:

(1, 4): 478.3 Cross 4
(2, 5): 871.8 @ @
(3, 4): 0.00 = = =
(4, 1): 556.8 695 88.2
(4, 3): 470.5
(4, 5): 144.5
(4, 8): -1171.8 @ _,2‘&9 2@,_@
(5, 2): 943.6 &
(5, 4): 112.6 = 2I51 |7pig9 4989 5850 17570
(5, 6): 80.8
(5, 9): -1137.0
(6, 5): 0.00 11718 4137.0
(o 200 @A @ w95 &@)
(8, 4): -1014.9 = 4705 %1445 112.6 %80.8 L=
(8, 7): 275.1
(8, 9): 498.9
(8, 10): 240.9
(9, 5): =797.0
(9/ 8): 585.0
(9, 11): 212.0 4783 8718
(10, 8): 69.5 o b
(10, 11): -69.5 @ @
(11, 9): 88.2
(11, 10): -88.2
Racunaju se reakcije u pridrzanjima.
Ris
I
< €<
T10,8 T10,8
69.5 + 2409 88.2+ 212
Ri3 =Tiog + T119 = > + 5 = 3053 (=)
T8,10 T9,11
—_— e
| | pRe
A | | X
S L
T8,4 T9,5

Ryz =Tgy + Tos + Tg10+ Top1 =

—10149-1171.8

—-797 — 1137 69.5 + 240.9 + 88.2 + 212

2

2

2

2
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T4,8 T5,9
|E C R
33
A =z
€« €«
T41 T5,2

4783 +556.8 943.6+871.8 —10149—1171.8 —797 — 1137
3 + 3 B 2 B 2

R33 =Tuy +Tsy +Tag + Tso =

Rss = 3011.52 ()

Sustav jednadzbi:

Rio + R11B1 + R12B2 + Ri3f3 =0
R0 + R21P1 + Ry2f2 + Rz = 0
R30 + R31B1 + R32B; + R33f3 = 0

797.15B; — 1078.058, + 305.38; = 90.4
—1074B, + 3144.18, — 1799.158; = 40.15
299.988, — 2386.358, + 3011.52f; = 48.65

p1 = 0,3595530731

B, = 0,227495413

Bs; = 0,1606008247
Dobiveni krajnji momenti:

M,, = 13.89 Mg, = 6.18
M,s = 112.82 Mg, = —27.56
M3, =0 Mgy = —38.95
My, = 19.46 Mg 10 = 60.33
M,; = —78.39 Mys = 50.41
M,s = 4.55 Mg = —76.74
M,g = 54.38 Mg, = 26.33
Ms, = 97.29 Myog = 43.29
Msq = =515 Mig11 = —43.29
Mse = —17.45 My, = 30.05
Msq = —28.35 M1 10 = 19.95
Mgs =0

Mg =0

a7
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43.29 30.05
?3?/4
A //
- ‘{ H""
4329 [F] ary
L+
L g )
S E T
& r /-" AT
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A
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e
=
=
=
=
el
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13.69 112 82

Slika 4.4 Momentni dijagram

48



Zavrsni rad

RjeSavanje zadatka pomoc¢u Werner-Csonka metode

Kao $to je reCeno, tijek rieSavanja zadatka Werner-Csonka metodom jednak je tijeku
rjeSavanja Crossovim postupkom do uravnoteZenja momenata upetosti poCetnog sistema
odnosno do Cross 1. Poluokvir je opterec¢en reakcijama prvog Crossa samo suprotnog
smjera.

Vi Vil Ri(=90.4
\Y
vV A Roq=40.15
Il Rj=48 65
[ & >
|
7777
Koeficijenti krutosti poluokvira:
2 4
KI,II = K14 + KZS = §E1 + §EI = ZEI
KII,IV == K48 + K59 = ZEI + ZEI == 4EI
1 3
KIV,VI == K8,10 + K9,11 = EI + EEI = EEI
Kipir = 4Kys + K34 + Ksg = 5EI
16
KIV,V = 4K89 + K78 = ?El
KVI,VII = 4K10,11 = 2EI
Razdjelni koeficijenti:
L — 2
Kipp = 2EI M =37
" 5
K11,111 = 15E1 Ui = o
" 4
Kp v = 4EI Hiiv = 27

49



Zavrsni rad

Kiyi = 4El
KI},V = 16E1

N 3
KIV,VI = EEI
43
z KIV 27 EI

N 3
KVI,IV = EEI

KI;I,VII = 6E1

ZK —15EI
vi=T

Momenti u stupovima:

MIV,VI = MVI,VI =

MIV,VI = MVI,VI =

8
Mo = 33
32
Uy = pry
3
Uivyr = 3
1
Uyriv = T
4
Uyrvir = 5
R10
—>
TVI,IV
90.4-2 — 904
2 - .
TIV,VI
—_—>
| R20
|
<«
TIV,II
130.55:2
— =130.55
TII,IV
_—
| R30
| >
S
TII |
179.2-3
> = 268.8
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U Sage se uvrste sljedeci parametri:

# razdjelni koeficijenti:

distr_f ={ (2, 1): 2/21, (2, 3): 5/7, (2, 4): 4121, (4, 2): 8/43, (4, 5): 32/43, (4, 6): 3/43, (6, 4):
1/5, (6, 7): 4/5}

# prijenosni koeficijent:

co f={(2,1):-1,(2,3):0,(2,4):-1, (4, 2):-1, (4,5):0,(4,66):-1,(6,4):-1,(6,7):0}

# momenti upetosti:

mom_fe ={ (2, 1): 268.8, (1, 2): 268.8 , (2, 4): 130.55, (4, 2): 130.55, (4, 6): 90.4, (6, 4):
90.4}

Iteracijom u 9 koraka [2, 4, 6, 2, 4, 2, 6, 4, 2] dobivamo sljede¢e momente:
(1, 2): 312.7

(2, 1): 224.9
(2, 3): -329.4
(2, 4): 104.4
(3, 2): 0.00
(4, 2): 156.7
(4, 5): -246.6
(4, 6): 90.0
(5, 4): 0.00
(6, 4): 90.8
(6, 7): -90.7
(7, 6): 0.00

Momente vraéamo na pocetni sustav:
M = Myy + Mys

Z%El
My, = 3127 - — — =104.23
2§E1 + 2§E1
M,s = 208.47
M = My + Ms,
M4_1 = 74‘96
Me, = 149.93
M1y = Myug + Msg
M,y = 104.4 2Bl o)
T 4B+ 4-2E1 T
Mgy = 52.2
My 11 = Mgy + Mgs
M84- = 7835
My = 78.35
My = Mg 10+ Mg 14
6E1
Mg 10 =90 ————— = 60
6EI + 6§E1

M95 =30
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My 1y = Mygg + My19

6E]
My = 90.6 - ———— = 60.53
6El + 65 El

2
M11,9 = 3027

M11,111 = Mys + Mgy + Myz + Mse
1

67EI
Mys = —3293 - — - — —49.34
67EI + 62E1 + 3-2E1 + 3EI
Mg, = —49.34
M43 = _98-68
M., = —49.34
Myyy = Mgy + Mgg + Mg
6EI
Mgy = —246.7 - — = —92.68
6El + 6EI + 3§E1
M98 - _92-68
Mgy, = —61.67
MVI,VII = M10,11 + M11,10
M10,11 = _4‘5.4‘
M10,11 = _454

IzraCunate momente uvrstimo u Sage da moZemo uravnoteziti Cross 2:

# razdjelni koeficijenti:

distr_f = { (4, 3): 9/21, (4, 1): 1/7, (4, 5): 3/28, (4, 8): 3/7, (5, 4): 6/55, (5, 2): 16/55, (5, 6):
9/55, (5, 9): 24/55, (8, 7): 1/5, (8, 4): 2/5, (8, 9): 1/5, (8, 10): 1/5, (9, 8): 2/7, (9, 5): 4/7, (9,
11): 1/7, (10, 8): 2/3, (10, 11): 1/3, (11, 10): 1/2, (11,9): 1/2 }

# prijenosni koeficijent:

co f={(4,3):0, (4, 1):1/2, (4,5): 1/2, (4, 8): 1/12, (5, 4): 1/2, (5, 2): 1/2, (5, 6): 0, (5, 9): 1/2,
(8, 7): 0, (8, 4): 1/2, (8, 9): 1/2, (8, 10): 1/2, (9, 8): 1/2, (9, 5): 1/2, (9, 11): 1/2, (10, 8):1/2,
(10, 11): 1/2, (11, 10): 1/2, (11,9): 1/2 }

# momenti upetosti:

mom_fe = { (1, 4): 104.23 , (2, 5): 208.47 , (4, 1): 74.97 , (5, 2): 149.93 , (4, 8): 52.2 , (5, 9):
52.2,(8,4):78.35, (9, 5): 78.35, (8, 10): 60, (9, 11): 30, (10, 8): 60.53, (11, 9): 30.26 , (4,
5): -49.34 , (5, 4): -49.34 , (4, 3): -98.68 , (5, 6): -49.34 , (8, 9):-92.51 , (9, 8): -92.51 ,
(8, 7): -61.67 , (10, 11): -45.4 , (11, 10): -45.4}

Iteracijom u 14 koraka [5, 4, 10, 11, 8, 10, 4, 8, 9, 11, 5, 4, 10, 9] dobivamo sljedece
momente:
(1, 4): 105.8

(2, 5): 193.2
(3, 4): 0.00
(4, 1): 78.3
(4, 3): -88.9
(4, 5): =52.7
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63.3
119.2
-59.5
-66.5
6.8
0.00
0.00
90.7
-58.0
-88.4
) 55.7
57.1
-89.8

, 11): 32.7
10, 8): 46.3
10, 11): -46.3
11, 9): 35.2
11, 10): -35.2

~ ~

O U1 O J > 00 01O oy BN O
vovvvvvvvvvv

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

O O O 0O 0 0 O J oy U1 U1 U1 U

N~~~ o~~~ o~~~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ —~

Racunaju se reakcije u pridrzanjima.

RN Ry
| | X
<« <«
Tios Tios
Riqy =Tyog + T11,9 = 84.95(>)
Tg 10 Tg 14
—> —>
| | § Ry >
A | |
<« <«
Tg4 Tgs
Ry =Tgy + Tos + Tg 10 + To 11 = 38.65(—)
Tse Tso
— —
| | oo
A =
€ AL
T4,1 T5,2

R31 == T41 + T52 + T48 + T59 == 4803(_))
a = 1.040354894
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Dobiveni krajnji momenti:

M14_ = 15-88 M84 = 34.26
M25 = 115.82 M87 = —39.74
Mz, =0 Mgy = —58.14
M4_1 = 17.33 M8,10 — 63.62
Mz = =71.76 Mos = 73.90
M4_5 = _416 M98 — _9666
M4-8 = 5860 M9,11 — 2276
M5, = 91.61 Myog = 45.15
Ms, = —60.53 Myoqs = —45.15
Msq = —26.78 Myyo = 22.02
M59 - _429 Mll,lO = 1995
Mes =
Myg =
4515 2202
a9q.6
4515 [ | ;/"/?
/é‘,“ﬁ_“ F"_,_-*’7f
= |t
6362, ZTIH 34.26 A’ff 739
A 71 yg ;W i g
- S/
:,./ 605
08 | ==/
i=d
429 91.61
200 a1 o6 78 [ 22X
7/
-
777
1587

115.82

Slika 4.5 Momentni dijagram
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54.38

4320 30.05
TR
REREZ G
4320 [
i ’
S 4
60.33 A HHHH 6,18 MR 50.41
A il LS
78 X ::§
R L 515
44’,(6 -
L
L

y % . |
=
E
i
;

1389 112,82

45.15 22.02
98
ar mﬂ

605

T

A un

&
o
ya—

\
N

26 78{;

77
1587 11582

Slika 4.6 Usporedba dijagrama Crossove i Werner-Csonka
metode

Momentni dijagrami poklapaju se uz odstupanja. Zbog slozenosti zadatka, koliCine
podataka, krivog zaokruzivanja i pogreSnog unosa podataka nastale su male greske koje
su prihvatljive jer su momentni u odredenim to¢kama istog predznaka.
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5. Zakljuéak

Kroz primjere rjeSavanja metoda rijeSen je jednostavniji primjer. Mozemo zakljuciti da je
Crossova metoda pri jednostavnijim zadacima direktnija i brza. Werner-Csonka postupak
koristi sli¢nu iteraciju kao i Crossova ali zahtijeva viSe rada zbog potrebnog racunanja
dodatnih koeficijenta krutosti i razdjelnih koeficijenta. Kod Werner-Csonka metode takoder
smo dva puta racunali iteracijski postupak (Cross 1 i Cross 2) i jo§ smo dodatno morali
racunati postupak uravnoteZenja na poluokviru. Kod Crossove metode bilo je potrebno
samo dva postupka uravnoteZenja momenta.

@ | e

LN

El i
2E 2EI
0
Ts ©
[0
@ @)

Slika 5.1 Prvi zadatak

RjeSavanje sljedeceg zadatka koji je zadan tako da bi mogao ukazati na prednost Werner-
Csonka metode ukazuje da je Crossova metoda direktnija i jednostavnija jer se do rieSenja

F
© o o | ®@ ®
AE 2E] AET 3EI AN
El @ 2E| El 3El ~

N
*x

Slika 5.2 Drugi zadatak

dolazi viSestrukim ponavljanjem slicnog postupka, ali je zbog ponavljanja zamornija za
rieSavanje.

Takoder se moZze vidjeti da je za uravnotezenje ¢vorova Crossovom metodom potrebno oko
20 koraka da se dode do rjeSenja Sto ru¢nim raCunanjem moZze potrajati. Kod vecih sistema,
uravnoteZenje momenata racunanjem bez racunalnog programa moze znatno potrajati i
postoji moguénost greSaka zbog koli¢ine informacija o kojima treba voditi rauna. Stoga se
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preporucuje koristenje raCunalnih programa kako bi se ubrzalo raCunanje te smanjila
mogucénost pogreSaka.

Kada se jednom izraCunaju razdjelni koeficijenti cvorova, koristi ih se pri svakom sljedecem
uravnotezenju dok je pri Werner-Csonka metodi potrebno raCunati koeficijente krutosti i
razdjelne koeficijente pocetnog sustava i poluokvira.

Koristenjem Werner-Csonka metode smanjuje se broj koraka iteracije. Preklapanjem
poluokvira razdjelni koeficijent grede znatno je veci od stupa. Zbog toga se moment pri
uravnotezZenju sistema brzo gubi jer ve¢ina momenta otpada na gredu, a preostali moment
se dijeli na stupove. Na ovom se primjeru moze vidjeti da se pri uravnotezeniju, broj koraka
iteracije smanjuje na jedan korak. Da bismo uravnotezili poluokvir moramo izracunati
razdjelne koeficijente ¢vorova poluokvira. Uravnotezeni poluokvir zatim moramo vratiti na
pocetni sustav te ga ponovno uravnoteziti. Ovo uravnotezZenje dobiveno je u Sest koraka
dok je koristenjem Crossove metode bilo potrebno deset i Sesnaest koraka. Ako
zanemarimo vrileme potrebno za raCunanje novih razdjelnih koeficijenata i vracanja
momenata, potrebno vrijeme za uravnotezenje sistema bez raCunala se smanjilo.

Pri Werner-Csonka metodi potrebno je voditi rauna o predznaku dobivenih reakcija. Ako
razlike vrijednosti neuravnotezenih horizontalnih sila nemaju iste predznake, potrebno je
ponoviti izracun.

Takoder, primjenom Werner-Csonka postupka nije moguce rijesiti sve zadatke. Sustavi koji
imaju stupove razli€itih lezaja ili razli¢itih visina ne mogu se rijesiti tom metodom. Takve je
sustave potrebno rieSavati Crossovom metodom.

Ako rijeSimo zadatak jednom metodom mozemo ga brzo provjeriti drugom metodom jer su
razdjelni koeficijenti po€etnog sistema, momenti upetosti od vanjskih opterecenja i prvi
postupak uravnotezenja jednaki. Drugim rijeCima, prvi dio zadatka je jednak te je samo
potrebno izraCunati drugi dio zadatka koji se brZe izraCuna kada ve¢ imamo izraCunate
razdjelne koeficijente i koeficijente krutosti sistema.

RjeSavanjem vecCeg zadatka moze se primijetiti prednost Crossove metode. Zbog pogreske
u predznaku momenta ili neke sile potrebno je u ostatku zadatka promijeniti rezultate vezane
uz taj moment ili sile. Kod Crossove metode treba se promijeniti samo postupak iteracije
odnosno taj Cross ovisno radi li se o Crossu 1, Crossu 2 itd. Dobivaju se drugaciji momenti

q
P 7 e .
2El
2E| £ N
q
@ )R
4 2E 4El
S E +H o
® @ | =loe @
PANRETY 2EI AN
2El
0 4E ”
®m W'?’@
1.5 4 2

Slika 5.3 Tredéi zadatak
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te samim time drugacija reakcija koja utjeCe samo na krajnje momente sustava, a ne na
ostale korake zadatka. Kod Werner-Csonka metode potrebno je proracunati cijeli zadatak
jer je sila koja se unosi u poluokvir promijenjena pa je promijenjena i sljedeca reakcija tog
sistema itd. Koristenjem Werner-Csonka postupka, dijelovi zadatka su medusobno
povezani, dok su u Crossovom postupku dijelovi zadatka odvojeni i neovisni.

RjeSavanjem veceg zadatka Crossovom metodom se primjeti ponavljanje sli¢nih postupaka
Sto ima prednosti i mane kao $to je prije spomenuto. Ako bi imali joS jednu ili dvije reakcije
produljilo bi se vrijeme raCunanja zadatka na ve¢ dugotrajno vrijeme rjeSavanja ovog
zadatka.

Werner-Csonka metoda ubrzava rjeSavanje zadatka jer se ubrzo dolazi do rjeSenja. Pri
racunanju postoji rizik pogresko Sto u slu¢aju Werner-Csonka metode znaci da je potrebno
ispravljati cijeli zadatak. Postoji mogucnost da razlika reakcija bude razli€itih predznaka sto
znacCi da moramo ponoviti postupak. U tom slu€aju Werner-Csonka metoda mozZe znatno
potrajati odnosno njome se teze dolazi do rieSenja. Postoji moguc¢nost da je u nekom od
koraka pogreSka koja nam daje razliCite predznake razlike reakcija te nas ona tjera na
ponavljanje postupka dok s to¢nim rjeSenjem to ne bi bilo potrebno

58



Zavrsni rad

Zavrsna rijec:
Ovim radom zaklju€eno je da je pri manjim zadacima Crossova metoda brza i jednostavnija

od Werner-Csonkine metode jer radimo jednak broj koraka iteracije samo $to u Werner-
Csonka metodi moramo odraditi dodatne korake.

Ako rjeSavamo kompliciraniji zadatak brZza metoda je Werner-Csonka uz rizik pogreske i
rizik ponavljanja postupka. Crossova metoda je dugotrajnija i zamornija, ali rjeSavanje
pomocu racunala dovodi do rutine te samim time do moguénosti rieSenja bez greske. Ako
se greska primijetiti jednostavnije se moze popraviti Crossovom metodom.

Crossovu metodu mozemo koristiti za sve sisteme, dok je Werner-Csonka metodu potrebno
provjeriti je su li stupovi jednaki i je su li lezajni uvjeti jer u suprotnome zadatak nije rjeSiv
tom metodom.

Obje metode znatno skracuju racunanje vecih sustava u odnosu na ostale metode koje se
koriste za raCunanje staticki neodredenih sustava.
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