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Uvod

1.UVvOD

Vlaéne konstrukcije su svojom sposobno3¢u da premoste velike raspone uz
istovremenu eleganciju i konstruktivhu uc€inkovitost oduvijek intrigirale gradevinare i
arhitekte.

Jos u vrijeme antike, graditelji su prepoznali krivulje kao najbolja rjeSenja za svoje
konstrukcije, preferiraju¢i ih pred ravnim linijjama koje su se u mnogim situacijama
pokazale kao nedovoljno dobre. Tako su, na primjer, luk i svod bili dominantni oblici u
akveduktima, mostovima i crkvama Cije ostatke mozemo vidjeti i danas. Najznacajnija
karakteristika tih konstrukcija je smanjenje momenta savijanja i u idealnom slu€aju
njegovo is€ezavanje, odnosno, prenosenje opterecenja "Cistim tlakom".

Kao suprotnost ovakvom rjeSenju, nameéu se konstrukcije koje prenose "Cisti viak"-
vlacne konstrukcije. Njihova glavna prednost nad tlacnim konstrukcijama je Sto imaju
znatno manju vlastitu tezinu.

UnatoC tome $to su vlacne konstrukcije lijepe, zanimljive i ekonomicne, izgradeno ih je
razmjerno malo. Jedan od razloga je taj Sto svojom mogucnoS¢u brze i jednostavne
montaze te premjeStanja ostavljaju dojam privremenosti. No, to im, zapravo, ne mozemo
pripisati kao manu, jer se kao takve lakSe uklapaju u starije arhitektonske ambijente
nego, recimo, neki betonski objekt.

Drugi, bitniji, razlog je taj 5to je njihovo projektiranje bitno drugadije i sloZenije od onoga
uobicajnih konstrukcija. Naime, pri njihovom je proraCunu nuzno uvaziti geometrijsku (a
Cesto i materijalnu) nelinearnost. Kod ostalih konstrukcija oblik i okvirne dimenzije su
unaprijed poznati, a projektant proraunom provjerava nosivost unaprijed odabranih
elemenata. Uloga arhitekta u projektiranju ovakvih konstrukcija je “samo” oblikovanje
cjelokupne konstrukcije. No, projektiranje vlaénih konstrukcija zahtijeva blisku suradnju
gradevinara i arhitekata zbog povezanosti oblika konstrukcije i samog opterecenja.

U ovom radu proucene su vlacne konstrukcije od uzadi te metoda gustoca sila koja je
bila razvijena za potrebe proracuna Olimpijskog kompleksa u Minchenu. Takoder, u radu
je dano proSirenje navedene metode, te je prikazana njezina primjena u rjeSavanju
problema koji se javljaju kod osnovne, neproSirene metode.

U literaturi se katkad navodi da se membrane mogu pojednostaviti i promatrati kao
mreze uzadi. Time se postupak skracuje i pojednostavljuje zbog ¢ega i ima dugu tradiciju
u praksi. No, ovakav nacin aproksimacije ima odredene nedostatke, te nema dovoljnu
toCnost. Na primjerima su prikazane dvije takve mreZe te njihova usporedba s
minimalnom plohom.
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2.RAZVOJ VLACNIH KONSTRUKCIJA OD UZADI

Priroda je graditeljima oduvijek bila na raspolaganju kao nepresusni izvor primjera
kako premostiti neki raspon: paukova mreza kao primjer mreze uzadi, svodene Spilje
kao svodovi....

Veéina najvecCih gradevina izgradenih u proSlosti temeljila se na prenosenju
optere¢enja tlakom ili kasnije tlakom i savijanjem. Stabilnost ovakvih gradevina
temeljila se na njihovoj znatnoj vlastitoj tezini i krutosti. Najpoznatije takve gradevine
Su egipatske piramide, stupovi grckih hramova, lukovi i kupole gotickih katedrala i sl.
lako su ove gradevine svojom monumentalnos¢u demonstrirale snagu svojih vlasnika,
one su zahtijevale ogromne koli€ine materijala, novaca i ljudskog rada te je za njihovu
izgradnju bilo potrebno mnogo vremena. Nedostatak ovih konstrukcija je to Sto su
zdepaste. No, primjenom metala (Celika) i (ponekad) drva tlatne su konstrukcije
postale vitke, ali je njihova vitkost ipak ograni¢ena moguénosc¢u izvijanja.

Za razliku od tlacnih konstrukcija, vlacne konstrukcija nemaju znacajniju vlastitu
teZinu, te su fleksibilne. Moguénost prenoSenja opterecenja kod vlaénih elemenata
(uZadi i tkanine) ovisi o njihovoj duljini, popre€nom presjeku te o karakteristikama
materijala od kojih su izradeni. Uz to, poznato je da je iskoristivost materijala najveca
ako je podvrgnut vlaénom naprezanju.

U ovom radu razmatrane su vlacne konstrukcije od uzadi. PoCetak primjene uzadi
kao konstrukcijskih elemenata seZe daleko u proslost, kada su nomadska plemena
izradivala svoje Satore od uZadi u¢vrséene o srediSnji stup te sidrene u tlo, a kasnije
prekrivene zivotinjskom kozom. Njima su ovakve konstrukcije bile najidealnije zbog
njihove male teZine, pa su samim time bile najpogodnije za njihov nomadski nacin
zivota [1].

Prvi “viseéi mostovi” javili su se kada se ¢ovjek suo€io s problemom prelaska preko
neke prepreke. Ti su mostovi bili nacCinjeni od dva uzeta izmedu kojih bi bile
postavljene daske, te eventulano dva dodatha uzeta kao zastitna ograda. U Kini su se
gradili mostovi od uZadi nacinjene od bambusa, koji su zahvaljuju¢i redovitom
odrzavanju, trajali i nekoliko stoljeéa [2]. Takoder, prvi viseéi mostovi od lanaca
nacinjenih od kovanog Zeljeza podrijetlom su iz Kine. | danas su kabeli i uzad zasluzni
za premoscivanje najvecih raspona mostova. Zanimljiva je €injenica da se medu deset
najduljih mostova s jednim rasponom nije nasao niti jedan koji nije visec¢i [3]. Najvedi
od njih, Akashi Kaikyo, premoscuje raspon od ¢ak 1991 m. Ukupna duljina njegovih
kabela je oko 300,000 kilometara, 5to je dovoljno da se 7 puta omotaju oko Zemlje

().14]
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Slika 1 Most Akashi Kaikyo

Jedna od najznacajnijih osoba za razvoj vla¢nih konstrukcija namijenjenih
natkrivanju prostora je Frei Otto, utemeljitelj Instituta za lagane konstrukcije Sveucilista
u Stuttgartu, na Cijem je Celu bio sve do mirovine. Znacajan je zbog uvodenja
fizikalnog modela u proces odredivanja ravnoteznog stanja, odnosno u postupak
pronalazenja oblika. Njegova najpoznatija i najznacajnija djela su krov Njemackog
paviljona izloZenog 1967. u Montrealu na svjetskoj izloZbi Expo '67 te krov olimpijskog
stadiona u Minchenu iz 1972. [5]

lako mu je trebalo par godina da razvije sistem krova Njemackog paviljona, samo je
Sest tjedana bilo potrebno da konstrukcija bude postavljena. Konstrukcijski sustav
sastojao se od cCelicne mreze pri€vrdéene na osam vitkih Celicnih stupova razliitih
visina te tlocrtno nepravilno postavljenih. Uzad Celi€ne mreZe bila je usidrena u tlo, a
preko mreZe bilo je postavljeno transparentno platno. Na krovu, tj. mreZi, nalazilo se i
par “prozora” koji su dodatno pridonjeli prozraénosti same konstrukcije. Svojim je
jedinstvenim oblikom bila pozitivan odmak od uobicajnih pravokutnih konstrukcija.
Posto je bila jedinstveni projekt, bila je i prilicno skupa. No, odmah je uo&en njezin
ogroman potencijal, budu¢i da je krov tezio samo 150 tona, Sto je odprilike jedna
trecina ili jedna petina tezine koju bi imao da je bio pokriven uobi€ajnim materijalima
za prekrivanje [6]. Takoder, koncepcija Satora koja je ovdje primijenjena lako se
prilagodava bilo kakvom nepravilnom terenu, Sto je jako velika prednost.

SR e e Tl : . o
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Slika 2 Njemacki paviljon u Montrealu na svjetskoj ozlozbi Expo '67
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Ponukan uspjehom na izlozbi u Montrealu, Otto je u suradnji s Guntherom
Behnischem istu koncepciju primijenio pri prekrivanju Olimpijskog stadiona u
Munchenu. Konstrukcija se sastojala od mreze CeliCnie uzadi prekrivene akrilnim
staklom. Glavna zamisao bila je imitacija Alpi te kontrast s olimpijskim igrama koje su
1936. bile odrzane u Berlinu za vrijeme nacisti¢kog rezima.

Slika 3 Olimpijski stadion u Miinchenu iz 1972.

Raleight Arena (Sjeverna Karolina, 1952. g.) prvi je primjer podrZzavanja krovnog
sistema mreZzom kabela. Kabeli su usidreni u dva paraboli¢na luka koji se medusobno
krizaju. TeSki metalni pokrov koji lezi na kabelima ima oblik sedla. U Areni se danas
odrZavaju sajmovi, koncerti te sportska natjecanja.

Slika 4 Raleight Arena, Sjeverna Karolina, 1952.

Jedan od znacajnih primjera uporabe prednapete uzadi je i rashladni toranj
nuklearnog reaktora THTR-300 u Njemackoj. Ploha reaktora ima oblik katenoida,
plohe koja nastaje rotacijom lan€anice oko osi. UCinkovitost dotadasnjih tornjeva od
armiranobetonske ljuske u obliku hiperbolickog paraboloida dovedena je u pitanje
nakon otkazivanja nekoliko rashladnih tornjeva zbog djelovanja vjetra. Nedostaci
tornjeva od armiranobetonskih ljuski su i osjetljivost na diferencijalno slijeganje
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oslonaca te opasnost od pojave izvijanja zbog manjih neto€nosti u izvedbi. Tornjevi od
mreze uZadi prevladavaju sve ove nedostatke [7]. Nuklearna elektrana je 1991. godine
zbog politickih i sigurnosnih razloga zatvorena, a kasnije i sruSena.

Slika 5. Rashladni toranj nuklearnog reaktora THTR-300, Njemacka
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3. OBILJEZJA KONSTRUKCIJA OD UZADI

3.1.

3.2.

SVOJSTVA UZADI

Uze je element kojem je jedna dimenzija (duljina) puno vecéa od ostale dvije.

Odlikuje se svojstvima male fleksijske i popre¢ne krutosti, pa ne moze preuzeti
momente savijanja niti poprecne sile; dakle, prenosi samo centri¢nu viaénu silu.

Prednost uzeta je $to do njegovog sloma moze doc¢i samo kad vlacna naprezanja
u najslabijem poprec¢nom presjeku prekorace vrijednost &vrstoce uzeta na vlak.
Posljedica toga je da uZze mozemo stanjiti do razine vlaéne &vrstoce i time dobiti
lakSu konstrukciju.

VRSTE KABELA | NJIHOVA SVOJSTVA

Osnovni element svakog uZeta je CeliCna Zica vecCe vlatne ¢vrstoce nego kod
uobi€ajnog Celika, najCesce okruglog presjeka promjera 3-7mm.

jezgra

Slika 6. Osnovni dijelovi kabela

Na trziStu postoji mnogo razli€itih vrsta kabela, ali ih moZemo svrstati u dvije
skupine [8]: spiralni snopovi i kabeli unutar krutog omotaca.

e Spiralni snopovi
Oko jezgre od ravne CeliCne zice namotan je jedan sloj od 3Sest Zica istoga
promjera, a svaki sljededi sloj ima Sest Zica viSe nego prethodni.
Zbog uvijanja slojeva, kabel je sam po sebi kompaktan, pa nisu potrebna
dodatna zamatanja snopova.

Vrstu snopa odreduje nacin navijanja Zica oko jezgre.
Glavne vrste su :

e snop s jednim slojem Zica omotanih oko jezgre,
e snop s dva sloja Zica omotanih oko jezgre,
e snop s dva sloja Zica istog promjera i popunjuju¢im slojem (Filler),
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e snop s dva sloja Zica s razli€itim polumjerima u zadnjem vanjskom
sloju (Warrington),

e snop s viSe slojeva (kombinirani),

e ZiCana uzad s Celicnom jezgrom.

Modul elasticnosti ovakvih snopova kreCe se obic¢no oko vrijednosti E=145-
170 GPa [8], ovisno o veli€ini kabla. Ova vrijednost modula elasti¢nosti je ¢ak 15-
20% manja od modula elasti¢nosti jedne Zice.

Ovakvi snopovi upotrebljavaju se tamo gdje je potreban vrlo fleksibilan kabel.
Moguce primjene su kao rubni kabeli membrane, ograde balkona, pjeSackih
staza i mostova te kao privremeni kabeli u tijeku izgradnje.

e Kabeli unutar krutog omotaca

Ovi se kabeli sastoje se od dviju vrsta Zica. U jezgri se nalaze Zice kruznog
poprecnog presjeka namotane u nekoliko slojeva, a vanjski sloj Cine Zice
posebnog Z-oblika. Zice su Z-oblika kako bi se medusobno dobro povezale i
kako bi kabel postao kompaktan pri njihovom namatanju, a povrSina ravna i bez
ikakvih otvora koji bi omogudili eventualni prodor neZeljenih tvari u sam kabel.

Ovu vrstu kabela takoder odlikuju visok modul elasti¢nosti ( E=160-180 Gpa,
[9]) te visoka otpornost na povrsinski tlak.

Slika 7. Vrste kabela: lijevo-spiralni snop, sredina-kabel unutar krutog
omotaca, desno-zi¢ana uzad

3.3. NACINI POVEZIVANJA KABELA

e Veza kabel-kabel (stezaljke)

Ovu vrstu veze primjenjujemo kod medusobnog krizanja dvaju kabela. Ona
onemogucava relativne vertikalne i horizontalne pomake kabela koje spaja, ali
dopusta relativni zaokret, pa je moZemo usporediti s zglobnom vezom, [10].

Mreze se Cesto projektiraju tako da se upotrebljavaju dva tanja kabela umjesto
jednoga debljeg, kako bi se dobila mreZza Sto manjih dimenzija te kako bi se
postiglo 5to jednostavnije montiranje stezaljki.
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Stezaljke moZemo opcenito podijeliti na dvije vrste:

0 one koje se montiraju na mjestu izvodenja,
o prefabricirane koje se na kabel pri€vrséuju u tvornici.

Tip stezaljki odabiremo ovisno o tipu mreze.

Tako ¢emo za mreze u kojima su duljine kabela medu ¢&vorovima unaprijed
definirane i fiksne odabrati prefabricirane stezalijke koje su jednostavne za
montazu.

Mana ovakvih stezaljki je u tome $to ¢e male greSke nastale prilikom
proizvodnije ili montaZze ovakvih veza, prouzroc€iti probleme kod prednapinjanja
kabela. Te se greSke ne mogu ispravljati na samom mjestu izvedbe konstrukcije.

Jedna od mogucnosti je upotreba zatega (Spanera) koji nam omogucuju
podeSavanje duljine kabela. No, ova varijanta je dosta skuplja, pa su bolja opcija
stezaljke koje se montiraju na licu mjesta.

Slika 8. (gore lijevo) Stezaljke postavljene na kabele u tvornici,
(gore desno) Stezaljke koje se postavljaju na mjestu izvedbe,
(dolje lijevo) Dvostruka U stezaljka za spojeve s dva kabla,
(dolje desno) Detalj spoja s rubnim uzetom, (prema [10])
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e Veza kabel-konstrukcija

U ovu vrstu spadaju sve veze izmedu kabela i krutog nosivog sklopa (npr.
betonskog ili ¢elicnog) [10]. Veza se sastoji od dijela u kojem zavrSava kabel te
od samog spoja kabela i krutog okvira.

Celi¢ni dio u kojem zavr$ava kabel (Seliéna ¢aSica) nalazi se na samom kraju
kabela te drzi Zice. Vanjski izgled moze biti razli€it, ovisno o estetskim zahtjevima
pojedine mreze, no osnovne unutarnje dimenzije €asice ovise o promjeru kabela.
Nacelno je duljina ¢aSice 5,5 do 6 puta veée od promjera kabela, a promjer joj je
2 do 3 puta veéi.

Spojevi kabela i krutog okvira moraju biti takvi da osiguraju trazenu veli€inu
sile prednapinjanja u kabelu. Isto tako, mora se paziti na to da kabeli ne iskliznu
iz spoja. Naime, i malo isklizavanje mozZe dovesti do gubljenja prednapona, a
time i do labave konstrukcije. Kako se to ne bi dogodilo, mora postojati dovoljno
velika sila trenja koja ¢e sprijeciti isklizavanje. Uz navedeno, treba voditi brigu i o
tome da se sprijeCi prodiranje vlage u kabel na mjestu spoja.

Slika 9. Razli¢iti detalji ¢eli¢nih ¢aSica:
a-uklijeStena, b-vij¢ana, (iz [10])

Slika 10. Priklju¢ak na ¢eli€ni stup i betonski stup, (prema [10])




Obiljezja konstrukcija od uzadi

e Vezakabel-podloga (sidra)

Ove veze upotrebljavamo kada sile iz kabela treba prenijeti izravno u podlogu
[10]. Postoje razli¢iti nacini sidrenja kabela, a kona¢an odabir ovisi o vrsti podloge
(tla) u koje se sidri. Tako razlikujemo:

e Gravitacijska sidra koja svojom vlastitom teZinom uravnoteZuju vertikalnu
komponentu vlacne sile iz uzeta, dok horizontalnu komponentu preuzima
samo tlo. Ovu vrstu sidara upotrebljavamo kod tla slabe nosivosti, kao Sto
su na primjer pijesak ili Sljunak.

o Plocasta, gljivasta i sli€na sidra koja se koriste samom teZinom tla iznad
njih kako bi se oduprla vlaénim silama iz kabela. Ovakvu vrstu sidra
upotrebljavamo npr. u glini.

Slika 11. Vrste sidara: a-gravitacijsko ,b-plogasto, c-gljivasto,
d-potporni zid, e-piloti, f-sidro
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3.4. MREZE UZADI

Uzad mozemo na razli€ite naCina spajati u mreze [11].
Tako razlikujemo:

e Pravcéaste mreze

MreZze kod kojih svako uZe cijelom svojom duljinom lezi na pravcu (bez
lomova u ¢vorovima). Osi uzeta su izvodnice neke pravcaste plohe.

NalaZenje oblika kod ovog tipa mreZa nije potrebno, jer se oblik moze
neposredno odrediti iz poznatih geometrijskih rubnih uvjeta.

Svako uZe mreZe je samo za sebe u ravnoteZi (bez medudjelovanja s
ostalima, iako ih neka dodiruje).

Variranjem omjera prednaponskih sila u uzadi neéemo promijeniti oblik
mreze. Ove mreZe su ujedno i geodetske, jer svako uze lezi na najkracoj spojnici
svojih krajnjih tocaka.

Specifi€nost ovog tipa mreze je $to do gubitka prednapona moze doci samo
relaksacijom uzadi zbog puzanja i plastiCnih deformacija te zbog popustanja
leZajnih sidara, a ne djelovanjem popre¢nog optereéenja. Naime, zbog djelovanja
poprecnog optereCenja uze se moze samo produljiti i time joS viSe nategnuti.
Eventualni gubitak prednapona bio bi mogu¢ kada bi u smjeru osi uZeta djelovala
neka velika vanjska sila te tako smanijila prednapon na jednom dijelu uZeta, a
povecala ga na drugom.

Slika 12 Hipar (lijevo) i rotacijski hiperboloid (desno)
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e Regularne mreze

Regularna mreza uzadi je sustav dviju familija
uzadi koje se sijeku i tvore sedlastu plohu (sijeku se
samo u matematickom modelu, dok u stvarnosti
prelaze jedni preko drugih).

Jedna familija uZzadi je konkavna, a nazivamo je
nosivom uzadi. Druga je konveksna, a nazivamo je
prednaponskom uZadi. Zbog djelovanja vanjskog

vertikalnog opterecCenja sile u nosivoj uzadi Ce se
povecati, a sile u prednaponskoj smaniiti.

] ] ] . Slika 13. Hiperboli¢ki paraboloid
Na kontaktima uZadi nastaju dvije medusobno

uravnoteZene sile kojima kabeli djeluju jedan na drugi.

MozZemo razlikovati mreze s krutim rubovima i mreze s rubnim kabelima.

Slika 15. Mreza s rubnim kabelima

e Neregularne mreze

Neregularne mreze su mreze s viSe od dviju familija uzadi ili mreze
sloZenijeg rasporeda uzadi.

Specifitno za ovaj tip mreza je da isto uze moze mijenjati svoju zakrivljenost
tako da je na jednom dijelu konkavno, a na drugom konveksno.

Isto tako, uzad mozemo prekinuti u nekom &voru ili umetnuti krute elemente
unutar mreze.
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3.5. GEOMETRIJSKA NELINEARNOST

Geometrijski nelinearno ponaSanje jedna je od glavnih karakteristika vlacnih
konstrukcija. Cak i kada su naprezanja u granicama elastiénosti, pomaci su veliki
te ih se ne smije zanemariti.

Ovakvo ponaSanje nije odlika samo konstrukcija od uzadi i platna. Promotrit
¢emo primjer jednostavne konstrukcije kod koje takoder moze docéi do velikih
pomaka zbog djelovanja opterecenja (slikal6) [9].

Promatramo sustav dvaju linearno elasti¢nih Stapova koji su zglobno spojeni u
sredini i na krajevima.

2b :

7 /

-~
§
-~
o]
s
Slika 16.
Iz uvjeta ravnoteze svih sila u smjeru osi z dobit ¢emo
P = 2Ke,, sinf’
LO + eo 2 bZ 31
PP (C T (3.1)
Ly, +em
gdje su:
L9, - po&etna duljina Stapova,
ed - produljenje svakog Stapa,

K= f—A - elastiéna krutost

m

E - Youngov modul elasti¢nosti ,
A - povrsina poprecnog presjeka ,
e’ - kut koji Stapovi zatvaraju s osi x nakon deformacije.

13
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Daljnim raspisom izraza (3.1) dobit ¢emo

LO + 0 2_b2
VTS —F_ en oy
+em

L9 + e L9,
L9.(6 + h) ) (3.2)

0
JGinrto?

Lm
=2K|\1-———|(6+h)=2K|(6+h-
Ly +em

P = 2Ke,,

Vidimo da je odnos opterecenja P i pomaka § nelinearan.

Ako raspiSemo ¢lan u zagradi moc¢i c¢emo pokazati pod kojim uvjetima odnos
opterecenja i pomaka postaje linearan.

L9,(8 + h) _ B L9,(6 + h)
V(& + h)2 + b2 V62 + 26h + h2 + b2
19.(5 + ) 26h + 82\ (3.3)
VhZ ¥ b2 h2 + b2

6+h-—

=5+h—

Razvijajuci izraz u zagradama u red i uzimajuci u obzir da je (L%,)? = h?+b?,
dobivamo

1
~6+h—(6+h 28h + 62) ...
¥ (”( 205 +)>
h? (3.4)
@ )2

Ako ovaj izraz vratimo u (3.2) dobit ¢emo izraz
2

P =2K (3.5)

(Lo )2

koji opisuje linearan odnos optereéenja i pomaka, posto Je( ) konstanta.

Ovim smo primjerom pokazali da je za velike pomake odnos optereéenje-pomak
nelinearan, dok je za male pomake linearan (ti pomaci moraju biti toliko mali da
dozvoljavaju uzimanje u obzir samo prvih ¢lanova u razvoju u red).

RjeSavanje geometrijski nelinearnog problema provodi se primjenom razliitih
numeri¢kih metoda. Jedna od njih je metoda prijelazne matrice krutosti [9].

14
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3.5.1 METODA PRIJELAZNE MATRICE KRUTOSTI (TRANSIENT STIFFNES
METHOD)

Ova je metoda nastala proSirenjem metode koja se upotrebljava u teoriji malih
pomaka, gdje se pretpostavlja linearna ovisnost naprezanja i deformacija.

U “standardnoj” metodi pomaka vrijedi

K§ =P (3.6)

gdje su:
K - globalna matrica krutosti sustava ,
8 - vektor pomaka,
P - vektor vanjskog opterecenja .

Ta jednadZzba predstavlja sustav jednadZzbi ravnoteZe koje moraju biti
zadovoljene u svakom ¢voru sustava.

U nastavku dajemo primjenu ove metode na nelinearnim konstrukcijama.

Izraz (3.6) ne moZemo direktno primijeniti na konstrukcije s velikim pomacima,
tzv. geometrijski nelinearne konstrukcije.

Promotrimo primjer na slici 17. [9]

Slika 17.

Kad bismo progib zadane konstrukcije odredili pomoc¢u izraza (3.6), primjenom
pocetne matrice krutosti, dobili bismo da je

8§ =K1p. (3.7)
U ovom slu€aju uvjeti ravnoteze ocigledno ne bi bili ispunjeni. Naime, veliki

pomak & izmijenio je pocetnu konfiguraciju sustava, odnosno, onu konfiguraciju za
koju je postavljena poCetna matrica krutosti. Dakle, treba izracunati novu matricu
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krutosti za novu konfiguraciju sustava.

Ako s k oznacimo korak iteracije koji odgovara trenutnoj geometriji (konfiguraciji)
sustava, X, za koju je odredena matrica krutosti Ky, tada ¢e vektor pomaka biti

8i+1 = Ki'P, (3.8)
a nova je geometrija sustava odredena s
X1 = Xk + 841 - (3.9)

Ako su pomaci veliki, nova matrica krutosti Ky,; pomnoZena s vektorom pomaka
8y.1, dat ¢e unutradnje sile P, koja nisu u ravnotezi s P. Dakle, bit ¢e

Kk+18k+1 = i51«1+1 (3.10)
Razlika vanjskog opterec¢enja i unutradnijih sila je rezidual
Rk+1 =P — i51«1+1 (3.11)
Za korekciju reziduala zadajemo prirast pomaka
A8y1 = Kii1 Ryt (3.12)

Nakon toga odreduje se nova matrica krutosti i postupak se ponavlja sve dok se
rezidual dovoljno ne priblizi nuli, odnosno, dok se pribliZno ne dosegne stanje
ravnoteze.

Inadica ovog postupka upotrijebljena je za nalazenje oblika u €lanku [12], jednom
od prvih koji se bavio tim problemom.
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4. TRAZENJE OBLIKA KONSTRUKCIJA OD UZADI (FORM
FINDING)

Definiranje oblika jedno je od najbitnijih pitanja u postupku projektiranja vlacnih
konstrukcija. One u svom napregnutom stanju zauzimaju jedinstvene oblike koji se
ne mogu opisati jednostavnim matematic¢kim funkcijama. Taj se oblik ne moze
nametnuti kao npr. kod ostalih konvencionalnih, krutih konstrukcija od betona ili
Celika ve¢ ga moramo “pronaci” postupkom nalazenja oblika (form finding), npr [9,
11, 13].

Opcenito, trebalo bi se teZiti optimalnom obliku konstrukcije, tj. obliku koji bi
zadovoljio sve zahtjeve funkcionalnosti, stabilnosti i estetike uz minimalan troSak.

Nalazenje oblika moze se provesti na sljedece nacine:
e Fizikalni model

Zbog sloZzenih matematickih modela i kompleksnih prostornih oblika, metoda
pronalaska oblika fizikalnim modelima bila je prva metoda kojom se sluzilo kako bi
se odredio pocetni ravnotezni polozaj. Znacajnu ulogu u ovom polju imao je Frei
Otto koji je provodio razne eksperimente s razliCitim materijalima (sapunica,
tkanina, Zica...) [5].

Modeli od sapunice upotrebljavaju se kod modeliranja prednapetih membrana
(opna od sapunice poprima oblik minimalne povrsine); tkanina se primjenjuje za
modeliranje membrana, a Zica za modeliranje konstrukcija od uzZadi.

Prije racunala i raznih numerickih postupaka kojima se danas koristimo za
pronalazenje oblika, fizikalni su modeli bili jedini na€in odredivanja oblika.

Fizikalni modeli nam daju mnogo korisnih podataka o ponaSanju vlacne
konstrukcije. No, danas se smatra da nam ne daju dovoljno precizne rezultate, pa
se koristimo numeri¢kim metodama, a fizikalni modeli uglavhom sluze za
vizualizaciju konstrukcije.

Slika 18 Fizikalni model od rastezljive tkanine (lijevo) i rastezljive niti (desno)
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Slika 19. Fizikalni model od sapunice i
izvedena konstrukcija

e Numeri¢ki model

Racunalni model svih konstrukcija, pa i vlanih, danas je najvazniji. Veliki dio
izvedenih vlacnih konstrukcija ne bi se mogao izvesti bez primjene raCunala.
Naime, fizikalnim modelima ne mogu se lako dobiti varijacije rijeSenja nekog
projektnog zadatka, dok se u modelu na racunalu to moze lako postici.

4.1. RAVNOTEZA CVOROVA

Pretpostavljamo da su dijelovi kabela izmedu &vorova ravni te da su zglobno
povezani jedni s drugima ili s potpornom konstrukcijom.

Osnovu postupka nalazenja oblika konstrukcija od uzadi &ine jednadzbe
ravnoteze €vorova, pri éemu se uzima da je &vor neopterecen, tako da na njega
djeluju samo sile prednapinjanja u Stapovima (slika 20.).

Slika 20.
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Uvjete ravnoteZe i-tog Evora mozemo izraziti na sljedeci nacin:

Zbrojevi projekcija svih sila prednapona u Stapovim priklju¢enim u i-ti &vor na osi
koordinatnog sustava moraju biti u ravnotezi :

ni

(2 — %)

Sij =0
=1 \/(xj—xi)z + 0-)" +(5-2)°
n;
S, ()’i - }’j) —0
B o)+ 090 + ()’ (42
N S (zi — 7) —0

tj
=1 \/(xj—xi)z + 0-) + (5-2)°

gdje su:
n; - broj uzadi pric¢vrséenih na i-ti Cvor,
Sij - sila u Stapu koji povezuje ¢voroveiij,
li - duljina Stapa,
X, Vi, Zi - koordinate Cvora.

4.2. TVORBA SUSTAVA SIMULTANIH JEDNADZBI

Ako je n broj ¢vorova, a m broj Stapova, tada mozZzemo postavit 3 X n jednadzbi
ravhoteZze, s 3n + m nepoznanica (tri koordinate svakog Cvora i sila u svakom
Stapu). Broj nepoznanica je za m veci od broja jednadzbi, pa rjeSenje sustava (ako
postoji) nije jednoznacno.

Kada oduzmemo jedan, dva ili tri stupnja slobode lezajnim &vorovima, smanijit
¢emo broj nepoznatih koordinata, ali ¢emo istovremeno smanjiti i broj jednadzbi, pa
¢emo uvijek imati m nepoznanica vise nego jednadzbi.

Dakle, kako bismo dobili jednak broj jednadzZbi i nepoznanica, trebamo dodati jo3
m uvjeta.

MoZemo odabrati jednostavna pravila kojima eliminiramo sile u Stapovima kao
nepoznanice:

o Kvazilaplaceovo pravilo:
- Unaprijed zadajemo uravnoteZene projekcije sila u svim Stapovima
na ravninu xy;

e Pravilo gustoée sila:
- zadajemo omjer izmedu iznosa sile i duljine svakog Stapa ;
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e Poopcéeno pravilo minimalne mreze:
- Zadajemo iznose sila u svim Stapovima;

e Poopceno pravilo minimalne mreze s kinemati¢kim ograni€enjima:
- u (veéem) dijelu Stapova zadajemo iznose sile, a ostalim
Stapovima zadajemo duljine.

Uz to, pokazat ¢emo da se iteracijskom primjenom gustoce sila moze ostvariti
poopcena geodetska mreZa i poopéena mreza s kinematickim ograni¢enjima.

U literaturi se navode joS neka pravila. Tako u [12] i u [15] autori dodaju
konstitucijske jednadZbe kojima je izraZzena veza produljenja Stapova i sila u njima,
tako da se dobivaju inaCice nelinearne metode pomaka (opisane i u [9]). U [11] i [13]
autori uz prva tri spomenuta pravila uvode i “kombinirano” pravilo kao kombinaciju
poopéenog pravila minimalne mreze (u nekim Stapovima) i inacice nelinearne
metode pomaka (u ostalim Stapovima).

4.3. KVAZILAPLACEOVO PRAVILO

Zadavanjem ograniCenja vezanih uz geometriju, rubne uvjete te raspodijelu
naprezanja unutar elemenata, nelinearni problem ravnoteze svodi se na linearni.

Pretpostavijamo da projekcije uzadi u tlocrtu €ine ekvidistantnu kvadratnu mrezu, i
da su horizontalne projekcije prednaponskih sila konstantne duZz svakog uZeta i
medusobno jednake [11,13]. Te projekcije sila ne ovise o z koordinatama ¢vorova.

Slika 21. Mreza uzadi &ija projekcija €ini ekvidistantnu
kvadratnu mrezu, (iz [16])
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Na ovaj nacin su ve¢ unaprijed zadovolijene jednadzbe ravnoteZze horizontalnih

projekcija sila
2@:0 , 2@:0 . 4.2)

Potrebno je odrediti jo§ samo z-koordinate svih ¢vorova kako bismo zadovoljili

jednadzbu
2 E=0. (4.3)

Ako ¢vorove oznacimo s dva indeksa i i j, jednadzba za ¢vor i,j glasit ¢e

Zij = Zj-1,j Zij — Zi+1,j Zij — Zjj-1 Zij — Zij+1
H +H +H +H =0, 4.4
A A A A (4.4)
gdje su:
H iznos horizontalne projekcije prednaponske sile uzadi,
A razmak izmedu dva paralelna uzeta ("korak mreze”).
Ta se jednadZba moZe napisati u obliku:
4z;j — 2i—1j = Ziy1,j — Zijj-1 — Zij+1 = 0 (4.5)

Ovakva se jednadzba moZe napisati za svaki slobodni ¢vor, a dobiveni sustav
jednadzbi je linearan.

Naziv “kvazilaplaceovo pravilo” slijedi iz €injenice da je dobiveni sustav jednadzbi
identiCan sustavu koji se dobiva kada se Laplaceova jednadzba rjeSava metodom
konacnih diferencija.

Prednost ove metoda je u tome 3to je dobiven sustav jednadZbi linearan te zbog
toga nije potrebna nikakva pocCetna aproksimacija rieSenja kao Sto je to slu€aj kod
nelinearnih sustava. Isto tako, rjeSenje dobiveno na ovaj nacin, dobra je pocetna
aproksimacija s kojom se moZe krenuti u rjeSavanje prema drugim (nelinearnim)
metodama.

4.4. PRAVILO GUSTOCA SILA

Ova metoda razvijena je za potrebe proracuna Olimpijskog kompleksa u Minchenu
[11,14,17]. Metoda ne zahtijeva nikakve pretpostavijene poéetne koordinate ¢vorova
mreze, ve¢ se temelji na pretpostavci da je omjer vlacne sile u kabelu i njegove
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duljine unaprijed zadan. Posljedica toga je da se sustav nelinearnih jednadZbi
ravnoteze ¢vorova mreze transformira u sustav linearnih jednadzbi. RjeSenja sustava
su koordinate to¢aka uravnoteZzene mreze.

Jednadzbe ravnoteze ¢vora

ni ny

n
Sij (xi — %) Sii- (i =) Sij (2 — 7))
Q=0 Zz—=°' D=0 ae

j=1 bJ j=1 L
su, kao Sto znamo, nelinearne.

Sustav linearnih jednadzbi dobit ¢emo ako za omjer vlacCe sile i duljina uzeta S; ;/1; ;
odaberemo vrijednost g; ; koju nazivamo “gustoca sile”

n; n; ni
ZQi,j'(xi_xj) =0, ZQi,j'(yi_Yj) =0, ZQi,j'(zi_Zj) =0 4.7)
j=1 j=1 j=1

4.4.1 MATRICNA FORMULACIJE LINEARNE METODE GUSTOCA SILA

Najprije se nacrta mreza te se numeriraju svi ¢vorovi (od 1 do ny) i svi elementi
(od 1 do m). Posljednji se numeriraju ¢vorovi koji su fiksni (lezajni &vorovi); njihov je
broj ns. Ostali ¢vorovi su slobodni, a njihov broj oznacavamo s n. Dakle, ukupni broj

¢vorova je ng =n+ ny.

Nakon toga uz pomoé¢ nacrtane mreze tvorimo matricu povezanosti C;. Svaki
element j ima pocetni Cvor k i krajnji Cvor L.
Elementi matrice C; su

+1 zai=k
cs(j, i) =4{-1 zai=1 (4.8)
0 ostali sluCajevi .

Matricu povezanosti C; mozemo podijeliti na dvije matrice
G =1[CCl, (4.9)
gdje su

C matrica povezanosti slobodnih ¢vorova,

C; matrica povezanosti rubnih (fiksnih) ¢vorova.
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Projekcije duljina elemenata u smjeru osi x moZemo zapisati kao:

x? (0 — 0
Lyx 100 0 —1)]|,0 X1~ Xg
L X2 0 0
22(_)0 1 0 0 -1 {x°}= Xy = X3 (4.10)
Ly, 0010 —1()73 xd — x?
o) 0001 -1 I\xgl leg—ng
X5

Analogno se dobije i zapis za projekcije u smjerovima osiy i z.
Skra¢eno mozemo pisati:

Lpx = Csxg = Cx + Cexg
Lm,y = Cgys = Cy + Cyyr , (4'11)
Lz = Cszg = Cz + Czg ,

gdje su

X,y Z - vektori koordinata slobodnih ¢vorova,

X, Y5, Zg - vektori koordinata fiksnih ¢vorova.

Komponente unutarnjih sila u kabelima @, , @my ,» @m, MoZemo izraziti preko
produkta matrice gustoc¢a sila Q i projiciranih duljina elemenata

Qmx = QLmx -
Qmy = Qlpyy (4.12)
Qmy = Qlmy
gdje je Q dijagonalna matrica
g 0 0 0
Q= 8 a2 ;3 8 (4.13)
0 0 0 g,

Za svaki slobodni &vor mozZzemo raspisati tri jednadZbe ravnoteze:

Z Omx =0, 2 Oy =0, 2 Qs =0 (4.14)

Ako u zadniji izraz uvrstimo izraze (4.11), (4.12) i (4.13 ), dobit c¢emo

CTQCx;, =0,
CTQCsys =0, (4.15)
CcTQC,z, =0,

uz napomenu da se sumacija iz izraza (4.14) moze izvesti mnozenjem Qy, . , @,y » Qm, SQ cT.
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Izraz (4.15) moZemo pisati i kao
CTQCx, + CTQCxs =0
CcTQCy, + CTQCy, =0, (4.16)
CTQCzs + €CTQCszs = 0 .

Ako uvedemo

D = CTQC,
(4.17)
Df = CTQCf B
Slijedi
Dx = —Dfo ,
Dy = —Dyys, (4.18)
Dz = —Dyzs .

S obzirom na to kakva je matrica D mogu se dogoditi dva slucaja:

Prvi sluCaj je da je determinanta matrice D razliCita od nule. Tada je rang matrice
jednak n i oblik konstrukcije diktiran je odabranim vrijednostima gustoce sila. U
slucaju prednapete mreze kabela s karakteristithom matricom povezanosti, broj
mogucih ravnoteznih oblika biti ¢e jednak o™, Naime, vektoriQia-Q za a€R, a #
0, daju isti oblik. Dakle, za Q s n komponenata, ima co™~! mogucih ravnoteznih oblika.

Rje3enje ovog sustava jednadzbi je:

X = —D_lDfo ,
y= —D_lDfo B (419)
Z= —D_lDfo .

Poseban slu¢aj na koji takoder treba obratiti pozornost je kada su svi rubni &vorovi

komplanarni, tj. kada leZe u istoj ravnini. RjeSenje je tada trivijalno, tj. ravnina.

Drugi slu¢aj je kada je determinanta matrice D jednaka nuli. Tada je matrica D
singularna, pa sustav nema rjeSenja.

Nedostatak ove metode je taj Sto se na izvedenoj konstrukciji mora zadovoljiti
pretpostavka da ¢vorovi padaju tocno u projektirane tocke.

U nekom &voru mora vrijediti (slika 22.a)

Si e = Skek (420)

gdje su:

S; 1S, - sileui-tomik-tom Stapu istog uZeta,
e; e, -krakovisilas;iS, iodnosu na srediSte donjeg kabela
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Ako je jedna sila znatno veéa od druge, doci ¢e do izobli¢avanja &vora (slika 22.b).
Naime, krak svake sile se povec¢ava ili smanjuje (ovisno o veli€ini sile) sve dok se ne
postigne ravnoteza momenata.

Problem izobli¢avanja ¢vorova moze se rijesiti centriranjem Cvorova (slika 22.c).

a)
el \ | iy : T
Si,l' . AT | L _Pik
— e VI <
“ i A —- -~

Slika 22. Mimoilazenje uzadi: a-ekscentricitet, b-
izoblicenje €vora, c- centri¢ni spoj
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4.4.2 ANALOGIJA S METODOM POMAKA

Nepoznanice u metodi pomaku su pomaci i kutovi zaokreta ¢vorova koje dobivamo
rieSavanjem sustava jednadZzbi ravnoteZze. U metodi gustoée sila nepoznanice su
koordinate ¢vorova. Unato€ ovoj razlici izmedu metode pomaka i metode gustoce
sila, moze se pokazati da medu njima postoji odredena analogija [18]. Naime, matrica
krutosti u metodi pomaka ima istu strukturu kao i matrica D = CTQC koju smo ranije
izveli u metodi gustoce sila.

U matrici krutosti elementi na dijagonali jednaki su zbroju koeficijenata krutosti svih
elemenata povezanih u neki ¢&vor. Elementi izvan dijagonale jednaki su
odgovaraju¢im koeficijentima krutosti ili nuli, ovisno o tome kakav utjecaj na
odgovarajuéu static¢ku veli€inu ima odredeni pomak.

Elementi matrice D na dijagonali su zbrojevi gusto¢a sila kabela koji se sijeku u
nekom c&voru, a elementi izvan dijagonale negativhe su vrijednosti gustoée sila u
kabelu izmedu dva odgovarajuca ¢vora. Ako ¢vorovi nisu medusobno povezani, tada
¢e odgovarajuci element matrice D biti nula.

Dakle, gustoc¢a sila g analogna je koeficijentima krutosti u metodi pomaka. Isto tako,
povezanost ¢vorova je u obje matrice definirana isti nacin.

Matri¢na formulacija metode gustoce sila koju smo prethodno izveli formalni je opis
metode, no rjeSavanje problema na ovaj nacin zahtijeva viSe racunalnog vremena te
troSi viSe memorije. Razlog tome su sloZzene i dugotrajne matricne operacije koje
zahtijeva postupak.

S druge strane, primjenom analogije s metodom pomaka, zaobilazimo te
nedostatke. Naime, matrica krutosti moze se sklopiti direktno, bez ikakvih predradnji
ili mnoZenja s matricom povezanosti i hjezinom transponiranom matricom. Takoder,
ne postoji potreba za nekom odredenom podjelom slobodnih i rubnih (fiksnih)
Cvorova. Uz to, sustav jednadzbi moZemo rijeSiti Gaussovom eliminacijom umjesto
inverzom matrice.

26



Trazenje oblika konstrukcija od uzadi — Form Finding

4.5. POOPCENA GEODETSKA MREZA

Ako se za vrijeme prednapinjanja omoguci klizanje jednog uzeta po drugom, mreza
¢e doci u prirodnu ravnoteznu konfiguraciju. Iznos sile bit ¢e uzduz cijelog uzeta
jednak. Ukupna duljina uzadi bit ¢e minimalna.

Sustav jednadzbi dobiven ovim pravilom je nelinearan. Rije¢ je o jednadZbama
ravnoteze navedenim u 4.1 pri ¢emu su zadane vrijednosti sila.

MoZe se pokazati da je rjeSenje sustava jednadzbi ravnoteZe, uz uvjet da su sve sile
Si; medusobno jednake, ekvivalentno minimizaciji ukupne duljine kabela.

Ukupna je duljina kabela

L= Z bj = Z\/(xj - xi)z + (- yi)z +(z - ZL-)Z : (4.21)

Uvjeti minimuma su

ni

dL xj—xi
sz 2 2 2=O’
l .
’=1\/(xj —x) + () +(z-z)

ni

oL _ z Vi — Vi _0
3y, " 2 =0, (4.22)
L Fl\/(xj —x) + (=) + (g -2)

ng

oL Zj_Zi
gzz 2 2 2=0.
l -
J=1J(xj —x) + (v —v) +(z-z)

Pomnozimo li te jednadzbe sa § = S;;,

S JaL S - Xj — X 0
ax; 4 =0, (4.23)
l ’=1\/(xj —x) + () + (5 -2)

i analogno za y i z, neposredno dobivamo jednadZbe ravnoteze

ni ni

ng
25ﬂ=0, Eguzo' 25ﬂ=0 . (4.24)

l
j=1 b j=1
Tvrdnja o minimumu duljine uzadi moze se poopéiti: za unaprijed zadane razliCite

sile u uzadi, ali jednake duz uZeta, ravnotezno rjeSenje je ekvivalentno minimizaciji
ukupne duljine svih Stapova pomnoZenih pripadnim uzduznim silama:

P = z LijSij - (4.25)
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Iz ovog izraza slijedi da ¢e se neko uze mreze skratiti, a njegova zakrivljenost
smanijiti, ako se poveca sila u tom uzetu, a sile u ostaloj uzadi ostanu nepromijenjene.

Nedostaci pravila poopcene geodetske mreZze su Sto rjeSenje ne mora nuzno
postojati i $to numeriCki algoritmi za rjeSavanje pripadnog sustava jednadzbi nisu
nuzno konvergentni. Naime, nelinearni problemi rjeSavaju se iteracijskim postupcima
[19]. lako problem divergencije nije karakteristiCan samo za ovaj sustav jednadZzbi, on

Poznata su tri uzroka divergencije:

¢ Ne postoji ravnotezno stanje

Jednostavan primjer ovog problema je situacija kada je zadani iznos vlacne
sile u nekom Stapu veci od zbroja iznosa ostalih sila koje djeluju na isti Cvor.
Cvor tada ne moze biti u ravnoteZi i iteracijski postupak divergira.

PosSto tokom iteracije nastaje klizanje u modelu, problem nemogucnosti
rieSenja mozemo prepoznati kao tendenciju medusobnog priblizavanja dvaju
¢vorova.

‘1
——

Slika 23 Divergencija - priblizavanje ¢vorova

Ovaj tip divergencije ne mozZe se ukloniti poboljSanjem algoritma zato Sto
traZzeno rjeSenje ne postoji. U nekim se slu€ajevima problem moze rijesiti
spreCavanjem klizanja kabela (o ¢emu ce jos$ biti rijeci), a u nekima je jedino
rieSenje promjena konstrukcije.

¢ Indiferentno stanje ravnoteze

¢ RavnoteZno stanje je stabilno, ali je podrucje konvergencije iterativnog
postupka malo

Algoritam ¢Ce dobro konvergirati samo ako zapoCne od dovoljno dobre
aproksimacije rjeSenja (koje se obi¢no dobiva nekom drugom metodom
rieSavanja-npr. metodom gustoée sila), tj. nuZan i dovoljan uvjet konvergencije
je da pocetna aproksimacija lezi unutar podruCja konvergencije koje ima
nepravilan oblik.

Ovakvu divergenciju uklanjamo poboljSanjem postojeceg ili izborom drugog
algoritma.
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4.6. RJIESAVANJE SUSTAVA NELINEARNIH JEDNADZBI
Nelinearni sustavi jednadzbi rjeSavaju se iteracijskim postupcima [19].

Jedna od najpoznatijih metoda rjeSavanja je Newton-Raphsonova metoda [20]. U
slu¢aju da pocetnu aproksimaciju izaberemo dovoljno blizu rjeSenja, metoda ¢e vrlo

brzo konvergirati prema trazenom rjeSenju.
Zamisao metode opisat ¢emo na primjeru funkcije s jednom nepoznanicom.

Trazimo nul-toCku skalarne funkcije jedne varijable, tj. x za koji je f(x) = 0. Ako
mozemo izraCunati vrijednost funkcije i vrijednost derivacije te funkcije, i ako znamo
neki x®) koji je u blizini traZzene nul-toéke, tada nelinearnu funkcijiu f(x) u okolini

tocke (x("),f(x("))) moZemo zamijeniti pravcem najblizem toj funkciji - tangentom.

v
’
f(z)=0 fi(x)
tangenti
o | |
f(xo) | Y _,.fj
tangent = ( 4
fi(x1) | “ a q|| a i ."',1 2 3 4 ]
|
- . X
z “xn x1 X0 ! i
| \
| A
g \

Slika 24.

JednadZbe tangente u tocki (x(""),f(x("))) je
FOG) = F(x®) + /(x5 (x - x®) (4.26)
Nultogka funkcije £® (x), tj. sjeciste tangente s osi x je
(4.27)

£ (k+1) — () _f9)

frx®)
Dobivena nul-to¢ka tangente nova je aproksimacija traZzene nul-toCke zadane

Postupak ponavljamo sve dok ne dostignemo zadovoljavajuéu to€nost, tj. iteraciju

funkcije.
zavrSavamo tek kad je
[f(x)| <=

Ili
k>N

gdje su:
- odabrana tocnost,
- odabrani najveci broj iteracija (ako postupak divergira)
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Metoda se za rjeSavanje sustava jednadzbi poopcuje na sljedeci nacin:

Promatramo sustav jednadZbi
filxy, %0, e, xy) =0, i=1,..,n, (4.28)

odnosno

f(x) =0, f:R" > R", (4.29)

gdje su
f (%) = (f1(x), -, fu (DT, x = (xg, 0, %)"

Linearnu aproksimaciju sustava izrazavamo kao

-(k

7 () = £(x) + VE(x*)(x — x®) (4.30)
gdje je

of;

Vf — matrica s komponentama [Vf]; ; = a—f
J

Sada umjesto sustava () rjeSavamo sustav (). NultoCke tog sustava formalno su

dane kao

x(+1D) = g(K) _ |Vf(x(k))|_1f(x(k))’ (4.31)

ali x**1 jzragunavamo kao rjesenje linearanog sustava

f(x®) + vi(x*)(x —x®) = 0. (4.32)

Kao i kod primjera s jednom jednadZzbom, i ovdje postupak ponavljamo sve dok ne
dostignemo zadovoljavajucu to¢nost.

Kao $to je ranije napomenuto, poCetna aproksimacija rieSenja mora se nalaziti
unutar podrucja konvergencije. No, to podrucje ima izrazito nepravilan oblik pa nekad
iteracije iz prividno bolje poCetne aproksimacije sporije konvergiraju ka pravom
rieSenju. Varirajuci poCetnu aproksimaciju mozemo uociti da je ponasanje iteracijskog
postupka nepredvidivo, te pretpostavljamo da podru€je konvergencije ima
karakteristike fraktala [21].

U Clancima [22] i [23] autori srodan problem, problem minimalne plohe, rjeSavaju
inaCicom Newton-Raphsonova postupka u kojoj se i linearni sustav rjeSava
iteracijskim, Gauss-Seidelovim postupkom s relaksacijskim koeficijentom. U naSim
smo primjerima upotrijebili taj postupak, sa w = 1.

Promatramo sustav uZadi sastavljen od Cetiri uZeta, Cetiri fiksna &vora te jednoga
slobodnog (slika 25.). Na desnoj slici prikazane su zone konvergencije i divergencije.

Zamjecéujemo kako je podrucje konvergencije nepravilnog oblika. Posljedica toga je
da nekad iteracija koja je zapocCela od neke odabrane konfiguracije, konvergira

30



TraZenje oblika konstrukcija od uzadi — Form Finding

rjieSenju, dok se za izmijenjenu, mozda i prividno bolju konfiguraciju nije dovoljno
priblizila rjeSenju ni nakon velikog broja iteracija, pa pretpostavljamo da postupak
divergira.

Slika 25.
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5. ITERACIJSKA PROSIRENJA METODE GUSTOCA SILA

U Clanku [24] autori uvode “ iteracijsku metodu utemeljenu na metodi gustoce sila koja
omogucava postizanje konstantne sile u unutarnjim Stapovima mreze.”

Gustoca sile u Stapu (i,j) unutarnjeg kabla u k-tom koraku se racuna kao:

S
(k) _ (k-1)
%j =% & (5.1)
ij
gdje su

qi(‘lj‘._l) - gustoca sila iz k-1 koraka,
S - trazena vrijednost sile,
Si(”;_l) - vrijednost sile izraCunata u k-1 koraku.

PojasSnjenje postupka je:

gk=1)

 Sij , razliCita od trazene

Pretpostavimo da je sila izraCunata u k — 1 koraku iteracije

k

vrijednosti 5. Vrijednost S dobit ¢emo mnozenjem vrijednosti sile 5~ koeficijentom s,

. & k k-1
. § =505,

Vrijednost sile u k-tom koraku bit ¢e

k k k
& =gl 1) (5.2)

Ako je
k) _ j(k-1)
li,j _li,j ’ (5.3)

tj., ako se duljina Stapa nije promijenila, onda ce vrijediti i

k k k—1
Sy =iy Y. (5.4)

Akojeuztoi Si(”;) konacna, traZena vrijednost sile onda je i
(F) _ (), ck-1) _ (k) K (k-1) ;(k-1)
Sif =Sif Sy =S il (5.5)
Ako ovaj izraz usporedimo s izrazom () dobit c¢emo

(k) _ (k) (k-1)
a; =Si; "4 - (5.6)

Dakle, kad se duljina Stapa ne bi mijenjala, gustoca sila iz izraza (5.1) bi odmah dala
traZenu vrijednost sila.
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No, ravnotezna konfiguracija najceSée se mijenja promjenom gustoéa sila, a samim
time se mijenjaju i duljine Stapova. Zbog toga rjeSavanje zadatka zahtijeva primjenu
iteracijskog proracuna kojim se postupno priblizavamo zahtijevanoj veli€ini sile u uzetu.

Autori se u ¢lanku ne bave Stapovima rubnih kabela, iako navode kako se u “klasi¢noj”
metodi gustoCe sila “...konstantna vrijednost daje gustoCama sila u unutarnjim
elementima, a razliCite vrijednosti rubnim elementima.”.

Moguéno$éu zadavanja razli€itih vrijednosti kabela u razli¢itim kabelima, znatno nam
se povecava broj mogucih oblika mreza uzadi. Gornji postupak lako moZzemo proSiriti
kako bi u razli¢itim Stapovima dobili razliCite vrijednosti sila.

Gustocu sila u Stapu (i,j) u k-tom koraku mozemo racunati prema izrazu

S .
() _ k1) _2ij_
TQj =9 s (5.7)

gdje je
S, j — zahtijevana vrijednost sile u Stapu (i,)).

Vrijednost sile §i_j ne mora biti ista kao i sile u ostalim Stapovima. No, ako Zelimo
oblikovati poopéenu minimalnu mrezu, moramo paziti da su sile u svim Stapovima
pojedinog kabla jednake.

Ako u gornji izraz uvrstimo odnos % = li dobit éemo joS jedan izraz za gustocu sile
LJj LJj
S. .
Ry _ L)
9 = IGDN (5.8)
Lj

5.1. UVODENJE KINEMATICKIH OGRANICENJA

Potreba za uvodenjem kinematickih ogranienja javlja se u situacijama kada dva ili vise
Cvorova “otklizu” u jednu toCku. NajéeSce ¢e se to dogoditi na rubnim kabelima i to
neovisno o silama u njima. KinematiCka ograni¢enja uvodimo osiguravanjem zahtijevane
duljine Stapova.

To ¢emo napraviti na sljedeci nacin.
Gustocu sile u Stapu (i,j) koji ima zahtijevanu duljinu l_l-,j, racunat ¢emo prema izrazu

(k-1)
w0 _ Sij
T =77
L]

(5.9)
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Kako vrijedi da je, uz 5{y = sV,

k k—1
a;; li,j

= ) 5.10
a; Ly 549

k=1
slijedi da je koeficijent kojim treba pomnoziti gustoc¢u sile iz predhodnog koraka l;',’( :
Lj

odnosno
(k-1
—1 “i,J
aiy = ai " e (5.12)
l']
Iz gornjeg izraza i iz izraza
Sij=qijlij, (5.12)
dobit c¢emo
(k-1)
w0 _%ij

q;, (5.13)

ll,]

5.2. PRIMJERI MREZA S RUBNIM KABELIMA

5.2.1. Primjer 1 - Mreza s kabelima "paralelnim" s rubovima

Promatramo mrezu dimenzija 8x8m. MreZa se sastoji od pet kabela u priblizno x
smjeru i pet kabela u y smjeru, te sadrzi 25 ¢vorova.

Fiksne, lezajne toCke su ¢vorovi 0, 4, 21 i 25. Cvorovi 0, 4 i 21 leze u jednoj ravnini
(z=0), dok je &vor 4 na visini od 4m.

Funkcijom make_nodes(nnds, ndl, d) zadajemo koordinate ¢vorova. Prvi argument
funkcije je broj ¢vorova koje zelimo generirati, drugi je koordinata prvog €vora, a treéi
predstavlja korak po osima koordinatnog sustava:

nds = make_nodes (5, [0., 0., 0.], [2., 0., 0.])
nds.extend (make_nodes (5, [0., 2., 0.], [2., 0., 0.]))
nds.extend (make_nodes (5, [0., 4., 0.], [2., 0., 0.]))...itd.

Nakon &to smo definirali Evorove, funkcijom cable(ndl, nnds, step =1) ih povezujemo
u kabele, a same kabele nakon toga funkcijom make_elements_on_cables(cbls)
dijelimo na elemente omedene s dva ¢vora:

cbls = [cable (0, 5, 1)]
cbls.append (cable (5, 5, 1))
cbls.append (cable (10, 5, 1))...itd.

els = make_elements_on_cables (cbls)
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MreZa pretpostavljenih koordinata dana je na slici 26.

4.0

2.0

4.0 4.0

8.1 -0.1

Slika 26.

Rubni évorovi su

supps = [0, 4, 20, 24].
Rubni kabeli su

bnd_cbls =0, 4, 5, 9]

U unutarnjim kabelima zadat éemo jedini¢nu gustocu sila, a u rubnim kabelima 10:

gs = make_force_densities (len (els))

gs = set_value_on_elements (10., tcei[0], gs)
gs = set_value_on_elements (10., tcei[4], gs)
gs = set_value_on_elements (10., tcei[5], s)

gs = set_value_on_elements (10., tcei[9], gs)

Nakon prvog koraka iteracije dobit ¢emo mrezu prikazanu na slici 27.

2.0

0.1 8.1

4.0 4.0

8.1 -0.1

Slika 27.
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Duljine elemenata su

[2.02422151799884, 1.99726091950844, 1.99701685619016,2.02495763206020,
1.85097479428020, 1.91036561077882,1.90808888206519, 1.84517433881212,
1.83629254267640,1.91427208900924, 1.91427208900924, 1.83629254267640,

1.95634043389947,2.02330385189121, 2.03000088468678,1.97421237815069...

Od c¢ega su duljine rubnih kabela (ispisani su parovi broja elementa na rubnom
kabelu i njegova duljina)

[(0, 2.02422151799884), (1, 1.99726091950844), (2,1.99701685619016),
(3, 2.02495763206020), (16, 2.23336348862141), (17, 2.21761027681734),

(18, 2.23733568103318), (19,2.29432319969438), (20, 2.02422151799884),
(21, 1.99726091950844), (22, 1.99701685619016), (23, 2.02495763206020),
(36,2.23336348862141), (37, 2.21761027681734), (38, 2.23733568103319),
(39, 2.29432319969438)]

Sile u unutarnjim kabelima su

[20.2422151799884, 19.9726091950844, 19.9701685619016, 20.2495763206020,
1.85097479428020, 1.91036561077882, 1.90808888206519, 1.84517433881212,
1.83629254267640, 1.91427208900924, 1.91427208900924, 1.83629254267640,
1.95634043389947, 2.02330385189121, 2.03000088468678, 97421237815069

...itd.

a sile u rubnim kabelima

[20.2422151799884, 19.9726091950844, 19.9701685619016, 20.2495763206020,
22.3336348862141, 22.1761027681734, 22.3733568103318, 22.9432319969438,
20.2422151799884, 19.9726091950844, 19.9701685619016, 20.2495763206020,
22.3336348862141, 22.1761027681734, 22.3733568103319, 22.9432319969438]

Buduci da sile u kabelima nisu jednake, nastavljamo s iteracijom.

Funkcijom multistepFDM2 (nodes, elems, supports, gs, fs, Is, steps) pokre¢emo
postupak iterativnog odredivanja ravnoteznog polozaja.

f = multistepFDM2 (nds, els, supps, gs, ieifs, beils, 10)

gdje su
nds koordinate ¢vorova mreze
els elementi mreze
supps leZajni Evorovi
gs gustoca sila

36



Iteracijska prosirenja metode gustoce sila

ieifs sile u unutradnjim kabelima

beils duljine rubnih kabela nakon prvog koraka iteracije (njih ¢emo drzati
konstantnima kroz sve daljnje iteracije.)

10 broj koraka iteracije

Nakon deset koraka dobit ¢emo sljede¢u mrezu

-0.1 8.1

8.1 -0.1

Slika 28.

Sile u kabelima su sad

[19.4551388987114, 19.4038481193728, 19.4059144205313, 19.4601492337860,
0.999245667257418, 1.00039660587223, 1.00039536639208,
0.999333325768955, 0.998955638946846, 1.00058825503463,
1.00056687017626, 0.999015212620784, 0.999324053489564,
1.00044225231459, 1.00038502243644, 0.999256090752847,....

Tocnost, odnosno jednakost sila jo$ nije dostatna pa radimo 50 iteracija.

4.0
2.0

0.1 |
-0.1 8.1

4.0 4.0

8.1 -0.1

Slika 29.

Sada ¢e sile biti:

[16.9228525614790, 16.8650384393547, 16.8668043931134, 16.9271430050614,
0.999685769534387, 1.00001158549362, 1.00000786549159,
0.999738549591805, 0.999583167738501, 1.00001517481075,
1.00000764983098, 0.999647575956478, 0.999711695408941,
1.00002087872570, 1.00000942633227, 0.999739136001985,...
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no, duljine elemenata su:

[2.02422151799884, 1.99726091950844, 1.99701685619016, 2.02495763206020,
2.23336348862141, 2.21761027681734, 2.23733568103318, 2.29432319969438,
2.02422151799884, 1.99726091950844, 1.99701685619016, 2.02495763206020,
2.23336348862141, 2.21761027681734, 2.23733568103319, 2.29432319969438]

Konacno, naredbom f = multistepFDM_wtol2 (nds, els, supps, gs, ieifs, beils, 1.e-4,
500) dobit c¢emo broj koraka nakon kojeg je razlika vrijednosti sila manja ili jednaka od
0.0001. uz ogranienje na 500 koraka.

steps: 361
maximal relative error: 0.0000996315152235194

Konac¢na mreza prikazana je na slici 30.

-0.1,

4.0 4.0
8.1 -0.1

Slika 30.

Sile u elementima su:

[11.0526287336010, 10.9628615771783, 10.9630998868734, 11.0533476969812,
0.999957000164106, 1.00000355433468, 1.00000285168576,
0.999928128623560, 0.999942074865301, 1.00000540163966,
1.00000356512853, 0.999900368484777, 0.999961122673679,
1.00000699958774, 1.00000393087220, 0.999927699646098, ....itd

Dok su duljine rubnih elemenata

[2.02422151799884, 1.99726091950844, 1.99701685619016, 2.02495763206020,
2.23336348862141, 2.21761027681734, 2.23733568103318, 2.29432319969438,
2.02422151799884, 1.99726091950844, 1.99701685619016, 2.02495763206020,
2.23336348862141, 2.21761027681734, 2.23733568103319, 2.29432319969438]
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5.2.2. Primjer 2 - MreZe s dijagonalnim kabelima

Promatramo mreZu istih tloctnih dimenzija (8x8m), no u ovom primjeru kabeli ¢e biti
postavljeni dijagonalno.

Lezajni ¢vorovi su ¢vorovi 0, 4, 36 i 40. Prva tri Cvora leze u istoj ravnini (z=0), a
Cetvrti Evor je na visini z = 4m.

Cvorove smo zadali funkcijom make_nodes(nnds, ndl, d), a kabele naredbom
cable(ndl, nnds, step =1).
nds = make_nodes (5, [0., 0., 0.], [2., 0., 0.])
nds.extend (make_nodes (4, [1., 1., 0.], [2., 0., 0.]))
nds.extend (make_nodes (5, [0., 2., 0.], [2., 0., 0.]))
nds.extend (make_nodes (4, [1., 3., 0.], [2., 0., 0.]))
nds.extend (make_nodes (5, [0., 4., 0.], [2., 0., 0.]))....

cbls = [cable (27, 3, 5)] +rubni kabeli

cbls.append (cable (18, 5, 5)) cbls.append (cable (0, 5, 1))
cbls.append (cable (9, 7, 5)) cbls.append (cable (36, 5, 1))
cbls.append (cable (0, 9, 5))... cbls.append (cable (0, 5, 9))

cbls.append (cable (4, 5, 9))

MreZa pretpostavljenih koordinata je

4.0

8.1 -0.1

Slika 31.

U unutarnjim kabelima zadajemo jedinicnu gustoCu sila, a u rubnima deset puta
vecu.

Ovako zadana mreza ¢e nakon prvog koraka iteracije izgledati kao na slici 32.
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Slika 32.

Duljine elemenata kabela ovakve mrezZe su

[1.28679439551183, 1.33165287416639, 1.32945285433126, 1.34160967161392,
1.38322659876098, 1.45065857723343, 1.40472565314252, 1.37367436210465,
1.38001530917258, 1.42098614464600, 1.49510448062966, 1.60391576215307,
...itd

Kao i u prethodnom primjeru, vrijednosti duljine rubnih kabela koje smo dobili nakon
prvog koraka iteracije, zadrzat ¢emo u narednim iteracijama.

Nakon 201 iteracije, greska ¢e iznositi 0.0000979865533731195.
Sile u elementima bit ¢e
[0.999929099898383, 0.999923231459865, 0.999992114427066,
0.999921954994081, 0.999916369863065, 0.999990493720513,
1.00002124647175, 0.999994227587988, 0.999918379701415,
0.999912998771888, 0.999992517804434, 1.00002111831489,,...itd

MreZa nakon 201 iteracije prikazana je na slici

Slika 33.
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Duljine elemenata rubnih kabela su

[2.08517838057810,1.90394871546531,1.93507956160844, 2.17734619997642,
2.23588112562700, 2.08574964023373, 2.18472724633928, 2.55676446799279,
2.08517838057809, 1.90394871546531, 1.93507956160844, 2.17734619997643,
2.23588112562700, 2.08574964023373, 2.18472724633928, 2.55676446799280]

Sada ¢emo promotriti Sto ¢e se dogoditi ako duljine elemenata rubnih kabela
zadamo kao aritmetiCku sredinu gore navedenih duljina elemenata (posebno za
elemente svakog kabela).

lel = mean (bels[0:4])
le2 = mean (bels[4:8])
le3 = mean (bels[8:12])
le4 = mean (bels[12:16])

Ovakva ¢ée mreza posti¢i greSku od 0.0001 nakon 208 iteracija.

Promotrit éemo i slu€aj da smo duljinu rubnih elemenata zadali kao maksimalnu
vrijednost predhodno dobivenih duljina.

lel = max (bels[0:4]) = 2.17734619997642
le2 = max (bels[4:8]) = 2.55676446799279
le3 = max (bels[8:12]) = 2.17734619997643
le4 = max (bels[12:16]) = 2.55676446799280

Ovakva ¢e mreza imati najve¢u gresku od 0.0001 nakon 224 iteracije,

No vrijednosti sila na rubnim kabelima bit ¢e

4.15212904393938, 3.67358900308330, 3.87292567774709, 4.86954073333326,
2.56454729291002, 2.35938730326301, 2.59903772172544, 3.37102909614258,
4.15212904393931, 3.67358900308322, 3.87292567774701, 4.86954073333317,
2.56454729290998, 2.35938730326297, 2.59903772172539, 3.37102909614247]

MreZza je prikazana na slici

Slika 34.
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Konacno, duljinu elemenata rubnih kabela zadat ¢emo na sljedeci nacin. Na onim
kabelima koji su horizontalni, duljine elemenata bit ce 2m. Na dva kabela koji se
spajaju u ¢voru 40 duljinu elemenata ¢emo dobiti kao Cetvrtinu duljine spojnice &vorova
0 40, odnosno 40 i 36. Na taj nacin uveli smo kinematicko ograni¢enje o kojem je prije
bilo govora.

lel =2.

le2 = sqrt (8.072 + 4.0"2) / 4.
le3 =2.

led =le2

Potrebna su nam 262 koraka kako bi greSka bila manja od 0.0001 (najvece greska
iznosi 0.0000996618337774091).

Sile u unutradnjim elementima su

[1.00009525990084, 1.00006445238412, 1.00002557582034, 1.00009830943936,
1.00006517169587, 1.00001720415404, 0.999971718570537, 1.00002506936934,
1.00009952161031, 1.00006518598732, 1.00001680949865, 0.999979526107642,
0.999929054460000, 0.999971087735287, 1.00002467070797,
1.00009966183378, 1.00006502200472, 1.00001653902248,...itd

a u rubnim kabelima

32.6801546435368, 32.6394488469280, 32.6819419951489, 32.8071910014383,
33.9090350170598, 33.9502082265966, 34.0658315699232, 34.2537634048499,
32.6801546435368, 32.6394488469280, 32.6819419951489, 32.8071910014383,
33.9090350170598, 33.9502082265966, 34.0658315699232, 34.2537634048498]

Slika 35.

Ako bismo zahtijevali ve¢u to€nost, na primjer 0.000001, bilo bi nam potrebno vise
od 2000 iteracija.

Nakon 2000 koraka, najveca bi greSka sila iznosila 8.21950445395458e-6.
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Sile u unutradnjim i rubnim kabelima

[1.00000765973765, 1.00000597708426, 1.00000231385560, 1.00000779837924,
1.00000604151758, 1.00000178525141, 0.999997677014963, 1.00000228650235,
1.00000783186068, 1.00000604356566, 1.00000174834688, 0.999998132035983,
0.999993612362994, 0.999997621283756, 1.00000225647866,....itd
# rubni

74.0349686735045, 74.0281341905517, 74.0692947992227, 74.1579334595450,

74.1018775600142, 74.1727108714119, 74.2870428643390, 74.4429925674815,

74.0349686735045, 74.0281341905517, 74.0692947992228, 74.1579334595450,

74.1018775600141, 74.1727108714118, 74.2870428643389, 74.4429925674813]

Duljine kabela tad su

[2.00046372436448, 2.00046393410719, 2.00046366743064, 2.00046292856563,
2.23657796042153, 2.23657764387534, 2.23657685012132, 2.23657559660392,
2.00046372436448, 2.00046393410719, 2.00046366743064, 2.00046292856564,
2.23657796042153, 2.23657764387534, 2.23657685012132, 2.23657559660392]

Vidimo da unato¢ razmjerno velikim silama u rubnim kabelima, traZzene duljine
nismo ostvarili (greSka je mnogo veé¢a od greSke u silama). No, to je sa statickog
stajaliSta i o€ito: traZzene duljine bi znacile da je konfiguracija sila u rubnim &vorovima
kao na sljedecoj slici, a u takvoj je konfiguraciji ravnoteza nemoguca, (slika 36.).

Slika 36.
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6. APROKSIMACIJA MEMBRANE MREZOM UZADI

Kao i u slu¢aju mreze uzadi, trazenje oblika prednapetih membrana dovest ¢e nas
do nelinearne jednadzbe, tj. parcijalne diferencijalne jednadZbe s dvije varijable. Ova
jednadzba za proizvoljne rubne uvjete neée imati zatvoreno rjeSenje. Dodamo li tome i
Cinjenicu da je platno membrane fleksibilno te da mu se geometrija mijenja s
nano$enjem opterecéenja, problem postaje jos slozenijim.

6.1. MINIMALNA PLOHA

Minimalna ploha je ona ploha koja ima najmanju plostinu od svih ploha koje
zadovoljavaju iste rubne uvjete. Ako proizvoljno razapetu zatvorenu ziCanu petlju
umocimo u sapunicu, sapunica ¢e poprimiti oblik minimalne plohe za nametnute joj
rubne uvjete. Minimalna ploha je ekonomi€an konstrukcijski oblik zato $to je utro3ak
materijala najmaniji, a platno je svugdje podjednako iskoristeno zato Sto su naprezanja
u svim toCkama i smjerovima jednaka.

Minimalne plohe zadovoljavaju nelinearnu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
(Lagrangeovu jednadZbu)

(c')z )2 0_22 0z 0z 0%z [ (E)z )2 0%z 6.1)

- - 22— 1 —_ —=90
+ dy /) |0x? 6x6y0x0y+ + dx /) |0y?

Trivijano rjeSenje ove jednadZbe je ravnina. No, ovo rjeSenje nije pogodno za
prednapete nosive konstrukcije. Do prvog netrivijalnog rjeSenja ove jednadzbe doSao
je Euler i to prije nego li je Lagrange uopée formulirao opéenitu jedndzbu. Naime, Euler
je rjeS8avao poseban slu€aj rotacijske minimalne plohe. Plohu koju je on dobio
nazivamo katenoid. To je ploha koja nastaje rotacijom lan¢anice oko osi okomite na
njezinu os.

Slika 37. Katenoid (lijevo) i opna od sapunice u obliku katenoida (desno)
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Aproksimacija membrane mrezom uzadi

Do danas je analitickim postupcima nadeno viSe rjeSenja Lagrangeove jednadzbe.
Ovisno o tome kada su bili otkrivene, mozemo ih podijeliti u nekoliko skupina [25]:

e klasi€ni primjeri:
0 ravnina (trivijalno rjeSenje),
o katenoid,
o helikoid;

¢ plohe otkrivene u 19.stoljecu:
0 Schwarzova minimalna ploha,
0 Riemannova minimalna ploha,
o0 Enneperova ploha,
0 Hannebergova ploha;

Slika 38. Helikoida
e moderne plohe
0 gyroid,
0 Scherkova ploha
(f(x,y) = In(cosx/ cosy)), koju ¢emo obradivati u primjeru aproksimacije
membrane mreZzom uzadi
o Costina ploha.

Slika 39. Redom: Schwarzova minimalna ploha, Ennperova ploha , Costina ploha

U slucaju plitkih ploha, prve derivacije u Lagrangeovoj jednadzbi te njihovi kvadrati i
produkti bit ¢e mali, te ih se moze zanemariti. Time dobivamo linearnu Laplaceovu
jednadzbu

0%z 0%z
2 + e =0. (6.2)

lako su naSe plohe rijetko kada dovoljno plitke da bismo Lagrangeovu jednadzbu
mogli zamijeniti Laplaceovom, njezina nam rjeSenja daju pocCetnu aproksimaciju
rieSenja koja ¢e u vecini slu€ajeva biti u podrucju konvergencije odredene numericke
metode kojom se Lagrangeova jednadzba rjeSava.

Uglavhom se danas za priblizno odredivanje minimalnih ploha upotrebljavaju
numericke metode.
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6.2.

U literaturi se javlja pitanje aproksimiranja membrana mrezom kabela [11] 5to
dovodi do pojednostavljenja cjelokupnog proracuna. Ovaj nacin proracuna ima dugu
tradiciju u praksi, no mnogi upozoravaju na njezine nedostatke i nedovoljnu to¢nost
[10,26].

Naime, predlaze se da se prednapeta membrana zamijeni mrezom linijskih
elemenata koji predstavljaju vliaéno napregnute kabele [11]. Sile u Stapovima koje
dobijemo proraunom predstavljaju rezultantu naprezanja koja djeluju na odredenoj
Sirini dijela memebrane (membrana se podijeli na vrpce odredenih Sirina (u oba smjera)
te se dobiju kvadratni elementi na Ciju se Sirinu raspodijeli sila iz kabela koji je
zamijenio taj dio membrane).

PRIMJERI

Promatramo Sherkovu minimalnu plohu f(x,y) = In(cosx/cosy). Plohu ¢emo
aproksimirati s dvije razliCite mreze uzZadi i usporediti koordinate &vorova te utvrditi
koliko odstupaju od minimalne plohe. Na temelju toga utvrdit ¢emo je li aproksimacija
membrane mrezom uzadi korektna.

6.2.1. PRVA MREZA - MREZA S KABELIMA CIJE SU TLOCRTNE PROJEKCIJE

PRIBLIZNO PARALELNE S TLOCRTNIM RUBOVIMA PODRUCJA.

Promatramo minimalnu plohu na podruéju x € [-1,1],y € [-1,1].

Slika 40. Ploha f(x,y)=In(cosx/cosy)

MreZa je dimenzija 20x20m. Sastoji se od devet kabela u x smjeru i devet kabela u
y smjeru koji su na medusobnoj udaljenosti od 2,00 m te tlocrtno €ine pravokutni raster.
U sjecistu dvaju kabela nalazi se &vor. Ukupno ima 120 &vorova.

Rubne uvjete mreze, tj. koordinate rubnih ¢vorova dobit ¢emo pomocu rubnih
krivulja plohe na rubovima intervala.
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Slika 41. Pravokutna mreZa dimenzija 20x20m

Tablica 1. Rubni évorovi

Cvorovi Koordinate Cvorovi Koordinate
0,110 0,0,0 6,116 8, 0, 0.595492
1, 111 2,0, 0.254236 7,117 6, 0, 0.53397
2,112 4,0, 0.423661 8, 118 4,0, 0.423661
3,113 6, 0, 0.53397 9,119 2,0, 0.254236
4.114 8, 0, 0.595492 10, 110 0,0,0
5,115 10, 0, 0.615626

Treba napomenuti da za primjenu metode gustoce sila ne treba zadavati koordinate
unutarnjin ¢vorova, ali je to zbog preglednosti i odredivanja povezanosti Stapova i
¢vorova pogodno uciniti.

Koordinate ¢vorova zadajemo naredbom
make_nodes (nnds, nd1, dd),
gdje su

nnds broj ¢vorova,
ndl koordinate prvog ¢vora ,
dd korak po osima x, y ili z

nds = make_nodes (11, [0., 0., 0], [2., 0., 0.])
nds.extend (make_nodes (11, [0., 2., 0.], [2., 0., 0.]))
nds.extend (make_nodes (11, [0., 4., 0.], [2., 0., 0.]))
[2.,0.,0.]) ....itd
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Rubne ¢évorove zadajemo pojedinacno:

nds[1] = [2.,0.,2.54236]
nds[2] = [4.,0.,4.23661]
nds[3] = [6.,0.,5.33397]
nds[4] = [8.,0.,5.95492]
....itd

Kabele definiramo naredbom:
cable (pocetni ¢vor, broj elemenata, korak)

Generirano je po devet kabela u x i y smjeru te su podijeljeni na elemente izmedu
svakog para ¢vorova.
cbls = [cable (11, 11, 1)] cbls.append (cable (33, 11, 1))
cbls.append (cable (22, 11, 1)) ...itd

els = make_elements_on_cables (cbls)

Dobivena je mreZa pocetnih, pretpostavljenjih koordinata:

c.“.
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20.0

10.0 ¢+ +"10.0

20.0 -0.0

Slika 42. Zadane koordinate

Rubne (nepomi¢ne) ¢vorove zadali smo naredbom

supps = [0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,21,22,32,33,43,44,54,55,65,66,76,77,87,88,98,99,
109,110,120,111,112,113,114,115,116,117,118,119]

Za svaki smo element zadali jedini¢nu gustodu sila

gs = make_force_densities (len (els))

Nakon toga slijedi prvi korak iteracije kojim smo dobili nove koordinete unutrasnjih

évorova:
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nc = FDM (nds, els, supps, gs)
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Slika 43. MreZa nakon prve iteracije

Naredbom

list_of element forces (I1,gs)

dobit éemo sile u svakom elementu mreze:

[3.23474796075367, 2.70316881574173, 2.34223260637401, 2.11954566915465,
2.01309319640836, 2.01309319640835, 2.11954566915466, 2.34223260637401,...

Vidimo da se sile medusobno razlikuju, tako da dobivena mreza nije minimalna. Zbog
toga nastavljamo s iteracijskim postupkom. Na slici xy prikazana je mreza nakon 10

koraka.

6.2 .
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-0.0 20.0
L .
L
10.0 ey w00
20.0 -0.0

Slika 44. MreZa nakon deset iteracija

Nakon 206 koraka maksimalna greSka razlike u vrijednostima sila iznosi
0.0000999915823798325, a mreZa poprima oblik prikazan na slici 44.
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6.2 .

20.0

10.0 * » & 10.0

20.0 -0.0

Slika 45. MreZa nakon 206 iteracija

6.2.2. DRUGA MREZA-MREZA S DIJAGONALNIM KABELIMA:

Mreza se sastoji od ukupno 38 kabela te ima 220 ¢vorova.

211 212 213 214 215 216 217 218 219 ——
ZOW /\f\, /k/k/ \{"9
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Rrocecetedeteteteiece
g Sessecesetecececesty

% 0:0:0:0:0:0:0:0:0:1"
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105% xxxx 115
104

95 |
g x \)\«“\r/‘ Q’{} <>

ot f f\)f)/f«, OxCy &fx@ &

4232 /“\ >\></ /“\ “/x @ 52
21¢ u\’ >/ < ><>f< 0 31
\,J‘X/‘\Qf<> &f\f{‘\«\wf@

7 8 9 10

Slika 46. MreZa s dijagonalnim kabelima,
dimenzija 20x20m

Cvorove i kabele definiramo na isti naéina kao i u prvoj mrezi.

Dobivena je mrezZa pretpostavljenih koordinata:
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Slika 47. Zadane koordinate

Rubni su évorovi:

supps =10, 1, 2, 3,4,5,6, 7,8, 9, 10, 210, 211, 212, 213, 214, 215, 216, 217, 218,
219, 220, 21, 42, 63, 84, 105, 126, 147, 168, 189, 31, 52, 73, 94, 115, 136, 157, 178,

199]
Nakon zadavanje jedinicnih gustoca sila i provedene prve iteracije, dobit cemo

sljede¢u mrezu.
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Slika 48. MreZa nakon prve iteracije

Uz sile u elementima

[2.90922573369617, 2.90922573369617, 2.52028446456230, 2.57384382833316,
2.57384382833316, 2.52028446456230, 2.23031493169481, 2.27834950983522,
2.30727378343351, 2.30727378343351, 2.27834950983522, 2.23031493169482,
2.01492393113775, 2.04408269798324, 2.06988960209417,2.08520406286608, ...
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| sada se sile razlikuju, pa nastavljamo s iteracijskim postupkom.
Nakon 100 iteracija dobit cemo
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Slika 49. MreZa nakon sto iteracija

Sile u elementima su sad

[1.00000000000000, 1.00000000000000, 0.999991837517625, 1.00000743324334,
1.00000743324334,0.999991837517626, 1.00000337911284, 0.999979266634695,
1.00001592518471, 1.00001592518471, 0.999979266634692, 1.00000337911284,

1.00000496681914, 1.00000127965172,....

Dakle, priblizno jednake (u okvirima zadane to¢nosti).
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6.2.3. ANALIZA REZULTATA

U daljnjem tekestu napravljena je analiza dobivenih koordinata dviju mreza s
minimalnom plohom.

Tablica 2. Prikaz koordinata minimalne
plohe i mreze Cije su tlocrtne projekcije

kabela paralelne s tlocrtnim rubovima
podrucja
Evor Pravvokutna Minimalna
mreza kabela ploha
11 -2,54236 -2,54236
12 0 0.
13 0,86732 0,60447
14 1,36265 0,93226
15 1,62082 1,09848
16 1,70073 1,14923
17 1,62082 1,09848
18 1,36265 0,93226
19 0,86732 0,60450
20 0 0
21 -2,54236 -2,54236
22 -4,23661 -4,23661
23 -0,86732 -0,60450
24 0 0.
25 0,48861 0,32389
26 0,74132 0,48681
27 0,81907 0,53623
28 0,74132 0,48681
29 0,48860 0,32389
30 0 0
31 -0,86732 -0,60450
32 -4,23661 -4,23661
33 -5,33397 -5,33397
34 -1,36265 -0,93226
35 -0,48860 -0,32389
36 0 0
37 0,25163 0,16225
38 0,32878 0,21128
39 0,25163 0,16225
40 0 0

Tablica 3. Prikaz koordinata minimalne
plohe i mreZe s dijagonalnim kabelima

Evor Dijagonalni | Minimalna
kabeli ploha

11 0 0

12 2,22718 2,14369
13 3,66623 3,49932
14 4,53864 4,31058
21 -2,54236 -2.54236
22 0 0

23 1,92449 1,78372
24 3,11475 2,85185
25 3,76641 3,42520
32 -2,22718 -2,14369
33 0 0

34 1,63244 1,4604
35 2,58061 2,27883
42 -4,23661 -4.23661
43 -1,92449 -1,78372
44 0 0

45 1,35028 1,17024
46 2,06340 1,76775
53 -3,66623 -3,49932
54 -1,63244 -1,4604
55 0 0

56 1,07792 0,909246
63 -5,33397 -5.33397
64 -3,11475 -2,85185
65 -1,35029 -1,17024
66 0 0

67 0,81439 0,67217
74 -4,53864 -4,31058
75 -2,58061 -2,27883
76 -1,07792 -0,909246

53




Aproksimacija membrane mrezom uzadi

41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

54

-0,48860
-1,36265
-5,33397
-5,95492
-1,62082
-0,74132
-0,25163
0
0,07700
0
-0,25163
-0,74132
-1,62082
-5,95492

-0,32389
-0,93226
-5,33397
-5,95492
-1,09848
-0,486814
-0,16225
0
0,0489305
0
-0,16225
-0,486814
-1,09848
-5,95492

77
84
85
86
87
88
95
96
97
98

0
-5,95492
-3,76641

-2,0634
-0,81439

0
-4,95249
-3,01622
-1,56116
-0,55515

0
-5.95492
-3,4252
-1,76775
-0,67216
0
-4,69211
-2,6472
-1,30569
-0,45081

Radi preglednosti usporedbe prikazan je i presjek po jednoj od ravnini simetrije plohe (njega
je moguce prikazati jer u toj ravnini nije doSlo do micanja kabela po x ili y smjeru).

Tablica 4. Koordinate &vorova u petoj ravnini

Cvor Pravokutna mreza Dijagonalni kabeli Minimalna ploha
kabela

105 (55) -6,15626 -6,15626 -6,15626
106 (56) -1,70074 -3,97425 -3,61391
107 (57) -0,81908 -2,28513 -1,91965
108 (58) -0,32879 -1,06545 -0,82229
109 (59) -0,07700 -0,28895 -0,201348
110 (60) 0,14074 0,00000 0

111 (61) -0,07700 -0,28895 -0,201348
112 (62) -0,32879 -1,06545 -0,82229
113 (63) -0,81908 -2,28513 -1,91965
114 (64) -1,70074 -3,97425 -3,61391
115 (65) -6,15626 -6,15626 -6,15626
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Visina od referentne ravnine [m]

1,00

0,00
-1,00
-2,00
-3,00
-4,00
-5,00
-6,00

-7,00

Presjek 5

105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115

Cvorovi

==¢==Pravokutna mreza
kabela

== Dijagonalni kabeli

=== Minimalna ploha

Slika 50.
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Zakljucak

7.ZAKLJUCAK

U radu su razradeni primjeri primjene prosirenog iteracijskog postupka utemeljenog
na linearnoj metodi gustoca sila.

Na primjeru mreZa uzadi prikazano je kako se neki problemi koji se mogu javiti kod
rieSavanja klasichom metodom gustoca sila mogu uspjeSno rijesSiti primjenom ove
metode i uvodenjem kinemati¢kih ogranienja.

Metoda je bila primijenjena i na pokuSaju aproksimacije membrane (minimalne plohe)
mrezom uzadi. Dana su dva primjera s dvije razliite mreZze uzadi; mreza s kabelima Cije
su tlocrtne projekcije priblizno paralelne s tlocrtnim rubovima podrucja, te mreza s
dijagonalnim kabelima. Pokazano je da je ovakav nacin aproksimacije nekorektan iako
se Cesto primjenjuje u praksi.
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