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1. UvOD

Uobicajene gradevine od betona, ¢elika ili drva imaju dvije glavne karakteristike: krutost i
tezinu. Upravo ih te karakteristike ¢ine stabilnima i1 sposobnima nositi vanjska opterecenja.
Okviri prenose opterecenje pomocu Krutosti i otpornosti na savijanje, dok zidovi i masivni
lukovi stabilnost odrzavaju i svojom tezinom. U svim vlaénim konstrukcijama pa tako i u
prednapetim konstrukcijama od platna ili uzadi, tezina i krutost nisu dostatne konstrukcijske
znacajke kojima konstrukcija moze preuzeti opterecenja te ostati stabilna i zadrzati funkciju
kojoj je namijenjena. Konstrukcije od platna vrlo su lagane te je njihova tezina gotovo
zanemariva, a materijali su fleksibilni. Takvim su konstrukcijskim sustavima za stabilnost i
mehani¢ku otpornost potrebne druge znacajke. Komponente takvog sustava zahtijevaju
razmjeStaj u poseban geometrijski oblik - plohu (engl. surface shape) kad su podvrgnute
prednaponskim silama. Oblik plohe koji ¢e konstrukcija od vla¢nih elemenata zauzeti nije
unaprijed predodreden niti ga mozemo unaprijed znati. Nakon $to su odredeni rubovi i leZajna
mjesta konstrukcije te odredena unutarnja naprezanja u neopterecenom stanju (engl. prestress
pattern), postajat ¢e samo jedan trodimenzionalni oblik plohe u kojem ¢e konstrukcija biti u
ravnotezi u svim svojim tockama. Upravo ¢e tom obliku pripadati minimum potencijalne

energije.

U ovom radu bavit ¢u se teoremom o stacionarnoj vrijednosti potencijalne energije, a kao
primjer koji se sve ¢eSce i CeS¢e primjenjuje su i viseée konstrukcije od platna i uzadi. Bavit
¢u se problemima nalaZenja oblika konstrukcija od platna te matematickim i fizi€kim

modelima potrebnima za proracun stabilnosti vise¢ih konstrukcija od platna.

Slika 1. Canada Place, Vancouver, British Columbia


http://en.wikipedia.org/wiki/Canada_Place
http://en.wikipedia.org/wiki/Vancouver,_British_Columbia

2. DIFERENCIJALNA JEDNADZBA RAVNOTEZE UZETA
2.1. 1IZVOD JEDNADZBE

Proucavamo ravnotezni polozaj uzeta na koje djeluje zadana vanjska sila. Uzet ¢emo da
na odsjecku [0,1] na osi x leZi nedeformirano uZe. Pod utjecajem vanjske sile uze se
deformira. Pretpostavit ¢emo da je ta sila slaba tako da se deformirani polozaj uzeta malo
razlikuje od segmenta [OJ ] Ogranicit ¢emo se na ravninski problem: pretpostavit ¢emo da je
vanjska sila paralelna ravnini xy, tako da i

deformirana zica lezi u ravnini Xy.

Pri deformaciji tocka na mjestu X nedeformirane ¥ A

zice prijede u neki polozaj P(x). Pomak xP(x) ima P(Y)
uzduznu i popre¢nu komponentu. Pretpostavit ¢emo

da se uzduzni pomak (pomak u smjeru osi X) moze u(x)

I
I
I
|
X

zanemariti. Popreéni pomak, progib (smjer osi Y),

tocke X oznacit ¢emo sa u(x) (sl.1). Slika 2. Pomak tocke na mjestu x
Deformirana Zica tada ima jednadzbu
y=u(x). 1

Derivaciju u'(x) nazivamo deformacijom na mjestu x. Pretpostavka da je deformacija mala

1zrazava se uvjetom

u'(x)|<<1  zasvakox. )
Iz jednakosti
u(x):u(0)+_(|:u'(§)d§ 3)
dobivamo
‘u(x)—u(o)‘z!;u'(é)dgg s!‘u'(é)‘d <<£d§=x£l (@)




—I <<1 )

Prema tome, pri maloj deformaciji relativni progib u(x)-u(0) je (po apsolutnoj vrijednosti)

malen u odnosu na duljinu zice.

Ako se zica pod utjecajem vanjskih sila nalazi u ravnotezi, funkcija U (ravnotezni
progib) zadovoljava diferencijalnu jednadzbu koju ¢emo izvesti na temelju dobro nam
poznatog uvijeta ravnoteze sila: ako je tijelo u ravnotezi, zbroj svih sila koje djeluju na bilo
koji dio tijela jednak je nuli. Da bismo primjenili taj uvjet moramo poznavati sile koje djeluju
na proizvoljni, izdvojeni dio deformirane zice. To su unutarnja kontaktna i vanjska linijska

sila.

Unutarnja kontaktna sila opisuje djelovanje jednog komada Zice na drugi koji mu je
susjedan. Ta je sila potpuno odredena polozajem kontakta, tj. ne ovisi o veli¢ini izdvojenog
komada. Silu kojom dio P(x)P(l) djeluje na dio P(0)P(x) oznagcit ¢emo sa q(x). Dio P(0)P(x)
djeluje na dio P(X)P(I) silom —q(x) (s 2.).

y

A5

G0) ™

Slika 3. Djelovanje unutarnje kontaktne sile

Funkcija q(x) definirana je i na krajevima x=0i x=I: —q(0) i q(I) vanjske su

kontaktne sile. Ako je x, < x,, nadio P(x1)P(x.) djeluje rezultanta kontaktnih sila
406)~q(x) ©)
Neka je t(X) jedini¢ni tangencijalni vektor uZeta u tocki P(X):

- i+u(x)]

(x) =1
Jee (0 () )



Zbog (2) je:

1+ (u'(x)* =1, (8)
pa je

t(x) =i+u'(x)]j. ©)

Budu¢i da uzimamo da su flekcijska i posmi¢na krutost uzeta zanemarive, kontaktna je sila

tangencijalna na uze:
A(x) =a()t(x), (10)

gdje je a(x) napetost Zice u tocki P(x). Pretpostaviti ¢emo da je uze napeto u svakoj tocki, tj.

da vrijedi

a(x)>0 zasvako x €[0,1]. (11)

Iz (9) i (10) slijedi
d(x) =a()i+a(x)u'(x)]. (12)

Stavljajuéi q(x)=0a,(x)i+a,(x)] , iz (12) dobivamo
g, (x) = a(x), (13)
q, (x) =a(x)u’(x).

(14)

Prema (13) uzduzna je kontaktna sila napetost uzeta. Pretpostavka (11) posebno znaci
da su gx(1)>0 i g«(0)>0.

Vanjska linijska sila rasporedena je po uzetu. Neka je ?(X) =f, (X)T+ f, (X)] linijska
gustoca te sile, tj. vanjska sila po jedinici duljine uzeta. Kako zbog (8) za element luka uzeta

imamo

ds = 1+ (u")?dx = dx, (15)



pod veli¢inom ?(X) mozemo razumijevati silu po jedinici duljine nedeformirane zice. Ukupna

linijska sila koja djeluje na komad P(x;)P(x2) za (X <X, ) jednaka je

j f (x)dx =Tj f (X)dx+ ] j f, (x)dx. (16)
X X X
Prvi je ¢lan na desnoj strani uzduzna, a drugi popre¢na linijska sila.

Sada mozemo izraziti uvjet ravnoteze sile. Izdvojit ¢emo dio P(0)P(x) za proizvoljan

x. Na njega prema (6) i (16) djeluju rezultanta kontaktnih sila  q(x)—q(0) i linijska sila

.([ f(5)ds . Ako je zica u ravnotezi, onda je

a(x)—a(0) +£ f(&)de=o, 17)
ili u komponentama:

A, (x) -0, (0) + j £, (£)dg =0, (18)

%()-6,(0) +] £,()dz =0 (19)

Jednadzba (18) izrazava napetost q,(X) =a(x) pomocu vanjskih uzduznih sila:

a(x) =a(0) -[ f(&)d¢. (20)

12 toga shijedi 20V =30) [ LS i a0 =al) [ yurgavajuci 10 u 20)

dobivamo drugi izraz za napetost:
|
a(x)=a() -[ f,(£)d¢. 1)

Prema (21) napetost u toc¢ki P(X) jednaka je ukupnoj uzduznoj vanjskoj sili koja

djeluje na dio P(x)P(l), a prema (20) ukupnoj uzduznoj vanjskoj sili koja djeluje na dio



P(0)P(x). Budu¢i da vanjske sile smatramo poznatim, i napetost a(x) smatrat ¢emo zadanom
funkcijom. Posebno, za f,=0 dobivamo a(0)=a(x)=a(l). Dakle, ako je uze napeto Ssamo

vanjskim kontaktnim silama, napetost je konstantna.

Jednadzba (19) opisuje popre¢nu ravnotezu uzeta. Uvedemo li oznake g,=q, fy=f, dobivamo
a(x)—q(0) +[ f(£)d& =0. 22)
0
Vezu popre¢ne kontaktne sile i poprecne deformacije daje jednadzba (14) koja se zove zakon
ponasanja, a U Novoj oznaci on glasi
90) = a()u'(x). 23)

Uvrstavajuci (23) u (22) dobivamo:

a(x)u’(x) —a(0)u'(0) + j f(&)de=0
(24)

To je integralni oblik zakona ravnoteze uzeta ili integralna jednadzba ravnoteze uzeta.

Derivirajuci (24) po x dobivamo
@u'x)'+ f(x)=0 (25)
ili —(a(x)u'(x))"'= f(x), tojest —q'(x)=f(x). (26)

Izraz (25) je diferencijalni oblik zakona ravnoteze uzeta ili diferencijalna jednadzba
ravnoteZe uZeta, a izraz (26) diferencijalni odnos unutarnje i vanjske sile. Naravno, iz (25)

integriranjem dobimo (24) sto znaci da su te jednadzbe ekvivalentne.

JednadZzba ravnoteZe (26) je obic¢na linearna diferencijalna jednadzba drugog stupnja za
funkciju u u kojoj je a koeficijent, a f slobodni ¢lan ili desna strana jednadzbe. Jednadzba je
homogena ako je f=0, a nehomogena ako je f#0. Funkcija u koja zadovoljava jednadzbu

ravnotezZe zove se ravnotezno (stacionarno) stanje ili ravnoteZni poloZaj (progib).



2.2. RUBNI UVJETI

Uz zadane funkcije a i f jednadzba ravnoteze (26) ima opce rjeSenje u koje ulaze dvije
proizvoljne konstante. Prema tome ona ima beskona¢no mnogo rjeSenja. Nas zanima rjesenje
koje predstavlja ravnotezni progib uzeta u zadanim vanjskim uvjetima. Osim podataka a i f,
tim uvjetima pripadaju i popreéne sile na krajevima ili polozaji krajeva. Ti se podaci opisuju

rubnim uvjetima.
Ako je na kraju x=0 zadan progib uy onda je
u(0)=uo. (27)

U tom slucaju poprecna sila na kraju nije zadana, nego se ocituje kao reakcija
fiksiranog polozaja. Ako je Up=0 kazemo da je kraj uc¢vrséen. AKo je Up#0, kazemo da je
zadan prisilni pomak. Najjednostavniji nacin da se kraj ucvrsti je onaj na glazbenim
instrumentima. Ako je za kraj objeSen uteg mase M>0 (kojim se realizira napetost) onda je taj
kraj nuzno ucvrS¢en. Naime, pretpostavka da je vanjska poprecna sila slaba znaci da je ona
mnogo manja od napetosti, u naSem slucaju od tezine utega. Zbog zakona ravnoteZze ta sila ne

moze podi¢i uteg.
Ako je na kraju x=0 zadana popre¢na kontaktna sila go=0, onda je
4(0)=0p. (28)

Uzimajuci u obzir (23) i (11) umjesto (28) pisemo

0y —c—_Jo
HO=c=20 (29)

Isti tipovi rubnih uvjeta definiraju se za kraj x=I.

Poopcenje uvjeta (27) i (29) su rubni uvjeti

au'(0)— Au(0) =c, (30)
yu')+ou()=d, 31)
gdje su a, £, 7, 9, ¢ i d zadani brojevi koji zadovoljavaju nejednakosti
a>0,8>0,a+ 3 >0, (32)
72>0,620,7+8 >0. (33)



Ako je a=0, rubni uvjet (30) je geometrijski ili Dirichletov, a ako je =0 on je prirodni ili
Neumannov. Ako su o#0 i B#0, rubni je uvjet mjeSoviti ili Robinov. U¢vrSéenom kraju
odgovara Dirichletov, a slobodnom Neumannov rubni uvjet. Uvjet (30) je homogen ako je

¢=0, a nehomogen ako je c#0.

Problem nalazenja rjeSenja jednadzbe (26) koje zadovoljavaju uvjete (30) i (31) zove se
ravnotezni rubni problem. Ocekujemo da ¢e uvjeti (30) i (31) biti dovoljni za jednoznac¢no
odredivanje proizvoljnih konstanata u opéem rjeSenju jednadzbe (26). Drugim rijeCima,
ocekujemo da rubni problem ima jedinstveno rjesenje. No, buduc¢i da nepoznata funkcija u
opisuje ravnotezni polozaj uzeta, za jedinstveno rjeSenje barem jedan rubni uvjet mora biti

geometrijski.

2.3. POSTAVKA RUBNOG PROBLEMA

Budu¢i da u naSim razmatranjima upotrebljavamo postupke diferencijalnog i integralnog
rauna, moramo pretpostaviti da funkcije a,f,u posjeduju “dovoljnu glatkost™. U tom pogledu
integralni i diferencijalni oblik zakona ravnoteze nisu potpuno ekvivalentni. Diferencijalna
jednadzba (26) trazi da funkcija f bude neprekidna, da funkcija a ima neprekidnu prvu, a
funkcija u neprekidnu drugu derivaciju. Cesto, medutim, funkcije f i @' imaju u konaénom
broju tocaka skokove. Integralna jednadzba (24) i tada ima smisla. U njoj se pojavljuje

funkcijaa, alineia'.

Nadalje, iz te jednadzbe odmah slijedi da je funkcija au' neprekidna (jer je integral
funkcije koja ima konacan broj skokova neprekidna funkcija gornje granice). Ako je a
neprekidna, onda je funkcija u' nuzno neprekidna. Medutim, u tocki Xo U kojoj funkcija f ima
skok, funkcija u(x) nema drugu derivaciju (u*(x) ima skok), pa u takvoj tocki nije zadovoljena
diferencijalna jednadzba ravnoteze. Umjesto toga imamo samo uvjete neprekidnosti progiba i

njegove derivacije:
U(Xotdx)=u(Xo*dx), (34)
U'(Xo£dx)=u'(XoxdXx). (35)

Podrucje [0,l] na kojem rjesavamo diferencijalnu jednadzbu moramo stoga podijeliti
na podrucja [0,Xo0] 1 [Xo,1] 1 uvjete (34) i (35) uvesti kao dodatne rubne uvjete. Ako, medutim,

funkcije a i u imaju neprekidnu prvu derivaciju i ako je f neprekidna, tada iz jednadzbe (29)

10



slijedi da au' ima neprekidnu prvu derivaciju, tj. da funkcija u ima neprekidnu drugu
derivaciju i da, prema tome, zadox;oljava diferencijalnu jednadzbu (26). (Naime, ako je

funkcija f neprekidna i ako je g(x) :I f(£)d<é | tada je g'=f, pa je g' neprekidna).
0
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3. TEOREM O VIRTUALNOM RADU

Neka je u ravnotezno stanje, to jest
q+f=0 gq=au'. (1)

Uzmemo li kakvu god funkciju v, pomnozimo (36) sa v i integriramo, dobivamo

| |
Iq'vdx+j fvdx = 0. @)
0 0
Prvi ¢lan na lijevoj strani transformirat ¢emo parcijalnom integracijom:
| | | |
jq 'vdx = j(qv) 'dx—qu'dx =q(h)v(l)—q(0)v(0) —qu‘dx
0 0 0 0 (3)
Sada iz (2) dobivamo
| |
q()v(l) - q(0)v(0) —qu'dx+j fudx = 0.
o0 O

Interpretiramo li funkciju v kao polje virtualnih pomaka, pribrojnike na lijevoj strani
mozemo tumaciti kao rad pojedinih sila na virtualnim pomacima iz ravnoteznog polozaja u:
prva dva pribrojnika oznacuju rad vanjskih kontaktnih sila, a zadnji pribrojnik oznacuje rad

vanjskih linijskih sila. Nazovemo li pribrojnik
| |
—qu'de—Jau'v'dx (5)
0 0
radom unutarnjih sila, jednakost (4) izrazava prvi dio teorema o virtualnim pomacima:

Ukupan rad vanjskih i unutarnjih sila na bilo kakvim virtualnim pomacima iz

ravnoteznog stanja jednak je nuli.

Pretpostavimo sad da funkcija u osim jednadzbe ravnoteze zadovoljava i rubne uvjete.

Na lijevom i desnom kraju uvjeti su geometrijski i, u naSem slu¢aju, homogeni:

u(0)=u(l)=0.
(6)

12



Polje virtualnih pomaka mora zadovoljiti homogene geometrijske rubne uvjete u tockama u

kojima su zadani geometrijski rubni uvjeti funkcije u:

v(0)=v(l)=0.
(7)
Uzimajuci u obzir (6) i (7), iz (4) zakljucujemo da je zadovoljen sljedeéi uvjet:
| |
I(au 'v')dx = j fvdx, za svako v. 8
0 0

Zakljucujemo, ako je funkcija U rjeSenje rubnog problema (1) i (6), onda ona zadovoljava

uvjet (8) .

Zbog proizvoljnosti funkcije v vrijedi i obrat tog zakljucka. Pretpostavimo da funkcija
u zadovoljava uvjet (8) i geometrijske rubne uvjete (6). Prvi ¢lan ¢emo transformirati
parcijalnom integracijom:
| | |
J'au'v'dx:J'(au'v)'dx—J-(au ")"vdx
0 0 0 |
=a()u'(v(l) —a(0)u'(0)v(0) — j(au ) vdx )
0
|

:—I(au )" vdx,

0

jer funkcija v mora zadovoljiti uvjete (7).

Iz (8) i (9) dobivamo

|
—I ((au")'+ f)vdx =0, za svako V. (10)

Treba pokazati da se izraz u zagradi pod znakom intervala poniStava. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je na nekom intervalu (x;,X2) taj izraz razli¢it od nule, npr. pozitivan. Odabrat
¢emo polje virtualnih pomaka w koje je jednako nuli svuda osim na intervalu (x1,X2), gdje je

pozitivno. Stavljajuci da je v=w, dobivamo

13



]Z((au '+ f ) wdx =0. (11)

X

To je kontradiktorno jer je funkcija pod znakom integracije prema pretpostavci pozitivha na cijelom
podru¢ju integracije. Prema tome, ne vrijedi pretpostavka da je izraz (au’)'+f negdje pozitivan;
analogno se obara pretpostavka da je taj izraz negdje negativan. Funkcija u zadovoljava, dakle,

jednadzbu ravnoteze. Buduci da funkcija u zadovoljava i rubni uvjet (6), zakljuc¢ujemo:

Ako dozvoljena funkcija u zadovoljava uvjet (8), ona je rjeSenje rubnog problema (1) i (6)

¢ime se iskazuje drugi dio teorema o virtualnom radu.

14



4. TEOREM O MINUMUMU POTENCIJALNE ENERGIJE
Neka je

F:R — R primitivna funkcija neprekidne funkcije f :R >R,
F:x F(x) =_f f(£)d¢ | odnosno F'=f. (1)
0

Tada su jednadzbe f(x)=0 i F'(x)=0 ekvivalentne. Stacionarne vrijednosti funkcije F su
rjeSenja jednadzbe f(x)=0. Ta stacionarna vrijednosti funkcije F je broj xs za koji u tocki
(xs,F(xs)) graf funkcije F ima horizontalnu tangentu. U Xs funkcija F lokalno poprima
najmanju ili najvecu vrijednost ili je pak (xs,F(Xs)) toc¢ka infleksije grafa s horizontalnom
tangentom. Stacionarna vrijednost naziva se i stacionarnom to¢kom. Treba naglasiti da je
stacionarna tofka toCka Xs na osi X (kao jednodimenzionalnom prostoru koji je podrucje

definicije funkcije F), a ne tocka(Xs,F(Xs)).

4.1. FUNKCIONALI

Funkcional je funkcija koja drugoj funkciji pridruzuje neki realan broj. On je za razliku od
obi¢ne funkcije, koja je zadana na skupu brojeva ili n-torki brojeva (kona¢no dimenzionalnom

vektorskom prostoru), zadan na skupu funkcija.

Na primjer:
b
o povrsina ‘ispod’  krivulje na intervalu [abl:  A=[f(x)dx;
)
b b >
e duljina luka krivulje 'iznad' intervala [a,b]: I(a,b):jds =I 1+[Y'(X) }dx,
a a (3)

jer je duljina infinitezimalnog odsjecka
2
ds = \Jdx? +dy? = ’1+(g—yj dx = «fl{y' (x)]zdx.
X

Budu¢i da funkcije mozemo zbrajati i mnoziti brojem ¢ime ponovno dobivamo funkcije, te

(4)

funkcije tvore vektorski prostor funkcija ili funkcijski prostor.
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Na primjer, ako su
fig funkcije, a a i g brojevi tada je A=af+pg funkcija, h : x > h(x)=af(x)+A(X).

Funkcional je zadan na vektorskom prostoru funkcija ili na funkcijskom prostoru. Funkcije su

tocke ili vektori tog prostora.

4.2. DERIVACIJA FUNKCIONALA

Funkcional ¥ definiran je na funkcijskom prostoru X, ¥: X— R.
Ako su uiv dvije funkcije iz X, a ¢ realna varijabla, tada je i u+ev funkcija iz .X.

Za odabrane funkcije uiv je
w(uv):ebw(uv)(e)=¥(u+ev) ©)

realna funkcija realne varijable, V/(U,V) :R—>R,

Derivacija funkcionala ¥ u tocki/funkciji u u smjeru vektora/funkcije v je broj

4% (u)-v = dy(uv)(e)| _ w(uv)(de) -y (u,v)(0) _ ¥(u+dev)-#(u) _
de |g:o de de

(6)

Funkcional ¥ je diferencijabilan u tocki u € X ako za odabranu funkciju u postoji derivacija
funkcionala ¥ u smjeru svih vektora ve X.
Gateauxova derivacija funkcionala ¥ u tocki u je funkcional

dZu): X >R, d¥U):vi>dZ(u)(v)=d¥(u)-v, (7)
gdje ' - ' oznaCava na odgovarajuci nacin definirani skalarni produkt.

Stacionarna tocka funkcionala ¥ je funkcijaue X zakoju je d#(u)-v=0 zasvakive X.
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4.3. FUNKCIONAL ENERGIJE UZETA

Kao i u prethodnom odjeljku (o virtualnom radu), pretpostavljamo da su krajevi uzeta
ucvrsceni, pa su geometrijski rubni uvjeti homogeni: u(0)=0 i u(l)=0. Funkcijski prostor je
Xo; to je potprostor prostora X koji sadrze funkcije iz X koje na rubovima poprimaju

vrijednost nula.

Funkcional energije ima oblik
P (u) = %j}.q(x)u '(x)dx —j([ f (X)u(x)dx = %;[ a(x)[u '(x)]2 dx —JI; f (x)u(x)dx . (8)

Prvi je ¢lan potencijalna energija deformacije, dok je drugi ¢lan potencijalna energija zadane
vanjske sile. Izvod izraza za potencijalnu energiju deformacije uzeta analogan je izvodu izraza

za potencijalnu energiju uzduzne deformacije Stapa, poznatom iz Otpornosti materijala.
Derivacija funkcionala energije je
1(1 2 |
d¥(u)-v= d—[EIa(x)[u '(x)+dev'(x)] dx—J. f () [u(x) +dev(x)Jdx
& 0 0

1

: ja(x) [u)] dx+z|: f (x)u(x)dx)

- d_lg(dgi a(x)u'(x)v'(x)dx + %dgzia(x) [vi()] dx —dgi f (X)V(X)dXJ

= ja(x)u (X)v'(x)dx — j f (x)v(x)dx.

(9)
Stacionarne tocke funkcionala su one za koje vrijedi
| |
ja( X u'(x)v'( x)dx—I f(x)v(x)dx =0 zasvakive X (10)
0 0
Prema teoremu o virtualnom radu (3.8) funkcija u zadovoljava jednadzbu ravnoteze
[a(x)u'(x)]'+ f(x)=0 (11)
ako i samo ako je
| |
j a(x)u'(X)v'(x)dx = j f (X)v(x)dx za svaki v e Xo. (12)
0 0
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Time smo dokazali teorem o minimumu potencijalne energije sistema:

Od svih kinematicki moguéih stanja pomaka stvarni su pomaci, Kkoji opisuju
ravnoteznu konfiguraciju sistema, oni koji tvore stacionarnu tocku potencijalne energije

sistema izrazene funkcijom pomaka (i odgovaraju¢ih deformacijskih velicina).

Pri linearnom odnosu sila i pomaka pripadna vrijednost je minimum. (Za utvrdivanje

vrste vrijednosti funkcije u stacionarnoj tocki treba odrediti 1 drugu derivaciju funkcionala.)

4.4, OPCENITII OBLIK FUNKCIONALA I EULER-LANGRANGEOVA
JEDNADZBA
Pomoéu funkcije F:R® =R, F (X, Xy, X;) = F(X, X, X;) (13)

definirati ¢emo funkcional ¥ : X — R,

Y(u)= j. F(x,u(x),u'(x))dx

(14)
Zaodabraneu e Xiv e Xo funkcija w(u,v):R—R,
b
w(u,v)(e) = _[ F(x,u(x) + &v(x),u’'(x) +e&v'(x))dx
a (15)
je funkcija jedne varijable, pa je njezina derivacija po toj varijabli
dy(u,v)(¢) _T OF d(u+ev) oF d(u+ev)),
de - L 0X, de OX, de
b
= I(asz+83Fv' )dx
:
= [(8,Fv+[0,Fv] +[0,F ] v)dx
b b b
= [8,Fvdx+8,Fv[) - [[2,F ] vax
b
= [(8,F —[5F ] vdlx. (16)
Stacionarne tocke funkcionala su one tocke za koje vrijedi
b
[(,F ~[osF] dx=0  zasvakive X, (17)
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tako da Euler Lagrangeova diferencijalna jednadzba ima oblik

8,F-[0,F] =0,

a njenu primjenu na funkcional energije uzeta prikazujemo ovim jednadzbama:

yf(u):j(—f(x)u(x)+%a(x)[u'(x)]2jdx,

FOUOOU(0) == U0 +2 a0 (0T
o0,F =—1f(x),
0,F =a(x)u(x),
(8,F) =[a()u'(x)],

[a(x)u'(x)]+ f(x)=0.

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

Jednadzba (24) jednadZzba je ravnoteze uzeta. Ovim smo izvodom 'preskocili' korak u kojem

smo ranije morali primjeniti teorem o virtualnom radu.

19



5. KONSTRUKCIJE OD PLATNA

5.1. SPECIFICNI PROBLEMI: ODREDIVANJE OBLIKA I ODREDIVANJE
KROJA

5.1.1. ODREDIVANIJE OBLIKA

Danas je tesko zamisliti projektiranje prednapetih konstrukcija od platna bez podrske
racunala 1 posebnih racunalnih programa. Ponasanje ovih konstrukcija je izrazito nelinearno.
Geometrijska nelinearnost je posljedica velikin pomaka, a katkad se u obzir uzima i

materijalna nelinearnost.

Jedna od posebnosti proracuna prednapetih gipkih konstrucija je nalazenje oblika (eng.
form finding) konstrukcije optere¢ene prednaponskim silama, prije nanoSenja Kkorisnog
optereenja i uz zanemarivanje vlastite teZine. Znaci, oblik se prednapetih konstrukcija ne
moze unaprijed odrediti ili odabrati po volji nego se mora proracunati iz uvjeta ravnoteze,

uvazavajuci rubne uvjete, topologiju konstrukcije i razdiobu prednaponskih sila.

5.1.2. ODREDIVANIJE KROJA

Problem kroja postoji kod konstrukcija od tkanine zbog ¢injenice da se dvostruko
zakrivljene krovne plohe ne mogu bez uzduznih deformacija razmotati u ravninu, a tkanine se
proizvode u ravninskom (ili razmotljivom) obliku. Unutarnjim naprezanjima, odredenima za
teorijski idelan oblik membrane, pribrajaju se i dodatna naprezanja kao posljedica deformacije
ravnih komada tkanine u vitopernu plohu. Ta naprezanja nuzno postoje i kad je tkanina
optimalno skrojena, jer se 1 ona sastoji od ravnih komada, ali naprezanja postaju mnogo veca
ako kroj znatno odstupa od optimalnog. Naprezanja zbog vitoperenja rastu kad se komadi
tkanine povecavaju. Naime, §to se veci ‘
dio plohe pokriva jednim komadom
tkanine, potrebne su vece deformacije da
poprimi projektirani oblik. Posljedica je
da konstrukcija ne poprimi tocan oblik
minimalne plohe, koja po definiciji, u
ravnoteznom  stanju  ima  jednolika

—

naprezanja (o minimalnoj plohi ¢u pisati

kasnije). Upotreba premalih komada S

tkanine takoder je nepovoljna jer uzrokuje Slika 4. Denver International Airport
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prevelik broj spojeva, koji dijeluju kao ukrute na kojima je tkanina preklopljena (sasSivena,
zalijepljena, zakovana ili zavarena). Pri izvoru optimalne veli¢ine tkanine treba voditi racuna

ne samo o dodatnim naprezanjima nego i o uvjetima izvedbe i smjerovima vlakana.

5.1.3. OSTALI PROBLEMI

Osim ovih posebnih, moraju se rjesavati i "obi¢ni" problemi kakvi se pojavljuju pri
modeliranju i1 proracunu svih ostalih konstrukcija: odredivanje pomaka, deformacije i
naprezanja pod vanjskim opterecenjima, dinamicki proracuni itd. Zbog jako izrazene
geometrijske nelinearnosti prednapetih konstrukcija (jednadzbe ravnoteze, naime, treba
postavljati na deformiranom obliku), i ti, inae standardni problemi, Cesto prelaze u
nestandardne. Problemi postaju joS sloZeniji ako uz geometrijsku treba u proracun ukljuciti i
materijalnu nelinearnost, §to je neizbjezno pri uporabi tkanina i uzadi od prirodnih i

sintetickih materijala.

5.2. FIZICKI I MATEMATICKI MODELI

Kao konstrukcijski elementi vlac¢ni dijelovi u¢inkovitiji su od tla¢nih. Dok ¢e tanki
tlaéni elementi imati tendenciju izvijanja pod porastom opterecenja, vlacni elementi ce
prilikom porasta opterecenja postati stabilniji. Naprezanje ¢e povuéi svaki element u liniju te
tako cijelu konstrukciju uciniti zategnutom. Vlacni elementi maksimalno iskoriStavaju
materijalne karakteristike, a optere¢enje prenose jednoliko po plostini poprecnog presjeka.
Opterecenje ¢e djelovati u srediStu svakog pojedinog vlakna te ¢e svaki segment nositi

jednaku koli¢inu naprezanja.

Povrsinski oblik vlaénih konstrukcija sadrzi geometrijski red koji odrazava zakone
povrsinskih sila u ravnotezi. Pronalazak odgovarajuceg oblika zahtjeva upotrebu postupaka s

kojima su gradevinski inzenjeri i arhitekti rijetko upoznati.

Matematicki, ploha se Cesto predstavlja mrezom presijecajuc¢ih uzduznih sila. Ako su
pravilno odredene sile svih linija koje se sijeku u jednom ¢voru, one se nalaze u ravnotezi s

tezinom konstrukcije u tom ¢voru.

Osnovna sredstva za istrazivanje i definiranje oblika povrsine vla¢nih konstrukcija su

prostorni fizi¢ki i raCunalni modeli. Istrazeno je nekoliko razlicitih tehnika modeliranja. Jedan
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od fizi¢kih modela koji se upotrebljava je pojava koja je svima poznata jo§ otkada smo bili
djeca. Svatko od nas igrao se s balonc¢i¢ima od sapunice. Opna od sapunice se razapela
izmedu ziCanih okvira te puhanjem oblikovala kuglu - stanje minimuma energije u kojemu je
napetost u svakoj to¢ki i smjeru u dirnoj ravnini jednaka. No, za nalazenje oblika visecih
konstrukcija fizikalni je model opna razapeta na okviru. Mjehur je model pneumatske
(napuhane) konstrukcije. U ovom radu ograni¢avamo se na nalazenje oblika konstrukcije od
platna sa Cvrstim rubovima. Matematicki model je u tom slucaju nelinearna parcijalna
diferencijalna jednadzba plohe minimalne povrSine, razapete zatvorenom prostornom
krivuljom. NalaZenje oblika konstrukcije od platna sa ¢vrstim rubovima svodi se na klasi¢nu

zadacu varijacijskog rac¢una - na problem minimalne plohe ili Plateauov problem.

Slika 5. Opna od sapunice

Drugi na¢in modeliranja je mreZa od elasti¢nih vrpca koja se koristi za ne tako sloZene

oblike.

Najbolje sredstvo za modeliranje i
ilustriranje koncepcije vla¢nih povrSina je
rastezljiva tkanina. Najpovoljnija je lagana i

rastezljiva tkanina u oba smjera. Modeli od

.....

Slika 6. Modeliranje pomocu rastezljive tkanine
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5.3. OPNA OD SAPUNICE

5.3.1. FUNKCIONAL ENERGIJE
Krov od tkanine opterecen samo jednolikim silama prednapona ponaSat ¢e se poput

idealne membrane - opne od sapunice. Naprezanja u opni jednaka su u svakoj tocki i svim

smjerovima tangencijalne ravnine.

5.3.1.1. PLOSTINA PLOHE

r

Plostinu elementarne plohe dobiti ¢emo

pomocu vektora (vektori tangencijalne ravnine
na plohu) du =idx +ka,zdx i dv= jdy+ko,zdy.

Slika 7. Plostina plohe

Plostinu elementarne plohe A dobivamo pomoc¢u vektorskog produkta

dA:HdadeH:\/(daxdv)-(dade), 2)

i j k
duxdv=ldx 0 9,zdx|=-io,zdxdy - jo,zdxdy + kdxdy.
0 dy o,zdy 3)
Prema (3) i (2) dobivamo
(dﬁ><d\7).(dl]><d\7)=(axzdxdy)2 +(ayZdXdy)2 +(dxdy)”
(4)

[(6Xz)2 +(ayz)2 +1}(dxdy)2 :
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te konacno za plostinu elementarne plohe dobivamo jednadzbu

dA= \/1+(8Xz)2 +(2,2) dxdy. (5)

Plostina plohe 'iznad' podrucja Q ima oblik

3(2) =HQ dA =_UQ\/1+(5XZ)2 +(8yz)2 dxdy. (6)

Promjena elementarne plostine dxdy pri napinjanju opne na rubnu krivulju izrazava se

formulom

[\/1+ [axz]2 + [ayzf —1} dxdy,

()

pa je deformacijska energija opne

E(u)= HQJ[\/1+[8XZ( x,y)]2 +[8yz( x,y)]2 —1} dxdy,
(8

pri ¢emu je o naprezanje u opni. TO je naprezanje uz neke (kemijske) uvjete neovisno o
povrsini plohe, pa se minimizacija energije svodi na minimizaciju plostine plohe. Ploha koja
ima najmanju plostinu od svih ploha, koje zadovoljavaju iste rubne uvjete, naziva se
minimalnom plohom.

5.3.2. FUNKCIONALI NA PROSTORU FUNKCIJA DVIJU VARIJABLI
Budu¢i da je sada u funkcija dviju varijabli i da ima dvije parcijalne derivacije, trebat

¢e nam funkcija pet varijabli:
F IR R, F (X, Xy, Xgy X4y %o ) > F (X, Xy, X5y Xys Xs)-
9)

Pomoc¢u nje moZemo definirati funkcional ¥: X —R,

¥(u)= ”Q F (X y,u(x, y),0,u(x,y),o,u(x, y))dxdy. (10)

Uz odabrane u € X iv € Xp funkcija w(u,v):R—>R,
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w(u,v)(e)= 'UQ F(X,y,u+e&v,0,U+e&,vo U+ed V)dxdy (11)
funkcija je jedne varijable.

Derivacija funkcije y(u,v) je

%(‘9’)(8) =[] (2Fv+a,Fa,v+0,Fa,v)dxdy
- j J'Q(ast+8X(64Fv) —0,0,FVv+0,(05FV)—8,0,Fv) dxdy
~ [[. (04F ~0,0,F ~0,0,F Jxdy + [[ (3, (0,Fv)+2, (2,Fv) ixdy
(
(

= [[ (8,F —0,0,F -8,8,F vaxdy+ p_v(o,Fdx—o,Fdy)
= [[ (8,F —2,0,F —0,0,F Jvdxdy.

(12)
Stacionarne toc¢ke funkcionala su one tocke za koje vrijedi
] (0:F —8,8,F —0,0F dxdy =0 zasvakiv e Xo, (13)
pa je Euler-Lagrangeova diferencijalna jednadzba
o,F-00, F-0,0, F=0.
u X~ Uy y-uy 0 (14)
54. MINIMALNA PLOHA
Kako su
F =\/1+[a [ +[0,2]
X Y i (15)
0,z
0,F =0, aZF:‘aXZ, o, F=—2, (16)
" F v F
uvrStavanjem u (9) dobivamo prvi oblik diferencijalne jednadzbe minimalne plohe:
0,z
0, %% 1o S o,
F F (17)

Ako sada provedemo naznacene derivacije
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8,0, F =0, 6;2 _ 0,ZF—-0,20,F

F2
0,2F —0,2(0,Fa,2+0, Fo,1)
o (18)
:iz 0, ZF —0,2| 0,1 aXZ+8XyzL :
F F F
0,z 1 a><Z 0,2
ayazyF=5y%=;[awz':_avz(axyz F +8WZ%H’ 19)

Nakon sredivanja dobivamo

[Fz —(axz)z}axxz —20,20,20,,2 +[F2 —(8yz)2}8wz =0,
(20)

i na kraju, drugi, poznatiji oblik diferencijalne jednadzbe, tzv. Lagrangeovu jednadzbu:
2 2
11+(0,2)' [0,2-20,20,20,2+[1-(8,2)" 0,20 1)

Minimalne plohe prednapetih konstrukcija su sedlaste - u svakoj toc¢ki imaju negativnu
Gaussovu zakrivljenost. To znaci da srediSta glavnih zakrivljenosti u nekoj tocki leZe na
suprotnim stranama plohe. Minimalan broj ucvri¢enja
vlaénih konstrukcija je 4, imaju tzv. four point structure
(tri tocke daju trivijalno rjeSenje - dio ravnine). Svaki
element tkanine koji se proteze izmedu 4 linije oslonaca
¢ini sedlastu povrSinu. Linije zakrivljene prema gore

(grebeni) i linije zakrivljene prema dolje nose razlicita

opterecenja: optereCenja gravitacije, tezinu konstrukcije

te opterec¢enja od snijega i vjetra. Slika 8. Sedlasti oblik

Izmedu tih linija nalazi se prostor popunjen povrSinom koja predstavalja duplo zakrivljenu

mrezu koja se sastoji od linija paralelnih s linijama oslonaca i okomitih na njih.

Kao konstrukcija minimalna ploha je ekonomicna - utroSak materijala je po definiciji
najmanji, jer je povrSina minimalna, a kako je naprezanje od prednaponskih sila u svim
tockama 1 smjerovima jednako, a ni pod vanjskim optereenjem nema izrazitih ekstrema

naprezanja, nosivost tkanine posvuda je podjednako iskoriStena. Znatno veca je uSteda zbog
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podjednakog iskoristenja svih dijelova konstrukcije te nepostojanja momenata savijanja i
problema stabilnosti, kao i zbog izrazito maloga stalnog optere¢enja. Nazalost, ekonomic¢nost
plohe naruSava, a katkada i poniStava potreba za komplementarnom konstrukcijom -

stupovima/jarbolima i usidrenjima.

Plohe koje zadovoljavaju uvjete ravnoteze uz odrzavanje dovoljno velikoga vlacnog
naprezanja odreduju se postupcima nalazenja oblika. Vazno je istaknuti da oblik deformirane
plohe optereCene samo prednaponskim silama ne ovisi 0 svojstvima materijala ni o

apsolutnom iznosu prednaponskih sila, nego samo o omjerima i razdiobi tih sila.

55. JEDNADZBE KONACNIH RAZLIKA

Plateauov problem (problem minimalne plohe) rjeSavamo metodom kona¢nih razlika.

j+1
e e i S LR
j
B IR il REEE LR, R
| | i1
i-1 0-12 i i+1/2 i+l
Slika 9. Mreza
Aproksimacije parcijalnih derivacija imaju oblik
axUL%j = %(“m,j ;). (22)

1 1
d,u wliel T E|:axu|i+;j +6Xu|i+g,j+l:| = %(Um,j Ui Ui _“i,m)f (23)

1

0 Uiyj% —E(Ui,ju_ui,j)’ (24)

y
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o.u

y o.u

+
i,j+3 y
2

1
1.1 :—|:6yu

i+§'j+§ 2

1
1:|:%(ui,j+l_ui,j +ui+1,j+1_ui+l,1')' (25)

i+1, j+=
! 2

Diskretizacija je funkcionala plostine plohe

T (26)
m-1 n-1 (27)

(28)

Diskretizacijom Euler - Lagrangeove jednadzbe dobivamo sustav algebarskih

jednadzbi:
(29)
OAY) o ic12.m-1 j=12..n-1
ou, ;
A(---aui,j""):h2|:|:.  o*F o o +F L +F (30)
B I T S B A
Opcenito za derivacije vrijedi
VT =—2L,  [Fe]=2t01®, (31)
2, T(x)
¢ime dobivamo jednakosti:
oF o\ (— j+6‘ u (—1]
1 _ Lo\ ) 7 (2 I B DT
auivj 11 2h2F 11 , (32)
O, ul, 1,1 :i(ui,j—l_ui—l,j—l—i_ui,j _ui—l,j)’
2 2h (33)
0 u‘ —i(u -u +U ., —U ) (34)
y i—%,j—l - 2h i-1,j i-1,j-1 i,j i,j-1)

28



oF | ou (]Jr@yu (1]
|—§,i*§ _ -%J% 2 .%j% 2h _ ui,j _ui—l,j—l (35)
au, | . 2h’F ’
6Xu|.1.1=i(uil.1—ui.l+uil.—ui.), (36)
I+§y]—§ 2h +1, )= )= +1] )]
u Ll zi(ui,j —U i T UL _ui+1,j—1)'
(37)
Ao (5
i+% ]—% _ i+%,j% h i%,j% 2h _ ui,j _ui+1,j—l (38)
ou; | Fo 2n’F
1
o,u i_%,j% = E(ui,j —UiyjTUi _ui—l,j+1)' (39)

. (40)

ayu‘,_, J% ZE(UH,H —Uig Ui~ )’
1 1
oF , , Oy 1(2hj+8yu (_Zhj
i _ il ek _ Uiy Uiy (41)
o, ; 2h’F '

| na kraju dobivamo jednadzbe kona¢nih razlika

u.—u u.—u u.—u Ui —U,y

i, i-1,j-1 i, i+1,j-1 i, i-1,j+1 i i+1, j+1
J J + J +1,] + J J + J I+ 0 42
F F F F (42)
1.1 1.1 1.1 1.1
i) " CRir) rRary

kadasu i=1,2,.m-1 i j=12,.n-1.

Za oblikovanje i rjeSavanje sustava jednadzbi (42) napisan je program u programskom
jeziku Mathematica. Program je ograni¢en na pravokutna podrucja [mh] x [nh], gdje je h
korak mreze kona¢nih razlika (u svim primjerima u sljedeem poglavlju podru¢ja su

kvadratna).

Sustav jednadzbi rjesava se Newton-Gauss-Seidelovim iteracijskim postupkom. lteracija se

prekida kada je |ju™™"-uP"""|| < 0,001 ili kada broj koraka prijede 200.
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6. PRIMJERI
6.1. PRIMJER1.

Trazimo minimalnu plohu nad podru¢jem [0,1] x[0,1] pri ¢emu su rubni uvjeti zadani
jednadzbom z(x,y)=x+y. Mreza je 9x9. Za pocCetnu aproksimaciju u Newton-Gauss-

Seidelovom postupku uzimamo da svi slobodni ¢vorovi imaju z koordinatu z=0.

1.0
Slika 10.Pocetan oblik

Nakon 31 koraka Newton-Gauss-Seidelovog iteracijskog postupka dobivena ploha ima oblik:

1000
0.5 0.5
0.0 0.5 ] 0.0 1.0
U ——— ) A
1.5
1.0
105

/

—
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0.0 Slika 11. Oblik nakon iteracijskog postupka



Buduc¢i da zadani rubovi leze u ravnini, analiticko je rjeSenje dio ravnine z(X,y)=x+y.

6.2. PRIMJER 2.

Drugi primjer je ploha na kojoj su zadani rubni uvjeti tako da dvije stranice leze na

koordinatnim osima, a suprotan vrh je u tocki (1,1,1). Mreza je 9 x9.

Slika 12. Pocetan oblik

Nakon 24 koraka Newton-Gauss-Seidelovog iteracijskog postupka dobivena ploha ima oblik:

0.0

0.5
0.0 Slika 13. Oblik nakon iteracijskog postupka
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6.3. PRIMJER 3.

Rubni wuvjeti plohe nad podru¢jem [0,1] x[0,1] =zadani su jednadzbom

z(x,y)=log(cos(x)/cos(y)). Mreza je 9 x9.

Slika 14. Pocetan oblik

Nakon 20 koraka Newton-Gauss-Seidelovog iteracijskog postupka dobivena ploha ima oblik:

0.0

Slika 15. Oblik nakon iteracijskog postupka(1)
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Slika 16. Oblik nakon iteracijskog postupka (2)

Analiticko je rjeSenje dano istom jednadzbom kojom su zadani rubovi, z(x,y)=log(cos(x)/cos(y)).

6.4. PRIMJERA4.

Rubni uvjeti plohe zadani su istim izrazom kao u prethodnom primjeru, ali je sada

podrucje [-1,1]x [-1,1], tako da postoje dvije ravnine simetrije. Mreza je 9x 9.

Slika 17. Pocetan oblik
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Nakon 16 koraka Newton-Gauss-Seidelovog iteracijskog postupka dobivena ploha ima

oblik:

Slika 18. Oblik nakon iteracijskog postupka (1)

Slika 19. Oblik nakon iteracijskog postupka (2)
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6.5. PRIMJER 5.

Rubni uvjeti zadani su istim izrazom kao i u prethodna dva primjera, ali podrucje je
sada povec¢ano na [-/2+0,01, +m/2-0,01] x[-/2+0,01, +1/2-0,01]. U ravninama x£mn/2 i y£mn/2

ploha tezi u = oo pa je mreza proguscena na 17 x17.

Slika 20. Pocetan oblik

Nakon 70 koraka Newton-Gauss-Seidelovog iteracijskog postupka dobivena ploha ima oblik:
-1

Slika 21. Oblik nakon iteracijskog postupka (1)
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7. NAPOMENE O MINIMALNOJ MREZI
7.1. GEODETSKA MREZA

Mreza uzadi dolazi u prirodnu ravnoteznu konfiguraciju ako se za prednapinjanje
omoguci klizanje jednog uzeta po drugom. Svako uze tada dolazi u polozaj koji se poklapa s
najkra¢om spojnicom, geodetskom linijom, na krovnoj plohi izmedu krajnjih tocaka, a iznos
je sile po cijeloj duljini uzeta konstantan. Takva se mreza kabela zbog toga naziva

'geodetskom mrezom'. Sustav jednadzbi generiranih ovim pravilom izrazito je nelinearan.

Za odredivanje oblika vrijedi: uz jednake uzduzne sile u svim kabelima, rjeSenje
sustava jednadzbi ravnoteze ekvivalentno je minimalizaciji ukupne duljine uzadi. Sila u Stapu
koji povezuje ¢vorove i i j oznacCava se sa Sjj, a duljina toga Stapa sa |;j. Funkcional ukupne
duljine uzadi analogan je funkcionalu plostine plohe koji postize minimum u slucaju
membrane. Deriviranjem izraza za ukupnu duljinu uzadi i izjednacavanjem s nulom dobivaju

se jednadZbe ravnoteze. Ukupna je duljina svih kabela jednaka zbroju duljina svih $tapova:

cD:ZIi,j:Z\/(Xi_xj)2+(yi_yj)2+(zi_zj)2' (6)

Funkcional @ postize minimum kad su derivacije izraza po svakoj od koordinata
Xi,Yi,Zi jednake nuli. Deriviranjem se neposredno dobivaju jednadZbe ravnoteze uz uvjet da su
sve sile Sjj jednake. Dobiveni sustav jednadzbi predstavlja Stapnu analogiju Lagrangeove
jednadzbe. Pomalo je paradoksalno da rjeSenje tog sustava opcenito ne predstavlja dobru
aproksimaciju rjeSenja Lagrangeove jednadzbe. To se moZe razumjeti ako se usporedno

analiziraju dvije ranije iznesene tvrdnje:
a) Lagrangeovom se jednadzbom minimalizira plostina plohe
b) Stapnim modelom minimalizira se duljina uzadi.

MreZu nije moguce homogeno rasporediti na svim dijelovima plohe, a uzad se ne
moze svuda sje¢i pod pravim kutom pa je ocito da minimalizacija duljine uzadi nije
ekvivalentna minimalizaciji plostine. Primjer za to odnosi se na tockasti lezaj koji u praksi
postoji na vrhu pilona. Rub konstrukcije se sastoji od neke krivulje u ravnini i jedne izolirane
tocke izvan ravnine. U slu¢aju membrane, rjeSenje se - minimalna ploha sastoji od ravnine i
jedne 'bodlje', npr. ostrog stoSca kojem polumjer osnovice tezi nuli, a §iljak mu je u izoliranoj
tocki. Iz uvjeta ravnoteZe na kruznom presjeku oko izoliranog leZaja vidi se da leZaj ne moze
preuzeti kona¢nu silu, jer bi tada naprezanje u membrani, s problizavanjem $iljku, moralo
teziti u beskonacnost, §to proturje¢i definiciji minimalne plohe, prema kojoj naprezanja u
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membrani moraju biti konstantna. U praksi bi oslanjanje tkanine u to¢ki moralo izazavati
koncentraciju naprezanja i paranje tkanine. Ako se u praksi membrana oslanja na pilon,
potrebno je izbjeci takvo singularno oslanjanje u tocki. To se moze posti¢i izvedbom krute

kape na vrhu pilona ili indirektnim oslanjanjem membrane na pilon preko pomoc¢ne uzadi.

Poopc¢enu geodetsku mrezu dobivamo uz razliite sile u razli¢itim kabelima, ali u

svakom kabelu sila mora biti konstanta.

7.2.  METODA 'GUSTOCE SILA'

Jedan od postupaka linearizacije jednadzbi geodetske mreze je metoda gustoée sila.
Zadani su omjeri izmedu sila i duljina $tapova. U jednadzbama ravnoteze
%(Xi_xj)su (% -Y)S, _0 g(zi—zj)si’j 0 (3)
i l i ' i
sile u Stapovima i koordinate Stapova unaprijed su nepoznate, pa tako i duljine Stapova, ali za

omjere sila i duljina S;j/lij unaprijed se odabire zadana vrijednost koja se oznacava sa Qjj i

naziva se 'gustocom sile' pa se dobiva

g:qi,j(xi_xj)zo, jnzilqi,j(yi_yj)zo, Zqi,j(zi—ZJ—):O. (4)

Sustav jednadZbi reducira se na tri nezavisna sustava linearnih jednadZzbi sa zajednickom
matricom koja ima elemente ¢;. Jednim se sustavom odreduju sve koordinate X;, drugim sve

koordinate y;, a tre¢im sve koordinate z;.

Prakti¢ni nedostaci neposredne primjene metode gustoce sila proizlaze iz €injenice S$to
se na izvedenoj konstrukciji mora ostvariti proraCunska pretpostavka da projekcije cvorova
mreze padaju u projektirane tocke, te da su projekcije sila u Stapovima istog uzeta medusobno

jednake. U dva Stapa istog uzeta vrijedi
S;cos¢, =S;C0s9; ; 5)

Sii Sjsu sile u i-tom i j-tom elementu istog uzeta, a ¢; i ¢j Kutovi nagiba i-tog i j-tog elementa
prema horizontalnoj ravnini. Ako je cosgi razlicito od cosgj, mora biti i S; razli¢ito od S; da bi
jednadzba bila zadovoljena. Iznosi uzduznih sila mijenjaju se dakle od elementa do elementa

duz svakog kabela. U svakom se ¢voru s jednog uzeta na drugo mora prenositi, osim sile u
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smjeru normale na kontaktnu plohu, jos i tangencijalna sila, koja omogué¢ava klizanje izmedu

uzadi i koja se ne moze uravnoteziti samo trenjem.

Spojni elementi se moraju oblikovati i dimenzionirati tako da prenose razmjerno
velike sile ve¢ pri prednapinjanju, prije unoSenja vanjskog optere¢enja. Izvedba je oteZana
zbog potreba preciznog medusobnog pri¢vrS¢avanja uzadi u ¢vorovima prije prednapinjanja i
prije nego $to mreza kabela postigne konacan oblik. Tesko je na samom objektu ispravljati
geometrijske pogreske koje nastaju zbog netocnog polozaja lezajeva i spojnih elemenata,
neto¢no unjetih sila prednapinjanja, itd. Ako je ta pojava jako izrazena, moZe nastati i estetski
neostatak: zbog ekscentricnoga spajanja uzadi, promjena sile u Stapovima istog uzeta uzrokuje
izobli¢avanje ¢vorova koje moze narusiti vizualnu glatkost plohe. Ti nedostaci dolaze do
znatnijeg izrazaja kod konstrukcija velikih raspona, jer je zbog velikih sila prednapona i
velikih promjera uzadi i ekscentricnost velika. Nedostaci se mogu izbje¢i centriranjem

¢vorova i dobro izvedenim detaljima.

Pri izgradnji geodetske ili polugeodetske mreze moraju se koordinate cvorova izmjeriti
1 uskladiti s proracunskim vrijednostima, kako bi se kompenzirale netocnosti koje nastaju
zbog razlike izmedu izraunane i oStvarene vrijednosti sile u uZetu, trenja izmedu uzadi,
ekscentri¢nosti ¢vorova, gubitaka sila prednapinjanja, popustanja spojeva, razlicitih pogresaka

u izvedbi,...

U tijeku izvedbe krovne konstrukcije, ali tek nakon prednapinjanja i postizanja
konacne geometrije, kabele treba medusobno spojiti, ¢ime se uvelike povecava krutost i
sprjeCava naknadno dodatno klizanje pod djelovanjem promjenjivih optere¢enja, posebno
dinamickih. Spojnice montirane nakon prednapinjanja i klizanja uZadi jednih po drugima
preuzimaju samo razmjerno male spojne sile prouzroéene optereCenjima koja se pojavljuju
nakon prednapinjanja. I montaZa je jednostavnija, jer se obavlja na ve¢ oblikovanoj mreZi te

su potrebne samo male korekcije.

Iterativnom primjenom metode gustoce sila mogu se sile u Stapovima jednog uzeta (pa
1 u svim Stapovima mreze) priblizno izjednaciti. Drugim rije¢ima, iterativna primjena metode

gustoce sila daje minimalnu mrezu (u okvirima trazene tocnosti).
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8. ZAKLJUCAK

Posljednjih godina u svijetu se intenzivno razvijaju vla¢ne konstrukcije od platna i
uzadi. NajceS¢e su to krovne konstrukcije, ali imaju i primjenu kod mostova, fasadnih
konstrukcija, kaveza zooloskih vrtova. Neki primjeri ovih konstrukcija, kao §to su Satori ili
pjesacki vise¢i mostovi, su vrlo stari 1 potjecu jo$ iz davnina, a danas su joS uvijek u upotrebi.
Naravno, oni se danas izraduju od novih materijala, uz nova konstrukcijska i arhitektonska
rjeSenja te mnogo vecih raspona. Suvremeni razvoj je omogucéen zbog napretka teorije
konstrukcija i elektronic¢kih racunala i programa koji omogucuju brz i precizan proracun i
grafi¢ki prikaz, kao i zbog proizvodnje raznovrsnih razmjerno jeftinih sintetickih materijala
izvrsnih mehanic¢kih 1 drugih svojstava, od kojih se izraduju i kojima se pokrivaju
konstrukcije. Jo$ jedna od prednosti laganih konstrukcija je i brza i jednostavna montaza i

premjestanje.

No unato¢ davnim pocCecima, moze se utvrditi da je intenzivan razvoj laganih
konstrukcija tek zapocCeo, a njihove su moguénosti samo djelomicno istrazene. One c¢e
zauzimati sve veci dio u oblikovanju gradevina u buducnosti. Zbog teznje svih gradevina i
projekata minimumu: minumumu materijala, troSkova, trajanja izvedbe, potrebnih ljudi ili
strojeva, mozemo reci da su ove konstrukcije jedne od rijetkih koje se odlikuju i minimumom
energije. Njihov oblik zadovoljava minimum potencijalne energije upravo zato jer sama

gradevina trazi i zauzima oblik koji je najpovoljniji.
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