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1. Uvod [

1. Uvod

Povijesna upotreba uzadi kao graditeljskog materijala dovela je do razvoja konstrukcija od
uzadi. Od davnina, nomadski narodi upotrebljavali su uzad kako bi izgradili nastambe te su
uocili prednost njihove jednostavne izgradnje. Takoder, uzad je primjenjivana i za izgradnju
jednostavnih mostova za premoSc¢ivanje rijeka, potoka 1 sli€no. Geometrijski oblik

konstrukcija od uzadi odreduju strogi zakoni statike.

Slika 1. Nomadska nastamba

Uze je konstrukcijski element karakteriziran razlikom u svojim dimenzijama: duljina
uzeta znatno je veca od druge dvije dimenzije. Poznato je da uze ne moze preuzeti tlaéna
optereéenja, a njegova je glavna prednost nad tlacnim konstrukcijama je izrazito mala vlastita
tezina. Pod djelovanjem optereCenja, zbog male fleksijske krutosti i nemoguénosti
preuzimanja momenata savijanja, uze mijenja oblik te se u njemu razvijaju uravnotezujuce
vla¢ne sile. Kod projektiranja se upotrebljava prednapeta uzad koja mrezama od uzadi daje
geometrijsku krutost. Glavna karakteristika takvih konstrukcija je meduovisnost njihova

oblika i unutarnjih sila.
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Prije nanoSenja korisnog opterecenja treba pronaci optimalan oblik konstrukcije od
uzadi koji ovisi o silama prednapinjanja dok se vlastita tezina moze zanemariti. Tijekom
razvoja prednapetih konstrukcija upotrebljavani su fizikalni modeli po kojima je najznacajniji
njemacki arhitekt Frei Paul Otto. Projektiranjem laganih konstrukcija odredene ¢vrstoce i
membranske strukture doprinio je razvoju matematike konstrukcija i gradevinarstva, a
njegovo najpoznatije djelo je krov Olimpijskog stadiona u Miinchenu iz 1972. Budu¢i da su

fizikalni modeli imali velik broj nedostataka, doslo je do razvoja racunalnih modela i metoda.

Slika 2. Krov Olimpijskog stadiona u Miinchenu, 1972.

Prve metode svodile su se na nelinearan proracun nalazenja oblika kod kojeg je
postojala moguénost pojave tlacnih sila u pojedinim dijelovima uzadi. Pocetkom
sedamdesetih godina, H. J. Sheck i K. Linkwitz nelinearnosti su problem sveli na linearan i
razvili metodu gustoce sila kojom su se koristili za potrebe prora¢una Olimpijskog kompleksa

U Miinchenu.

U ovom radu naglasak je na karakteristikama samih konstrukcija od uzadi, fazama
projektiranja i postupku nalazenja oblika konstrukcija te primjeni poopcéenih minimalnih
mreza u projektiranju istih. Takoder, obradena je metoda gustoce sila te iteracijska primjena te

metode popracena primjerom.
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2. Karakteristike konstrukcija od uzadi

2.1. Svojstva i primjena uzadi

Uze je gipki element koji se odlikuje znatnom razlikom u dimenzijama: duljina uZeta
je puno vecéa od njegove ostale dvije dimenzije. Ono je okarakterizirano malom fleksijskom 1
popre¢nom krutosti zbog ¢ega nema sposobnost preuzimanja veéih sila okomitih na svoju os,
tlacnih sila niti momenata savijanja. Zbog promjene oblika pod djelovanjem opterecenja; po
plostini popre¢nog presjeka postize se jednolika raspodjela vla¢nih naprezanja. Do sloma
uzeta moze dod¢i samo u slucaju kada vla¢na naprezanja prekorace vrijednost vlacne ¢vrstoce
u njegovom najslabijem popre¢nom presjeku. Elementi se mogu opterec¢ivati do granice

teCenja, a posljedica toga je potpuna iskoriStenost popre¢nog presjeka i materijala.

Prednost uzadi je mala masa i velika ¢vrsto¢a $to je vrlo povoljno za konstruiranje
mostova velikih raspona, pa je zato sastavni element ovjeSenih i vise¢ih mostova. Takoder,
upotrebljava se za natkrivanje velikih povrSina, pri ¢emu rasponi vlaéne konstrukcije nisu
prekinuti pojedinim elementima. Primjeri takvih konstrukcija su razni stadioni, sportske
dvorane, izlozbeni paviljoni i sli¢no. Takve konstrukcije su po prirodi okarakterizirane
mobilnos$¢u te jednostavnom i brzom montazom i demontazom. UZzad poslagana u mrezu,

tvoreci sedlastu (antiklasi¢nu) plohu, primjenjuje se i kao nosivi element raznih tornjeva.

2.2. Vrste uzadi

Temeljni element svakog uZeta ¢ini Celicna zica promjera 3-8 mm vece vlacne

¢vrstoce nego kod uobicajenog Celika te pretezito okruglog poprecnog presjeka.
Uzad je podijeljena u tri temeljne skupine:

- Spiralni snopovi
- Kabeli unutar krutog omotaca

- Zifana uzad
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Slika 3. Uzad razlicitih poprecnih presjeka

1) Spiralni snopovi

Karakterizirani su jednostavnim slaganjem Zzica u jednom ili viSe slojeva.
Jezgru snopa ¢ini ravna celi¢na Zica oko koje je slozen jedan sloj od Sest zica istog
promjera. Svaki sljede¢i sloj ima Sest zica vise od prethodnog, a nain navijanja Zica
oko jezgre definira vrste snopova. Moduli elasti¢nosti ovise o veli¢ini uzeta i krecu se
izmedu 145 GPa i 170 GPa. Ove vrste snopova upotrebljavaju se na mjestima na

kojima su potrebni vrlo fleksibilni kabeli.

CENTRALNA ZICA
rA;/\_ ZICANA NIT

Slika 4. Dijelovi spiralnog snopa
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Glavne vrste snopova su:

- Snop s jednim slojem zica namotanih oko jezgre

- Snop s dva sloja zZica omotanih oko jezgre

- Snop s dva sloja zica istog promjera i popunjujué¢im slojem (Filler)

- Snop sa dva sloja Zica s razli¢itim polumjerima u zadnjem vanjskom sloju
(Warrington)

- Snop s vise slojeva (kombiniran)

- ZiCana uzad s Celiénom jezgrom.

O 8 & &8

1x19 1x37

Slika 5. Vrste snopova

2) Kabeli unutar krutog omotaca

Ova vrsta kabela sastavljena je od dvije vrste Zice: jezgra je izvedena od Zice
kruznog poprecnog presjeka dok je okolni sloj sacinjen od Zice posebno dizajniranih
trapeznih i Z-oblika.

Zice Zi S popre¢nog presjeka

Zice trapeznog popreénog presjeka

Zice kruznog poprecnog presjeka
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Slika 6. Presjek kabela unutar krutog omotaca
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Zbog svog specifi¢nog oblika, zice vanjskog sloja se medusobno mogu bolje
povezati te tvore glatku povrsinu koja onemogucava prodor Stetnih stvari u sam kabel.
Takoder, kabel je okarakteriziran povecanom trajnosti, dobrom antikorozivnom
zaStitom 1 otpornosSc¢u na povrsinski tlak te posjeduje velik modul elasti¢nosti koji se

kreée izmedu 160 GPa i 180 GPa.
3) Zidana uzad

U odnosu na prethodno navedene dvije vrste uzadi, zi¢ana uzad ima nizi modul
elasticnosti koji iznosi 100 GPa, ima manju sposobnost antikorozivne zastite te je
podloznija oSte¢enjima. Promjer se kre¢e izmedu 20 mm i 124 mm. Primjenjuje se kod

vla¢nih membrana.

6x7FC

6x S{(19) FC 6xF(21)FC

6xFH(25)FC 6xFi(25)IWRC 6xWS(26) FC 6x F(29)FC

6xXWS(E1)FC 6xWS(31) WRC 6xWS(36)FC 6xWS(36) WRC 6xS(19) NWRC 6 x Fi(25) NWRC

Slika 7. Tipovi zicane uzadi
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2.3. Mreze od uzadi

Razlikujemo nekoliko oblika spajanja uzadi u mreze:
PRAVCASTE MREZE

Tip mreze kod koje uze cijelom svojom duljinom lezi na pravcu i nema lomova u
¢vorovima pa nije potrebno provoditi postupak nalazenja oblika jer se on odreduje
neposredno geometrijski iz rubnih uvjeta. Svako uze mreze je neovisno i u ravnotezi. Kod
ovih mreza, gubitak prednapona moze se pojaviti samo zbog relaksacije uzadi zbog plasti¢nih
deformacija, puzanja ili popustanja lezajnih sidara, dok za djelovanje poprecnog opterecenja
taj gubitak ne postoji. U tom se sluéaju uze moze samo produljiti, §to izaziva jo§ vece

nategnuce. Primjeri ovakvih mreza su rotacijski paraboloid i hipar.
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Slika 9. Primjena — Lijevo: Gateshead Millennium Bridge, Engleska
Desno: Toranj nuklearnog reaktora THTR-300, Njemacka



2. Karakteristike konstrukcija od uzadi [N

REGULARNE MREZE

Sastoje se od dvije familije uzadi koje tvore sedlasti oblik i u medusobnom su odnosu.
Kod djelovanja vertikalnog optereéenja sile u konkavnoj uzadi se povecavaju (nosiva) dok se
u konveksnoj uzadi smanjuju (prednaponska). Zbog djelovanja optere¢enja suprotnog smjera
uzad mijenja uloge. Na kontaktima uzadi nastaju dvije medusobno uravnotezene sile kao
posljedica medudjelovanja uzadi. Razlikujemo mreze s krutim krajevima i mreze s rubnim
kabelima.

Slika 10. Model J.S. Doroton arene

Slika 10. J. S. Doroton Arena, Raleigh, Sjeverna Karolina, 1952.
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NEREGULARNE MREZE

Ovaj tip mreza sastoji se od viSe familija uzadi ili sloZenijeg rasporeda uzadi.
Karakteristika ovog tipa mreze je da uze na jednom djelu moze biti konkavno, a na drugom
konveksno. Takoder, uze moze biti prekinuto u nekom ¢voru ili mogu biti umetnuti kruti

elementi unutar mreze.

Slika 10. Neregularna mreza od uzadi: Institut za lagane konstrukcije, Stuttgart, Njemacka

Slika 11. The United States Pavilion, Expo '74 sajam, Spokane, Washington, SAD

1
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2.4. Geometrijska nelinearnost

Jedna od glavnih karakteristika konstrukcija od uzadi je nelinearno ponaSanje. Kod
njih su pomaci veliki ¢ak i pri naprezanjima u granicama elasti¢nosti, te ih se ne smije

zanemariti.

Geometrijska nelinearnost nije samo obiljezje konstrukcija od platna ili uzadi. U
nastavku je primjer jednostavne konstrukcije kod koje isto tako moze do¢i do znatnih pomaka

zbog djelovanja opterecenja.

Konstrukcija se sastoji od dvaju linearno elasti¢nih Stapova zglobno spojenih u sredini

i na krajevima.

2b

Iz uvjeta ravnoteze svih sila u smjeru osi z proizlazi

J@5, + e)? = b?

P = 2Ke,,sinf’ = 2Ke,,

Lo + el
gdje su:
L9, - pocetna duljina Stapova,
ed, - produljenje svakog Stapa,
K= % - elastiéna krutost,
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E - Youngov modul elasti¢nosti,
A - povrs$ina poprecnog presjeka,
e’ - kut koji Stapovi zatvaraju s osi x nakon deformacije.

Raspisivanjem prethodnog izraza, dobit ¢emo

L), +epm)? — b? e LY
P=2m%J(mO’JO =2K—"—(+h) =2K(1-———F|(6+h)
Ly +em Ly, +em Ly +em
L% +h
=2K<6+h— m(@+h) )
V(6 + h)? + b2

Slijedi da je odnos opterecenja P i pomaka § nelinearan.

Ako ¢lan iz zagrade raspiSemo, mozemo pokazati pod kojim uvjetima odnos pomaka i

opterecenja postaje linearan.

L9, (8 + h) Csah— L9,(8 + h)
J(& + h)? + b2 V62 + 26h + h? + b?

L5, (6 +h) 26h + &2

Vh? + b2 h? + b?

6+h—

=5+h

Razvijanjem izraza u zagradama u red te uzimanja u obzir da je (L%,)? = h? + b2,
slijedi

2

z5+h—(5+h)<1— (26h+52)...)=(LO—)25

2(Lyn)?
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Vracajuci izraz u izraz x dobit ¢emo

hZ
P=2K——9§
(Ln)?
2
Sto opisuje linearan odnos opterec¢enja i pomaka, posto je (LZ_)Z konstanta.

Ovim primjerom je pokazano da je za velike pomake odnos optere¢enja i pomaka
nelinearan dok je za male pomake linearan (ti pomaci moraju biti toliko malo da dozvole

uzimanje u obzir samo prvih ¢lanova u razvoju u red).

Rjesavanje geometrijski nelinearnog problema provodi se primjenom raznih

numeric¢kih modela a jedna od njih je metoda prijelazne matrice krutosti.
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3. Faze projektiranja

3.1. Postupak projektiranja konstrukcija od uzadi

Za razliku od projektiranja konstrukcija od ¢elika, betona ili drveta, projektiranje i
oblikovanje konstrukcija od uzadi znatno se razlikuje po svojoj slozenosti. Ono zahtijeva
dobro poznavanje ponaSanja uzadi kao i konstrukcija od njih, te je takoder vazno poznavati
raunalni program koji se upotrebljava kod projektiranja. Budu¢i da se vla¢ne konstrukcije
konstruiraju na temelju nelinearnog prora¢una, metode elementarne mehanike se ne mogu

rabiti.
Projektiranje se moze rasclaniti na slijede¢ih osam postupaka:

1) Odabir zeljenog oblika

2) Postupak nalazenja oblika

3) Stati¢ka i dinamicka analiza

4) Minimalno prednapinjanje i geometrijska krutost
5) Odabir elemenata i materijala

6) Odredivanje duljine uzeta

7) Spojevi

8) Gradnja vla¢ne konstrukcija

3.2. Odabir Zeljenog oblika

U fazi odabira Zeljenog oblika potrebno je definirati Zzeljenu geometriju koja mora
zadovoljavati zahtjeve funkcionalnosti, ekonomicnosti i estetike. Budu¢i da je uzad pogodna
za konstrukcije velikih raspona, postoje sistemi koju su pogodniji za pojedine arhitektonske
oblike i zahtjeve. Znatan utjecaj imaju karakteristike uzeta koje ovise o fizikalnim svojstvima
materijala te rasponu za Kkoji se upotrebljava. Za postizanje stalnog oblika, uzad se slaze u

mreze.
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3.3. Postupak nalazenja oblika

Kako okvirne dimenzije konstrukcija od uzadi nisu poznate, zahtijevaju postupak
nalazenja oblika §to nije sluc¢aj kod tradicionalnih konstrukcija posto su njihov oblik i okvirne

dimenzije unaprijed poznate.

Nalazenje oblika (eng. form-finding) smatra se jednom od najvaznijih tocaka kod
projektiranja vla¢nih konstrukcija, a definirano je kao postupak odredivanja ravnoteznog
oblika koji zadovoljava potrebe arhitekata 1 inZenjera u smislu funkcionalnosti, stabilnosti i

estetike.

3.4. Staticka i dinamicka analiza

Na temelju ulaznih podataka o ravnoteznom stanju konstrukcije, pomocu ra¢unalnih
programa provodi se staticka i dinamicka analiza konstrukcije za djelovanje stalnih,

promjenjivih i izvandrednih djelovanja.

Djelovanja na mreZe uzadi jednaka su onima kod konvencionalnih gradevina, no ipak
je raspodjelu optereCenja potrebno odrediti s veCom tocnosti. Razlog tome je osjetljivost
mreZa uzadi na nejednoliku raspodjelu optere¢enja, a odredivanje djelovanja otezava slozena

geometrija mreze, njezina mala teZina te veliki rasponi.

3.5. Minimalno prednapinjanje i geometrijska krutost

Kod izbora sile prednapinjanja potrebno je uzeti §to manji iznos sile kako bismo dobili
manje dimenzije uzadi, jednostavnije detalje sidrenja i spajanja te manje sile na
komplementarnu konstrukciju. Takoder, odabrana sila treba biti takva da kod djelovanja

najveceg opterecenja ne dode do labavosti uZeta.

Labava uzad izaziva nestabilnost konstrukcije te moze uzrokovati osteéenje pokrova i
izazvati vitoperenje labavih dijelova uzadi pod djelovanjem opterecenja vjetrom, Sto se ne

moze tolerirati.

Izmedu dvije tocke ovjeSeno uze preuzet ¢e opterecenje promjenom svog oblika te ¢e

dva uZeta koja se sijeku stabilizirati svoju zajednicku tocku.
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Slika 12. Dva kabela koji se sijeku stabiliziraju zajednicku tocku

Antiklasti¢na mreza uzadi suprotstavlja se vanjskom opterecenju zahvaljujuéi
negativnoj zakrivljenosti i prednaponu.

o »
[~

[ @

Slika 13. Antiklasticne mreze

3.6. Odabir elemenata i materijala

Za projektiranje konstrukcija od uzadi, potreban je odabir odgovarajucih tipova uzadi
ovisno o potrebnoj povrsini poprecnog presjeka, ¢vrstoci i1 krutosti te odabir odgovarajuceg

materijala pokrova. Osnovne vrsta uzadi prikazane su u poglavlju 2.
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3.7. Odredivanje duljine uzeta

Zbog pojave puzanja, uzad se mora rezati kraée za otprilike € = 0,35%o, §to je
iskustvena vrijednost, pa je za konstrukcije osjetljivije geometrije potrebno ispitati ponasanje
zbog to¢ne deformacije od puzanja. Budu¢i da se deformacije od puzanja pojavljuju tek nakon
nekog vremena, postoji vjerojatnost da ¢e biti potrebna primjena vecih sila prednapinjanja u
fazi montaze konstrukcije. Vrijeme puzanja ovisi o veli¢ini i koli¢ini optereéenja te

temperaturi.

3.8. Spojevi

Postoji nekoliko vrsta povezivanja kabela:

a) Veza kabel — kabel (stezaljke)

b) Veza kabel — konstrukcija

c) Vezakabel — podloga (sidra)
e Veza kabel — kabel (stezaljke)

Primjenjuje se kod medusobnog krizanja dvaju kabela. Zadata ove veze je

sprjecavanje relativnih horizontalnih i vertikalnih pomaka, ali dopustanje relativnih zaokreta.
Stezaljke mozemo podijeliti na dvije vrste, a odabiremo ih ovisno o tipu mreze:

- Montiranje na mjestu izvodenja

- Tvornicke; prikljucuju se na kabel u tvornici

Slika 14. Stezaljke — Lijevo: Postavljene na kabele u tvornici; Desno: Postavljene na mjestu izvedbe

18
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G

Slika 15. Lijevo: Dvostruka U stezaljka za spojeve s dva kabela; Desno: Detalj spoja s rubnim uzZetom

e Veza kabel — konstrukcija

Ovdje spadaju sve veze izmedu kabela i nekog krutog nosivog sklopa, a veza se sastoji
od spoja kabela 1 krutog okvira koji moraju biti takvi da osiguraju traZenu veli¢inu sile

prednapinjanja u kabelu. Takoder, treba voditi racuna o tome da kabel ne ispadne iz spoja.

Slika 16. Lijevo: Prikljucak na celicni i betonski stup

e Veza kabel — podloga (sidra)

Ovakva veza upotrebljava se kada sile iz kabela treba prenijeti izravno u podlogu.
Razli¢iti su nacini sidrenja kabela i konacan obllik ovisi o vrsti podloge, to jest tla u koje se

sidri.
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Razlikujemo dvije skupine:
o Gracitacijska sidra: vlastitom tezinom uravnotezuju vertikalnu
komponentu vlacne sile iz uzeta, a horizontalnu preuzima tlo.
Upotrebljava se kod tla slabe nosivosti (pijesak, Sljunak).
o Plocasta, gljivasta i sli¢na sidra: odupiru se vla¢nim silama iz kabela

koriste¢i se tezinom tla iznad njih. Upotrebljava se kod gline.

I
7\\

)
A

Slika 17. Vrste sidara: gravitacijski (1), plocasto (2), gljivasto (3), potporni zid (4), piloti (5), sidro (6)

>

3.9. Gradnja vlacne konstrukcije

U prethodnim procesima je opisana konstrukcija, sada je na redu slaganje uzadi u
mrezu i njezino prednapinjanje. Problem prednapinjanju predstavlja meduovisnost uzadi:
napinjanje jednog uzeta moze izazvati vla¢na naprezanja u nekom drugom. Zbog toga kod
analize treba pronaci optimalan redoslijed, tako da se na kraju ne bi javile prevelike

prednaponske sile u mrezi.



4. NalaZenje oblika [N

4. Nalazenje oblika

Postoji nekoliko numerickih metoda nalazenja oblika, a neke od njih su: metoda
gusto¢e sila, metoda dinamicke relaksacije, metoda prijelazne matrice krutosti i metoda

konaénih elemenata.

Takoder, oblik konstrukcija od uzadi mozemo pronaci fizikalnim modelima.

4.1. Fizikalni i numericki modeli

e Fizikalni model

Njemacki arhitekt Frei Paul Otto dao je velik znacaj primjeni fizikalnih modela u
nalazenju oblika konstrukcija. Sedamdesetih godina je to bio jedini nacin za odredivanje
pocetnog ravnoteznog poloZaja, pa se vecina istrazivanja Instituta za lagane konstrukcije u

Stuttgartu temeljila upravo takvim modelima, posebno na modelu opne od sapunice.

Slika 18. Fizikalni model Olimpijskog stadiona u Miinchenu

Opna od sapunice je primjer stabilne minimalne plohe. Zauzima ravnotezni polozaj
izmedu zadanih rubnih uvjeta, te u tom polozaju ima minimalnu potencijalnu energiju. Osim

sapunice, upotrebljavani su i drugi materijali, kao $to je tkanina, Zica, spajalice i sl.
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lako su fizicki modeli pruzali dobar uvid u ponasSanje vla¢nih konstrukcija, bilo je
teSko tocno odrediti koordinate pojedinih tocaka, a isto tako i odrediti vrijednosti sila i

naprezanja u uzadi. Iz tog razloga, poceli su se razvijati razni raCunalni modeli i metode.

Danas se fizikalni modeli upotrebljavaju za bolju vizualizaciju konstrukcija od uzadi te

kontrolu rezultata dobivenih ra¢unalnim proracunima.

Slika 19. Fizikalni model J.S. Doroton Arene

e Numeric¢ki model

Pedesetih godina proslog stoljeca zapoceo je razvoj kompjutorskih programa koji su

unaprijedili postupak odredivanja oblika i potrebnih prednaponskih sila.

Slika 20. Numericki model Olimpijskog stadiona u Miinchenu
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Za potrebe izgradnje Olimpijskog stadiona u 1972. godine razvijen je prvi racunalni

program. Metodom najmanjih kvadrata odredivana je duljina kabela. Danas vrlo jednostavna

procedura, u to je vrijeme upotrebljavala svu kompjutorsku memoriju. Dugogodi$nji razvoj

numerickih modela i racunalnih programa omoguéio nam je projektiranje sve slozenijih i

nevjerojatnijih oblika.

4.2. Ravnoteza slobodnog Cvora

JednadZzbe ravnoteze ¢vorova optereCenih samo silama prednapinjanja u priklju¢nim

Stapovima, ¢ine osnovu nalaZenja oblika konstrukcija od uZadi. Jednadzbe ravnoteze ¢vorova

osnova su nalazenja oblika konstrukcija od uzadi. Kod formiranja sustava jednadzbi, uvode se

sljedece pretpostavke:

elementi izmedu ¢vorova su ravni i medusobno su zglobno spojeni,
elementi preuzimaju samo vlak,

zanemaruje se vlastita tezina kabela,

nema vanjskog opterecenja,

topologija mreZe nam je unaprijed poznata.

Slika 21. Cvor i sa susjednim ¢vorovima i prikljucenim Stapovima

Za svaki slobodni ¢vor i mozemo napisati tri jednadzbe ravnoteze koje glase: zbrojevi

projekcija svih sila prednapona u Stapovima prikljuc¢enima u i-ti ¢vor na osi koordinatnog

sustava moraju biti u ravnotezi.

23



4. NalaZenje oblika [N

n

n n
=1 j=1

j j=1

gdje su: - Sjj vrijednosti sila u §tapu i,j, s pozitivnim smislom djelovanja od &vora i prema

¢voru |,

- aij, Pij 1 i kutovi izmedu koordinatnih osi i osi Stapa

i —Xi Yi—VYi Zj =
COSq; ; =———, COSf ; == Cosyi = , (2)
ij i i

gdje je:

i =106.%5.Y1,Y},2i.25) =\/(Xj—xi )? +(y; -y)? +(z; -7;)? (3)
duljina Stapa (i,j).
Uvrstimo 1i (2) 1 (3) u (1) dobit ¢emo sustav nelinearnih jednadzbi:

=1 . .\j(xj_xi )2+(yj_yi )2+(Zj_zi )? )

n y—y
2.Si; —— =0, (4)
=1 J \/(Xj_xi)2+(yj_yi)2+(zj_zi)2

n Z. — 27

2.8 — =0,

=t \/(xj—xi)z+(yj—yi)2+(zj—zi)2

Dobiveni sustav jednadzbi sastoji se od tri jednadzbe ravnoteze svakog ¢vora mreze.
Cvorove mreze moZemo podijeliti na lezajne 1 slobodne ¢vorove. Koordinate lezajnih ¢vorova

u analizu ulaze kao ulazni podaci, dok su koordinate slobodnih ¢vorova rjesenja sustava.

Nelinearne jednadzbe sustava (4) ne sadrze koeficijente kojima je izrazena
konstitucijska veza vrijednosti sila u kabelima i njihova produljenja, sto znaci da ravnotezna
konfiguracija mreZe ne ovisi o modulima elasti¢nosti kabela 1 povr§inama njihovih popre¢nih

presjeka.

Zakljucujemo da je nalaZenje oblika staticki problem, dok je njegovo rjesenje ,,Cisti

nematerijalizirani ravnotezni oblik*.
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4.3. Sustav simultanih jednandzbi

AKko je n broj ¢vorova, a m broj Stapova, tada mozemo postavit 3n jednadzbi
ravnoteze, s 3n + m nepoznanica. Broj nepoznanica je za m veci od broja jednadzbi, pa
rjeSenje sustava (ako postoji) nije jednoznacno. Kako bismo dobili jednak broj jednadzbi i
nepoznanica, trebamo dodati jo§ uvjeta pomocu kojih ¢emo eliminirati sile u Stapovima kao

nepoznanice.

Postoje Cetiri pravila kojima se koristimo:
e kvazilaplaceovo pravilo:
unaprijed zadajemo uravnotezene projekcije sila u svim Stapovima na ravninu X-Y;
e pravilo gustoce sila:
zadajemo omjer izmedu iznosa sile i duljine svakog Stapa;
e poopéeno pravilo minimalne mreZe:
zadajemo iznose sila u svim $tapovima;
¢ poopéeno pravilo minimalne mreZe s kinematickim ogranicenjima:

vecem dijelu Stapova zadajemo iznose sile, a ostalim Stapovima zadajemo duljine.
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5. Minimalne 1 poop¢ene minimalne mreze

Ukupna duljina kabela L definirana je kao

Lzzli,j =Z\/(Xj —Xi)2+(yj—yi )2+(Zj—zi ).

Izjednac¢imo li njezine derivacije po koordinatama slobodnih ¢vorova s nulom dobivamo

sustav od 3n jednadzbi sa 3n nepoznanica:

—_ = :0’

X JOG=x ) + (=) +(2-7 )

oL Yi—Vi

E—— =O,

Wi FHJOG=x) +(y= %) +(2-2)

P > > 2201

% jzl\/(xj_xi) +(Yi—Yi) +(z—7)
Pomnozimo li sustav sa S =5, dobit ¢emo:

1 X: — X
Sﬁzs ! I _01

OX; = \/(xj—xi)z+(yj—yi)2+(2j—2i)2 B

n . — V.
s$=sz . ity X — =0,
%, J':1\/()(j_xi) +(Yj—Yi) +(z;—7)
n . — 7.
Sizs ZJ ZI 0’
0z;

G x) + (v -y P+ (z-2)F

Uz uvjet da su sile u svim kabelima jednake, rjesavanjem gornjih jednadzbi dobit
¢emo oblik mreze kod kojeg je zbroj duljina kabela manji od zbroja duljina kabela u bilo

kojem drugom polozaju. Takve mreze nazivamo minimalnim ili geodetskim mrezama.

Ako bismo pri rjeSavanju sustava zadali da su sile u kabelima razlicite, ali jednake duz

pojedinog kabela, dobili bismo poopéenu minimalnu mrezu kabela.
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Budu¢i da je sustav jednadzbi nelinearan, morat ¢emo primijeniti neku od iteracijskih
metoda rjeSavanja. U ovom radu detaljnije ¢e biti opisana metoda gustoce sila te iteracijska

primjena te metode.
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6. Metoda gustoca sila

Za potrebe rac¢unalnog modeliranja krova Olimpijskog stadiona u Miinchenu, razvijena je
metoda gustoce sila. Zbog zahtjevnosti konstrukcije i izraGunavanja njezinog opsega, do tada
upotebljavani fizikalni modeli nisu bili dovoljno to¢ni. S vremenom je razvijen racunalni
program koji se temelji na metodi gustoce sila. Primjenom te metode dobivaju su oblici
vla¢nih konstrukcija koji su u statickoj ravnotezi.

Osnovna ideja metode gustocCe sila je linearizacija jednadzbi ravnoteze Sto se postize

uvodenjem omjera sile u Stapu i njegove duljine

Jednadzbe ravnoteze prelaze u
n
Z qi; - (xi —x) =0
=1

n
ZQi,j (yi—y;)=0
=

n
z qij (2= 2) =0
j=1

¢ime se dobivaju tri neovisna sustava jednostavnog postupka pronalazenja rjesenja ako se kao
pocetna pretpostavka uzme da je @;; konstanta. Jednim sustavom odreduju se koordinate X;,

drugim y; i tre¢im sve koordinate z;.

U nekim primjerima, dobivena rjeSenja ne zadovoljavaju, pa se u tom slucaju iz
dobivenih vrijednosti racunaju nove Qjj, Taj postupak se moze ponavljati u vise iteracija Sto ¢e

dati sve vise zadovoljavajuce i primjerenije rezultate.
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7. lteracijska primjena metode

7.1. Iteracijska primjena metode gustoca sila na
oblikovanje poop¢enih minimalnih mreza

U k-tom Kkoraku iteracije gusto¢u sila u Stapu (i, j) raCunamo prema izrazu

S
(k) _ ~(k-1)

Gi,j" = Gi,j N
i.j

gdje su:

qi("}_l) gustoca sile u prethodnom koraku,

Si(‘lrl) vrijednost sile izraCunate u prethodnom koraku,

— S trazena vrijednost sile.

Na sljedeci se nagin to moze bolje objasniti: Ako se pretpostavi da je sila S, sila

izra¢unata u (k-1)-om koraku iteracije, razli¢ita od trazene vrijednosti S , tada ¢e se vrijednost

sile S dobiti mnozenjem sile S{™ s koeficijentom, s odnosno S =s{%). s,

Nakon §to su U k-tom koraku izracunate koordinate ¢vorova i duljinu |i(,‘]5), vrijednost

sile bit ¢e

k k) (K
Si(,j) :qi(,j) ,|i(’j)_

Ako se duljina Stapova nije promijenila, tj. ako vrijedi

k k-1
=1

vrijediti ¢e i
K K) p(k-L
Si(,j):qi(,j)'li(,j ),

Ako je k tome S| trazena vrijednost sile onda je i

ij o

k k k-1 k k-1 k-1
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Usporedbom s izrazom dobivamo da je:

K) _ ok (k1
qi(,j) =Sij 'qi(,j g

Prema tome, ako se duljina Stapova ne mijenja, gustoca sile iz izraza odmah daje
trazenu vrijednost sile. No, promjenom gustoca sila mijenja se i ravnotezna konfiguracija, a
samim time mijenju se 1 duljine Stapova. Prema tome, potreban je iteracijski postupak kojim

¢emo se postupno priblizavati trazenoj vrijednosti sile.

Opisani postupak mozemo i dodatno prosiriti: zadavanjem razlicitih sila u razli¢itim
Stapovima pove¢avamo broj mogucih oblika mreze uzadi, a gustocu sile u Stapu (i, j) u k-tom

koraku iteracije raCunamo prema izrazu

() _ o _Sij
Gij" = i; S&D
ij

pri Cemu je S; j zahtijevana vrijednost sile u tom Stapu, koja se moZe razlikovati od

vrijednosti sila u drugim Stapovima. No, Zelimo li oblikovati prirodnu poopéenu minimalnu

mrezu, moramo zadati jednake sile u svim Stapovima pojedinog kabela.

Ako u gornji izraz uvrstimo g, ; /S; ; =1/I; ; , dobit ¢emo jos jedan izraz za gustocu sile:

(k) _ _Sii
G =0

7.2. Uvodenje kinematickih ograniCenja

U situacijama kada dva ili viSe ¢vorova ,,otklizu* u jednu tocku, tj. u situacijama u
kojima se javlja preveliko klizanje kabela, uvodimo kinematicka ograni¢enja. To se najcéesce
dogada u rubnim kabelima, neovisno o silama u njima. Kinematickim ograni¢enjima

osiguravamo zahtijevane duljine Stapova.

To ¢emo ostvariti na sljede¢i nacin:

Propisanu duljinu |; j Stapa (i, J) osigurat ¢emo tako da gustocu sile u njemu ratunamo

prema izrazu
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g (kD
k 1)
qy) =—2—

Uz uvjet da su sile nepromijenjene, S(k) = S(k i da je gustoéa sile obrnuto proporcionalna
duljini $tapova dobivamo ql(k)/q(k ) —I(k l)/I(k) Iz toga slijedi da je koeficijent kojim

trebamo pomnoziti gustocu sile iz prethodnog koraka |(k D / II(IJ() , teiz

(k) (k -1 IV
L

Opisana iteracijska primjena metode gustoca sila ima brojne prednosti. Jedna od njih
je da ne treba pretpostavljati pocetnu aproksimaciju rjeSenja, jer su sustavi jednadzbi linearni,
pa se mogu rjeSavati direktnim postupcima. Postupak je vrlo brz, te je dobivena mreza u
svakom koraku ove metode u ravnotezi, Sto nije slucaj kod ostalih iteracijskih metoda kod

kojih je samo konac¢no rjeSenje uravnotezeno.
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8. Primjena metode gustoce sila

Postupci nalazenja oblika provedeni su u simbolickom programskom paketu Sage.

Promatrana je osmerokutna mreza koja se sastoji od 80 ¢vorova i 23 kabela. Unutarnji
kabeli medusobno su okomiti 1 postavljeni na razmaku od 2,0 m. Mreza ima 13 lezajnih
¢vorova, od kojih 8 leze u istoj ravnini, a 5 izvan nje. Elementi (Stapovi) su definirani

presjeciStima ¢vorova i ima ih 151.

Funkcijom make_nodes (nnds, ndl, d) zadaju se koordinate ¢vorova. Prvi ¢lan u
zagradi predstavlja broj ¢vorova koje zelimo generirati, drugi koordinate prvog ¢vora, a treci

¢lan korak po osima koordinatnog sustava.

nds = make nodes (5, [3., 0., 0.], [2., 0., 0.])
nds.extend (make nodes (6, [2., 1., 0.], [2., 0., 0.]))
nds.extend (make nodes (7, [1., 2., 0.], [2., 0., 0.]))
nds.extend (make nodes (8, [0., 3., 0.], [2., 0., 0.]))

nds.extend (make nodes (7, [1., 4., 0.], [2., 0., 0.]))...

nds[1l] = [5.,0.,3.]
nds([3] = [9.,0.,3.]
nds[46] = [11.,6.,5.]
nds[44] = [7.,6.,10.]
nds[42] = [3.,6.,5.]

Nakon definiranja ¢vorova, funkcijom cable (nd1, nnds, step=1) povezuju se u kabele,

a kabeli se nakon toga dijele na elemente pomocu funkcije make_elements_on_cables (cbls).

cbls.append ([18, 26, 34, 42, 50, 58, 65, 71, 76, 80])
cbls.append ([11, 19, 27, 35, 43, 51, 59, 66, 72, 77])
cbls.append ([5, 12, 20, 28, 36, 44, 52, 60, 67, 73])
cbls.append ([0, 6, 13, 21, 29, 37, 45, 53, 61, 68])...
# rubni kabeli:
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Lezajni ¢vorovi su supps = [0, 1, 3, 4, 25, 55, 80, 78, 48, 18, 42, 46, 44], stapove na
kabelima definiramo funkcijom tcei = table_of cable_element_incidences (cbls), dok su
rubni kabeli bnd_cbls = [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23], a unutarnje odredujemo funkcijom
int_cbls = other_cables (bnd_cbls, len (cbls)).

Stapovi na rubnim kabelima odredeni su funkcijom beis = select_elements_on_cables
(bnd_cbls, tcei).

(126, 127, 128, 129, 130, 131, 132, 133, 134, 135, 136, 137,
138, 139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147, 148, 149,
150, 151]

Stapovi na unutarnjim kabelima definirani su sa ieis = select_elements_on_cables
(int_chbls, tcei).

Funkcijom gs = make_force_densities (len (els)) i gs = set value_on_cables (5.,
bnd_cbls, tcei, gs) na unutarnjim i na rubnim kabelima zadaju se razli¢ite vrijednosti gustoca
sila. Prora¢un metodom gustoce sila nc = FDM (nds, els, supps, gs).

Na sljede¢im slikama a) , b), c), d) prikazani su razliiti oblici mreza ovisno o
zadanim gusto¢ama sila u unutarnjim i rubnim kabelima:

a) gustoca sila u unutarnjim = 1 i rubnim kabelima =5

10.0

12.0
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b) gustoca sila u unutarnjim = 1 i rubnim kabelima = 40

10.0

100 |
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d) gustoca sila u unutarnjim = 11 rubnim kabelima = 0,1

Slika 23.

Iz prilozenog se vidi da ¢e se mreza d) ,,skupiti®, a mreze a) i b) ,,proSiriti u odnosu
na mrezu C) gdje je iznos gustoca sila u unutarnjim i rubnim kabelima jednak i iznosi 1.

Nakon $to je zadana gustoca sila u unutarnjim i rubnim kabelima, a) gustoca sila u
unutarnjim= 1 rubnim kabelima = 5, funkcijom nc = FDM (nds, els, supps, gs) provodi se
proracun. Iz poznatih koordinata ¢vorova dobivaju se duljine $tapova, a iz izraza f=ql sile u
Stapovima.

1
f

list of element lengths (els, nc)

list of element forces (1, gs)

Vrijednosti svih sila u stapovima
[1.70251399403074, 1.73032682069687, 1.40396553750158,

1.41408210078462, 1.48450638282571, 1.55479700170535,
1.55096741631364, 1.81550476422769, 2.03082805102282,
2.83229449526495, 1.72459140871086, 1.42831429871213,
1.59947125380055, 1.68801369819989, 1.70466695066296,
1.79900908934900, 1.74678867421926, 1.92118169901970,
2.02987521625904, 1.57785703001412, 1.56022558938110,
1.97873559863713, 1.96406219845056, 1.8195659599659¢6,
1.64806080662234, 1.87791483302353, 1.88253112001070,
1.95876432923386, 2.25462678868215, 4.14243158213463,
4.43932059456189, 2.44969385686922, 2.00699825300524,
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1.70676935111067, 2.39989544834185, 1.78748824568107,
1.71120800951507, 1.74923821311010, 1.74566352132319,
1.72385676031520, 1.68158940476531, 2.084683010334009,
1.82955897600434, 1.47430897061536, 1.45754367069644,
1.45210099837686, 1.43470385903027, 1.39797965870717,
1.60743595095938, 2.95756742527955, 2.06894568958107,
1.33884364169110, 1.39129722538980, 1.39570405559405,
1.40434919344931, 1.42242254292630, 1.85807620570741,
1.96504624046254, 1.78911548550653, ... 1.87791483302353,
1.88253112001070, 1.95876432923385, 2.25462678868215,
4.14243158213463, 4.43932059456189, 2.44969385686921,
2.00699825300523, 1.70676935111067, 1.74678867421927,
1.92118169901970, 2.02987521625904, 1.57785703001412,
1.56022558938110, 1.97873559863713, 1.96406219845056,
1.81956595996596, 1.64806080662234, 1.81550476422770,
2.03082805102281, 2.83229449526495, 1.72459140871086,
1.42831429871213, 1.59947125380054, 1.68801369819989,
1.70466695066296, 1.79900908934900, 1.70251399403075,
1.73032682069687, 1.40396553750158, 1.41408210078462,
1.48450638282571, 1.55479700170534, 1.55096741631364,

18.0277563773199, 10.0402060805103, 10.0402060805103,
18.0277563773199, 7.29525574779777, 7.06711586614849,
7.30756452008890, 10.0788140655099, 10.0945427602338,
8.00092439925150, 7.25399636257998, 7.05902888899465,
7.30872129220929, 7.91129106802164, 10.0742756056618,
10.0742756056618, 7.91129106802164, 7.30872129220929,
7.05902888899464, 7.25399636258000, 8.00092439925151,
10.0945427602338, 10.0788140655099, 7.30756452008890,
7.06711586614850, 7.29525574779776]

Najvece 1 najmanje sile u Stapovima unutarnjih kabela :
max (f_int), min (f_int)
(4.43932059456189, 1.33884364169110)

Najvece i najmanje sile u Stapovima rubnih kabela:
max (f_bnd), min (f_bnd)
(18.0277563773199, 7.05902888899464)

Nakon zadavanja sila u unutarnjim iefs = [1. for i in ieis] i rubnim befs = [5. for i in
beis] Stapovima, proracun metodom gustocéa sila ponavlja se 5 puta s izjedna¢avanjem sila u
Stapovima. Pomoc¢u funkcije nc2, f = multistepFDM (nds, els, supps, gs, eifs, [],5 ) provodi se

iteracijski postupak odredivanja ravnoteznog polozaja, te se dobiva:
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max (f_int), min (f_int)
(1.04494732981846,
max (f_bnd), min (f_bnd)

(5.15405482075230,

0.892646382520510)

4.85543426954072)

Na rubnim kabelima zadaju se duljine Stapova:

[3.60555127546399, 2.01841834935576, 2.01841834935576,
3.60555127546399, 1.47108086278689, 1.32242136593534,
1.50807287017641, 1.96004749997622, 2.07728645354912,
1.74962553868715, 1.32134143532607, 1.21106452498366,
1.33921940319875, 1.71965219042125, 2.01989212621529,
2.01989212621529, 1.71965219042125, 1.33921940319874,
1.21106452498366, 1.32134143532608, 1.74962553868715,
2.07728645354911, 1.96004749997622, 1.50807287017641,
1.32242136593535, 1.47108086278688]

I proracun se ponavlja 5 puta sa zadanim silama u unutarnjim Stapovima i duljinama rubnih

Stapova: nc3, f = multistepFDM (nds, els, supps, gs, ieifs, beils, 5).



7. Primjena metode gustoce sila [

10.0
5.0
0.0 :
0.0 7.0 14.0
Slika 25.

max (f_int), min (f_int)

(1.04326053571157, 0.894480327549889)
max (f_bnd), min (f_bnd)

(18.0277563773199, 6.86429905890467)

Zadaje se zeljena tolerancija u iznosima sila i nerastegnutih duljina elemenata,
odnosno razlika u tim vrijednostima, uz ograni¢enje na odredeni broj koraka tj. na 1000

koraka .

Proracun se ponavlja do zadovoljenja zadanih to¢nosti:
1x1073 sile, 1x10™ duljine

nc, f = multistepFDM_wtol (nds, els, supps, gs, ieifs, beils, 1x1073, 1x107, 1000)

Zeljene toleracije u silama i duljinama su postignute. Program je stao nakon 360

koraka te dao slijedece rezultate pogreske:

maximal force error: 0.0000340307513533311
maximal length error: 0.0000992391738114939
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Slika 27. X-Y pogled

Nakon 360 iteracija dobivena je mreza prikazana na slici 27., na kojoj se vidi da je
uzad otklizala. Primjer je raden sa sprjecavanjem klizanja po rubnim kabelima. Ono S$to bi
trebalo napraviti, metodom pokusaja i pogreske, jest zadati duljine nekih unutarnjih kabela i
to upravo onih po kojima je klizanje najvece, a u ostalima zadati sile, pa pokusati dobiti §to

manje promjene sila izmedu odsjecaka istog kabela uz §to manje nepovoljno klizanje.

8.1. Utjecaj opterecenja u svim slobodnim ¢vorovima

Funkcijom free_nodes = other_nodes (supps, len (nds)) definiraju se slobodni ¢vorovi
i pomocu ext_fs3 = zip (free_nodes, [(0., 0., -1.)]*len (free_nodes)) zadaje se opterecenje po
cijeloj mrezi.
U ovom primjeru zadana su tri opterecenja razli¢itog intenziteta: 1.0, 0.2 i 0.01 te su
dobiveni oblici mreza usporedeni S mrezom u ravnoteznom polozaju.
a) Opterecenje f=1.0

Prikaz kontura mreza bez optereéenja i s optereéenjem

10.0

0.0 7.0 14.0

41
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b) Opterecenje f=0.2

Prikaz kontura mreza bez opterecenja i s optere¢enjem

10.0
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c) Opterecenje f=0.01

Prikaz kontura mreza bez optereéenja i s optereéenjem
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Slika 28. Prikaz mreza sa i bez opterecenja

Iz prilozenog se moze vidjeti da najvece odstupanje od ravnoteznog polozaja ima
mreza na koju djeluje vanjsko opterecenje iznosa 1,0, a najmanje ima mreza na koju djeluje
vanjsko opterecenje iznosa 0,01. Zakljucak je da vanjske sile, ¢ija je vrijednost puno manja od
vrijednosti sila prednapona u Stapovima, nece imati znatniji utjecaj na progib mreze niti na

njezin konacni oblik.
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9. Zakljucak

UocCavanjem prednosti upotrebe konstrukcja od uzadi te razvojem informaticke
tehnologije i teorije konstrukcija doslo je do intenzivnog razvoja i primjene konstrukcija od
uzadi posljednjih godina. Vlaéne konstrukcije danas se mogu oblikovati na razne nacine i
imaju prednost nad masivnim konstrukcijama zbog svoje lakoc¢e i zbog boljega vizualnog
uklapanja u prostor.

U ovom su radu opisane osnovne Kkarakteristike konstrukcija od uzadi i faze
projektiranja takvih konstrukcija. Takoder, opisan je razvoj metoda nalazenja oblika te je u
radu obradena iteracijska primjena metode gustoce sila.

Programiranje je provedeno u raCunalnom programu Sage. lteracijski prorac¢un
metodom gustoca sila provodi se pomoc¢u prethodno zadanih uvjeta i rezultata prethodnih
koraka proracuna. Ova metoda omogucava zadavanje kinematickih ograni¢enja kako bi se
sprijecilo klizanje u rubnim kabelima te time osigurale zahtijevane duljine Stapova.

Posljednji dio prora¢una sveo se na provjeru utjecaja vanjskog opterecenja na oblik
mreze. Rezultati su pokazali da vanjsko opterecenje koje djeluje kao koncentrirana sila nema
znatan utjecaj na promjenu oblika mreze ako uzmemo u obzir da su prednaponske sile puno

vece od sila vanjskog opterecenja.
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