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1. Uvod

Cilj rada je proditi metodu jedinkne sile i pokazati gdje se ona i kakode&fe primjenjuje.
Takader ¢e biti prikazani i objasSnjeni neki postupci nundkith integracija, potrebni za
rjeSavanje problema metodom jedme sile.

Metoda jedinine sile najeXu primjenu ima kod izrunavanja pomaka proizvoljnih daka

po proizvoljnom pravcu st&ki odreiene konstrukcije, ali je taker i osnova za rjeSavanje
stattki neodre@enih sustava metodom sila, gdje nije m@gusamo iz uvjeta ravnoteze
odrediti sile u vanjskim vezama i unutarnje si&,jg broj jednadzbi ravnoteze maniji od broja
nepoznatih vetina potrebnih za iztnavanje unutarnjih sila.



2. Iskaz teorema o virtualnim silama

U ovom dijelu bit¢e objasnjen pojam rada i teorija savijanja Berrdtilllerove grede na
kojima ¢e dalje biti prikazani teorem o virtualnim silama kojem se temelji metoda
jedinicne sile i metoda sila.

2.1. Pojam rada

Da bismo mogli iskazati teorem o virtualnim silarpajo je potrebno definirati pojam rada.
Za silu koja djeluje na nekom putu kazemo da \afli Prema tome, rad je ovisan 0 iznosu
komponente sile na pravcu puta i 0 gfgaom putu.

Sila duz puta moze mijenjati i vrijednost i prawdjelovanja, pa je prikazujemo vektorskom
funkcijom poloZaja
F:R® - VS
Fixy.2) - F(x%2= E(xy ¥ F(xy¥Y+ Rxyk;
poistovjetimo li taku (x,y,z) s njezinim radijvektoromf =xi +yj +zk, moZemo krée
napisati :
F:f - F(N)=F @) +F,0) + 0k

F(7)

Slika 2.1.



Rad sileF na putuKB, od take A do t@&ke B, po definiciji je skalarna velna cija je
vrijednost jednaka vrijednosti krivuljnog integrala

= j;B F(F) @ = jXB [F (N)dx+F(F)dy + F(")dz]

U nekoj ta@ki 1 puta,/ATB, rad vri samo komponentd!' () sile F() na pravcu puta (slika
2.1.). U najjednostavnijem glaju, kada je put pravac, a sila konstantna po izng® pravcu
djelovanja, rad je jednak umnoSku vrijednosti silduljine prevaljena puta. Infinitezimalni

rad, koji ¢e konstantna sila, jednaka slﬁi(f), izvrSiti pri neizmjerno malom pomakdr po
tangenti na krivulju puta, bée:

d2y(r.dr)=|F'¢) | [dr |.

KomponentaF'(F) jednaka je ortogonalnoj projekciji sile(F) na pravac puta, a vrijednost
dr
o]

te projekcije jednaka je skalarnom produktu vektsile i jedintnog vektorat =

tangente na krivulj@ u tacki . Prema tome,

|

ar

{F( )ﬁ\*}lld |=[F@)d ]m F¢)ar,

a rad na putu@ dobivamo integriranjem takvih infinitezimalnih @dh po cijelom tom
putu:

AB

2w = [_d20(r.dr).

Kako bi se izbjeglo nanje krivuljnog integrala, put na kojem sila djelmoze se opisati
parametarski zadanim lukom krivulje. U kartezijevhkoordinatnom sustavu funkcije

X=X9, y= X3 Z= €5
odreiuju gibanje toke, pa je time odden i put, koji u vektorskom zapisu glasi:
Fis—F(9=X9T+ Y3+ £¥ksO[s, 3]

Vektori r(s,) =T, i F(sg) =T, odreiuju patetnu i krajnju téku puta, A i B. Smisao u kome
tocka r(s) prolazi lukom kadas raste od vrijednostis, do s, odreiuje pozitivhu
orijentaciju luka.



Vektor
dr(s)

r(s)==qg =X(91+ y(9 7+ 3k

s
Cija orijentacija odgovara orijentaciji luka, odrge tangentu na krivulju u &&i r(s), a
jedini¢ni vektor te tangente je
rs)
t'(s)=
el

Za infinitezimalni rad sileF () na putudr sada dobivamo

d20(sdg)=| P(r(9)|| di 8] = R3] [ 1§ o
=F ¢ ¢ )7 ¢}t 6)dg= FrE)fri(s) ds
=[FC¢))F ¢)]ds,

parad sileF na putuATS mozemo izrdunati pomgu integrala:

Sg
w_ = [[F(FE)x(9+ F(H(3) (3+ E((3) € d

Sile mozZzemo podijeliti na konzervativne i disipaiv Disipativhe sile su sile kod kojih
energija pri vrSenju rada izlazi iz promatranogtaus, Sto je nag&e uzrokovano trenjem
izmedu cestica i oslobdanjem toplinske energije.

Konzervativne sile su sile kod kojih pri vrSenjuaaenergija ostaje u promatranom sistemu.
Kod njih rad ne ovisi o putu koji je sila preSlanaiu paetne i krajnje tdke, v& samo o
polozaju tih téaka.

U matematikoj analizi, krivuljni integral je neovisan o putntegracije ako i samo ako je
njegov integrand potpuni diferencijal neke funkcije

Neka jeF(F)sila, aUu (x, Y, z) neka skalarna funkcija. Da bi sif&(F) bila konzervativna,
mora vrijediti da je
6U - 6U ouU - ouU ouU _ou

Zi+ZK=Fr) - F, =22 F, =2—F,
6x ay 0z ax' Y oy T az



Sila je konzervativna i ako je njeno polje bez\tio:

i i K
ot E(F) = OxF (F) = % % aiz = rot E(F)=0xE ()= 0,
F(r) F,() F,)

a moze se pokazati i da je sila konzervativna akajgn rad na bilo kojoj zatvorenoj krivulji
C jednak nuli:

2.2. Zakon odrZanja energije

Pretpostavlja se da sile djeluju bez dindah utjecaja. Prema tome, moze se zanemariti

zanemariva, pa mozemo zakijl da je pri staitkom opteréenju elastinog tijela promjena
potencijalne energije vanjskih sila jednaka prirgsttencijalne energije deformacije tijela.

PA

—— Ry

Y

s 5 e do
G \\ﬁ\\lu—/ // T — =

Slika 2.2

Pri stattkom opteréenju elastinog tijela, vanjske sile vrSe pozitivan rad na poima
tocaka u kojima djeluju. Potencijalna energija defacijgaU jednaka je radu vanjskih sifg ,
tj. U=U . Unutarnje sile koje vrSe rad na deformacijamapaduse pomacima tih taka, tj.



nastoje sprijéiti deformaciju tijela, pa je njihov rad negativaa, potencijalna energija
deformacije U jednaka je negativnom radu unutarsijén 1, U=—%4[.

Pri rasteréenju elastinog tijela, unutarnje sile véaju tijelo u prvobitan oblik i polozaj na
racun potencijalne energije deformacije, pa je sadowjirad Ll pozitivan dok je rad vanjskih
sila ‘¥ negativan. Ako usvojimo pretpostavku da su silezeovativne i da se energija ne
gubi, rasteréenjem tijela se u potpunosti ¥@rad obavljen pri opte¢enju.
A usporedimo li izraze

U=

[

Uu=-4

zakljwujemo da je€U+ 4 =0, Sto je u biti zakon o odrzanju energije koji &ada je pri
opteréenju elastinog tijela, rad vanjskih sila jednak negativnomuradutarnjih sila.

2.3. Bernouli-Eulerova teorija savijanja

Za Bernoulli-Eulerovu gredu vrijedi hipoteza ravipbpre&nih presjeka. Pretpostavlja se da
pri savijanju elementa popt@ presjeci ostaju ravni i okomiti na savijenu t&p®, tako da su
kutevi zaokreta ravnina pogah presjekad? jednaki kutevima zaokreta tangenata naxos
09,09 =0¢.

M(x)

T(x)

M(x)

Slika 2.3



Za Bernoulli-Eulerovu gredu iz uvje@®? =0d¢ neposredno slijedi da ne dolazi do klizanja
ravnina poprénih presjeka, tj. kut zbog klizanja ravnine papré presjekady =0. Kako

znamo da rad ovisi o duljini ptenog puta i komponenti sile koja djeluje na tomuput
mozemo zakljtiti da je unutarnji rad popteih sila jednak nuli.

2.3.1. Odnos pomaka i deformacija za Bernoulli-Eul®vu gredu

Slika 2.4

Vektor pomaka ttke na elementu danom na slici 2.40©) = WX i+ W ) k pri ¢emu je
u(X) funkcija pomaka u smjeru osj a w(x) funkcija pomaka u smjeru ogitj. progib.
Uzduzna deformacija elementa u smjeruxasidace biti

£(x) = du(x)

=u'(X).
Iz geometrije prikazane na slici vidimo da vrijedh jetg¢:z—w, a kako su u podju
X

elasttnih deformacija progibi elemenata &bo jako mali u odnosu na raspon, s dovoljnom
toéno&u mozemo tvrditi da vrijedigg = ¢ .



Tako sa dovoljno velikom tmo&u dobivamo da je kut zaokreta ravnine pépog presjeka
@(x) jednak derivaciji progiba po varijabli

p(x) = dg‘xx) .

Sad, iz matematike znamo da je zakrivljenost kjgvil odraiena izrazom

d?w

2
a ako se ogratimo na progibe koji su mnogo maniji od raspona, jac(azlvj <<], tegau
X

gornjem izazu mozemo zanemariti. UzevSi u obzijeotaciju kuta, izraz za zakrivljenost
elementae glasiti

K(X)=-

d*w(® __ .
Z w"(X) .

d

2.3.2. Geometrijski/kinematiki rubni uvjeti za Bernoulli-Eulerovu gredu
Da bi tijelo u ravnini bilo neporino, potrebno je zadovoljiti barem tri uvjeta.
Od ta tri uvjeta barem jedan mora biti za uzdusmes

u(0)=a(0)
il

u(l) =a(l).

Drugim rijecima, u barem jednoj t&i grede mora biti sprifgena translacija u smjeru osi

U popre&nom smjeru potrebna su joS dva uvjeta

10



w(0) = W(0) w'(0) =-9,
ili ili

w(l) = w(l), w'(l)=-g.

Od ta dva uvjeta nuzno je da barem u jedndgitgrede bude sprif@na translacija u smjeru
osi z, a drugi uvjet moze biti sprigena translacija u smjeru ogiu joS jednoj teki ili
sprijecen zaokret u istoj ili nekoj drugojdki.

2.4. Teorem o virtualnim silama

Virtualne sile su bilo koji, pa i zamisljeni skupefiusobno uravnotezenih vanjskih aktivnih i
reaktivnih te unutarnjih sila.

Teorem o virtualnim silama glasi:

Ako polja pomaka i deformacija konstrukcije zadgaehju sve kinematke odnose onda je
rad po volji odabranih vanjskih virtualnih sila s&varnim poljima pomaka jednak radu
unutarnjih virtualnih sila na infinitezimalnim pastima tih polja.

| obratno, ako je rad po volji odabranih vanjskiitualnih sila na stvarnim poljima pomaka
jednak radu unutarnjih virtualnih sila na infinitk@alnih prirastima tih polja, polja pomaka i
deformacija konstrukcije zadovoljavaju sve kinerlagiodnose.

X
Iy Q.
o a0 T
- \V v \J/ > \Lf/ \]/ - \\' / Ny / \ ‘/\. lf\/ 1
E P (x | /
:\\I\AD Mi p( ) Mi P MI o i
N, - ) / Ni
— // \\ .
- 7 /-\ /T
Slika 2.5
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Za Bernoulli-Eulerovu greadu, jednakost radovauainih sila bitce

SN, U(0)+ SN u()+ST, WOMST WIS M, ¢ (OF3 M ¢ (1)
+Y SR u($)+ Y, 5Q W)+ Y, 6 M 4 (x)+

+[[[0P0) u+I (R W] de
=[ [N (x) £ ()+ M () & (%] dx

Lijeva strana jednakosti izraZzava rad vanjskihuahtih sila na stvarnim poljima pomaka, dok
desna strana jednakosti izrazava rad unutarnjtibalinih sila na infinitezimalnim prirastima
tih polja.

Iz jednadzbe mozemo vidjeti da je za Bernoulli-EoNe gredu rad unutarnjih virtualnih
posminih sila zanemaren, Sto je u skladu s ranije naveepretpostavkom da posine sile
na Bernoulli-Eulerovoj gredi ne vrSe rad.

12



3. Metoda jedini¢éne sile

Koristeti princip virtualnih sila moZe se odrediti pomalobkoje taitke po proizvoljnom
pravcu na statki odreienom noséu.

Za odrglivanje pomaka moze se uzeti sila proizvoljnog initeta, jer o njoj ne ovisi velina
pomaka, ali radi jednostavnosti &ee se odabire jeditma sila, pa otuda i ime metode.

3.1. Pomaci uzrokovani vanjskim silama

Patnimo sa izrazom za jednakost virtualnih radova amBulli-Eulerovoj gredi:

IN, u(0)+IN u()+3T, WO+3T WI+I M, ¢ (O M ¢ (I)+
+Y OR u(X)+Y 0Q W)+ O M #(x)+
+[[6p(0) U9+ R W3] de
:I;[JN(X)e(X)+5M(x)K(X)] dx

U gornjem izrazuitemo zanemariti rad distribuiranih sila. U proizwalj tacci na gredi neka
djeluje jedintna siladF,, a d'je projekcija pomaka hvatista sil®F na pravac njezina

djelovanja.
Uvedemo li joS i oznake

OM(x) =m(®, oON(X= n(3,
bit ¢e

SN, T(O)+SN T()+3T, WOWST W3 M, # (05 M § ()
+0F d'=
=[[n () £ X M (Y& (4] dx

Prebacimo li sad rad svih vanjskih sila osim rahnjicne sile na desnu stranu,

oF, d' =[\[n(9 e(9+ m(Y x(3] dx
FoN, T (0F 6N T (30T, W (ST W3S Mg (05N # i)

i uvrstimo iznos jediriine sile, dobivamo da je projekcija pomaka hvasii@oF, na pravac
njezina djelovanja

13



d”=L')[nl(x) e()+ m( Y x( Y dx
[N, U (0FON T (30T, W (ST WM F @M I

Ako dalje u tu jednadzbu uvrstimo odnose sila bdefacijskih veléina, koji glase

NGO M)
EAY E10)

&(x) =

gornjace jednadzba glasiti

N M(%
j{ (9 Eacg MO EI()Q}

FON, T (05 ON T (30T, W(}ST WP M & (HIM § ()

Analogno tome, zadamo i u proizvoljnogia jedinicni momentdM, =1 dobitéemo kut
zaokreta te tike, @ .

(% (%
¢= I{m()EA() m(3 EI(XJ dx-

[ON, T (00N U (3O, W (ST WM F (BHIM ¢ )

%

Promotrimo li izraz

© 0,

Slika 3.2

[ON, T(O)+IN T(1)+3T, WO)+3T W+ M, # 0OF3M & (1)

mozemo vidjeti da je on uvijek jednak nuli. Ako sprijeteni pomaci kao Sto je to na kraju 0
konzole na slici 3.2, tada su(0), w(0) i@ (0) jednaki nuli, a na krajul su sile

ON,, dT iJdM, jednake nuli. Analogno bi vrijedilo i da su wkd | sprijeseni pomaci, a u

tocki O sile jednake nuli.

14



Ukratko, ideja je da u t&i u kojoj Zelimo odrediti pomak, nanesemo jedimi silu u smjeru

u kojem trazimo pomak. Ako trazimo kut zaokretangdpog presjeka nanijéemo jedinéni
moment.

Zelimo li pronai relativni pomak dviju tdaka na pravcu koji prolazi kroz tecte, u tim
tockama nanijet¢temo dvije jedintne kolinearne sile suprotne orjentacije, a akoinraz
relativni kut zaokreta dvaju pravaca, nangemo dva jedirina momenta suprotnog smisla

vrtnje.
Ako je izr&unati pomak pozitivan, tada je stvarni pomak te&keoorijentiran isto kao i

jedini¢na sila, a ako je negativan tada je orijentirarnrino.

3.2. Pomaci uzrokovani temperaturom

Pomaci na konstrukciji osim djelovanjem vanjskihasmogu nastati i zbog utjecaja
temperature.

I

h/2

h/2

Slika 3.3.

Pretpostavimo da je temperatura na gornjem dijiElmenta promijeni z&,, temperatura na
donjem dijelu elementa z@, gdje jets>tq. Po visini elementa temperatura se mijenja po
linearnom zakonu. Zbog poéenja (smanjenja) temperature dolazi do produljékeatenja)
elementa, a kako jg>tq dolazi i do zakrivljenja elementa.

Produljenje elementa izazvano promjenom temperitte

e(x) =ag,,

15



ty +t

gdje je a, koeficijent linearnog toplinskog rastezanja mgadai at, = d 9

srednja

temperatura u polovistu visine popneg presjeka.

Zakrivljenost elementa uzrokovana nejednolikom oasgielom temperature po visini
popre&nog presjeka bite

At
K(X)=a,—,
(x) =a, »
gdje je At =t, —t, razlika temperature, favisina elementa.

Uvrstimo i utjecaj temperature u izraz za @raavanje pomaka ¢&e, dobit¢cemo

fon [t | 85105 o

16



4. Postupci izr&unavanja integrala

b
Integraljf(x)dx predstavlja povrSinu koju funkcijdé (x) zatvara s koordinatnom osi na

a

intervalu oda do b. Prema tome, integral mozemo priblizno &naati tako da interval
[a, b] podijelimo na viSe manjih odsjaka i zbrojimo povrSine ispod funkcije na svakom
odsjeku.

Slika 4.1

Po n&inu na koji odrdujemo odsjéke, postupke integriranja mozemo svrstati u dvijgg:

a) Postupke kod kojih su intervali odabrani unagkijPri tom se vodi tana o tome da se s
njima lagano ré&una i nafeXe su jednaki. Takve tehnike su priklade zacpal' racunanje
integrala. U ovu skupinu ubrajamo trapezno prav8ampsonovo pravilo.

b) Postupke kod kojih se prvo odredi broj intervalatim se za taj broj odtaju intervali
koji ¢e dati najvéu tacnost. U ovu skupinu spada Gaussova kvadratura.

17



4.1. Trapezno pravilo

Zelimo izrasunati povrsinu iscrtkanog lika, tzv. , krivulinogapeza” na slici 4.1.

Prvo interval[a, b| podijelimo nan jednakih odsjeaka, svaki duljinen -b=23 5edan takav
n

odsjeak prikazan je na slici 4.2. PovrSina ispod furkdij(x) na tom odsjgku dana je
)Q+1

integralom|, = J. f (x)dx.
X

|
|
|
| Vi
|
|
|
\

A D
’X

Xi Xi+1

, h L

ﬂ 7
Slika 4.2

Ako je odsj€ak h dovoljno malen, tada tu povrSinu mozemo aproksithpovrSinom trapeza

ABCD. Povrsina pravokutnika ABDE j& [h, a povrsina trokuta BCE j&zth(ym— y)-
PovrSina krivuljnog trapeza tada je jednaka sumwr§ioa trokuta i pravokutnika,

1
Ii :Eh(y| + Mﬂ) '
b c b
Kako znamo da je;f f(x)dx:J' f(X dx+_[ f( 3 dxza a<c<t, ukupnu povrsinu ispod funkcije
f (X) mozZemo prikazati kao sumu svih trapeza na inta[mab] ,

n-1
I=1,=>
=0

_h

i 2(y0+2y1+2y2+"'+ A/n—2+ ZY—1+ yn }

18



Trapezno pravilo je najjednostavnije pravilo zéuraanje integrala, ali takier ima i najvéu
pogresku zbog aproksimacije. Ta greSka se smasjajge podjela na intervale finija, tj. Sto
su intervali maniji.

Trapezno pravilo daje ¢au formulu za ré&unanje povrsina ispod funkcija koji su polinomi
prvog stupnja, tj. ispod pravaca.

4.2. Simpsonovo pravilo

Na slican n&in kojim smo dosli do trapeznog pravila mozemgidio joS jednog pravila za
racunanje integrala, Simpsonovog pravila.

Temeljna ideja je ista, ali dok kod trapeznog geapiovrsinu ispod krivulje aproksimiramo
trapezom, kod Simpsonovog pravila ju aproksimirgmoersinom ispod kvadratne funkcije.
Ali kako bi dokazivanje Simpsonove fomule tim¢mom bilo mukotrpno, ovdjete se
pokazati neformalniji nan kojim se moze do do Simpsonovog pravila.

Interval [a,b] mozemo podijeliti nan odsje&aka, pri cemu je duljina svakog odsjea

h :E, kao Sto je prikazano na slici 4.3. Priblizna diest integrala jé,.
n

X

f(x) ]

. |

\

|

| |

x

|

| /
a b >X

g Lh Lh bl ph g

Slika 4.3
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Tu istu funkciju zatim podijelimo um odsje€aka, gdje jem# n, kao Sto je prikazano na slici

4.4. Duljina odsjeka je k = b;a. Priblizna je vrijednost integrala sadia
m

Ay

B —*—//'/
. ' // //
‘ﬂik v 4 // i /+
AN
VY A
rd A
a b X
Kok k kK Lk
11 717 1 1 17 7
Slika 4.4

Moze se pokazati da su rezultati integracije fupekdi(x) dani formulama:
| =1, +Ch?
| =1, +Ck?,

adie jeC=-"2y'(&), a<é<b

Ako je druga derivacija o konstanta, moZe se uzeti daGeisto konstanta.

Oduzmemo li izraze z&, dobitéemo izraz zaC, pa uvrStavanje u prvi izraz 2adaje da je
integral fukcije f (x) jednak

I, -1
I:I“+kh2 x
F_l
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Neka je sad& =2h i m= g Tada su

h
= 0o 20+ 2y, .4 24 o+ 2% 1+ ¥)
[, =h(y, + A, * .+ B, %

Uvrstimo litel, i I, u gornji izraz, slijedi da je

| =1, + ;2_ =
el
1 1
=h( Eyo'*' Wt %t.+t y,+ ¥—1+E¥
+h(im+ M+}x+~*}¥4+}¥ﬂ+}x)
6 3 3 3 6
+h#1% -gw—urgxﬂ —}x}
3 3 3 3
SN S Syt YY)
3707313 3 3™ g’"

h
I:Iszg(y0+4yl+2y2+4y3+ 2y, t .t 2yt Ay gt 2yt 4y ot ¥)

Gornji se izraz zove Simpsonovo pravilo.

Kako u Simpsonovom pravilu krivulju zamjenjujemoakivatnom funkcijom @kivali bismo
da e dati t@&ne rezultate samo za polinome drugog stupnja Zienali zapravo daje ¢oe
rezultate i za polinome tkeg stupnja. To je posljedica podjele funkcije nanmvaleh i k. Ako
promatramo te intervale u paru, ta dva intervalazenm zamisliti kao jedan dvostruki
interval, tako da umjesto u dvijectee integrand kod Simpsonovog pravila promatrama u t
tocke na dvostrukom intervalu.

Simpsonovo pravilo sa to¢aka daje istu @nost kao i trapezno pravilo sn tocaka, te
zahtijeva dvostruko manje posla.
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4.3. Gaussova kvadratura

Kod Simpsonovog i trapeznog pravila intervale srdalorali po volji tako da budu jednaki i
da integracija bude Sto lakSa.

Kod Gaussove kvadrature intervali se odabiru takaddju Sto véu tacnost integracije pri
¢emu ne moraju biti jednaki.

Primjenom trapeznog pravila smo s pdaunodvije vrijednosti funkcije tétnu vrijednost
integrala dobili samo za linearnu funckiju. Gaussopostupkom, uz pravilan izbordaka u
kojima ratunamo vrijednosti funkcije, dobivamoctau vrijednost integrala za polinom ¢eg
stupnja.

Prvo promijenimo granice integracije @do b na -1 do +1 kako bi se pojednostavnila
analiza. Definiratemo novu varijablu
U= 2x—(b+ a)
b-a
tako da je

x=—(b-a)urZ(b+ 9.

Integral | = Lb f (x)dx tako postaje

| = Ll(p(u)du,
gdje je
Yoo aci Lip- aut
(0(U)—§(b a)Df[z(b 6)U+2(b+ a}.

Na promatranom intervalu, funkcifigmo aproksimirati pravcerg = a, +a,u
takvim da vrijedi

_Ell(ao +au)du= J._T{ﬂ( u) du.
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=ot+oau
e

y=3(u)

Slika 4.5

+1
Integral j_l (a, +aju)du je trapez prikazan na slici 4.5. PovrSina tog dzapbitée jednaka

povrsSini ispod krivuliey =¢(u) ako je povrSina koso Srafirana jednaka povrSirnjake
Srafirana vertikalnim crtama, gamo tako odabrati pravac kojim aproksimiramo kijivul
Povrsina ispod krivulje bite jednaka

ls = AglUo) + AR(W),

gdje suA,, A, u, i u, odabrani tako da su koso Srafirana i vertikalnafisma povrsSina

jednake.
Imamocetiri parametra, pa mozemo pretpostavitcdmo t@&nu vrijednost dobiti za polinom
treceg stupnja

@u)=a+au+ ad+ al,
Sto dalje mozemo napisati kao

(IKU) =4y +0’1U+(u— Lb)( u- q)(ﬂo-l-ﬁll) .

Ako zelimo da parametid, i a zadovoljavaju uvjetj.jll(a'o+alu)du=_|'_+ll¢(u) di, tadau, i

u, moraju biti odabrani tako da

[ - w)(u-w)(B,+ 4,9 du=0,
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Sto zahtijeva da vrijedi
[ u-w)(u- ) du=0
.|'_+llu(u— y)(u-y) du=0,

tj. poslije integracije
—+2u,u =0
U, +u =0,
iz ¢ega slijedi da je
U =-U, = N

Sada kada imamu, i u,, trebamo joS samo tiaA, i A.

Uvrstimo li y, = -y, =1 u izraz za povrSinu ispod krivulje, dolbgmo

3

s = AgUy) + AE(U)

=A@ +au)+ Al +au)

= ay (A + A)-%(A)- A).

Kako I, mora biti jednakJ‘jll(ao +au)du=2a, za svakia, i a,,

pa slijedi da je

A=A=L

Izraz za povrSinu ispod krivulje tada postaje
1 1
l.=(——=)+x—=) .
s =¥ \/5) A \/é)

Izraz gore nazivamo Gaussovim pravilom ili Gaussokvadraturom za dvije tke.
Gornja formula za koju su koriStene dvije&ke daje t¢an rezultat za integraciju polinoma
treCeg stupnja. Primjenom viSectka mogu se dobiti i formule za polinome viSeg sjap
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Opcenito, zan tocaka dobije se tma formula za polinom stupnja-A.

Gaussova kvadratura satocaka daje istu tnost kao i Simpsonovo pravilo £ to¢aka.

u A
n=2 +0,57735 02692 1,00000 00000
n=3 +0,77456 66692 0,55555 55556
0,00000 00000 0,88888 88889
n=4 +0,86113 63116 0,34785 48451
+0,33998 10436 0,65214 51549
n=5 +0,90617 98459 0,23692 68851
+0,53846 93101 0,47862 86705
0,00000 00000 0,56888 88889
n=6 +0,93246 95142 0,17132 44924

+0,66120 93865
+0,23861 91861

0,36076 15730
0,46791 39346

Tablica 4.1 Apscise i koeficijenti Gaussove kafie
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4.4 Veregaginov teorem

Neka jeg,(X) linearna ili nelinearna funkcija, @, povrsina ispod fukcijey, (X) .
X, je apscisa tezista lik&, .

9,(X) je linearna funkcija, &, (x; ) vrijednost fukcije u apscisi tezista lika, .

3 b > x > x
y y
A A
g2 g2
a b >X a 92(xr) >X
Slika 4.6

Vere&aginov teorem kaze da integral umnoSka funkgijex) i g,(x) mozemo izréaunati

tako da pomnozimo povrsinu likg, ispod funkcijeg,(x) s iznosom fukcijeg,(X) u apscisi
tezista likaG, :

o= [ 9,00 9,9 dx=G, (x)0g, ().

Pri tome je nuzno da je funkcijg,(X) linearna.

Ovaj n&in izratunavanja integrala prvi je pokazao A. N. Veagin 1925. godine.
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4.4.1. Dokaz Vere&ginova teorema

Krenimo od izraza za integral umnoska funclgjg&x) i g,(X)

1, = [94(%) 9,(%) dx

Linearnu funkciju kojom je odden dijagram unutarnjih sila zbog jedinbg opteréenja
mozemo zamijeniti jednadzbom pravca

., :j.‘ 9,(x) (kx+ m d>

((¥9 kx+ (3 M)

D C—— T

ki msu konstante, pa mozemo dalje raspisati

2 =K[ X 0,00 e ] 0,00

b
Integral J‘x g, (X dx je stattki moment oko osi y koji na temelju Varignonovarena
mozemo napisati kaor G1, gdje jexr apscisa tezista lik@;:
I, =K X; G;+m G,
= (o + MG

(kx- + m) je vrijednost funkcijeg,(X) u apscisi tezistx;, pa je

I, =9,0%) G,
Izraz gore je poznat kao Vetaginov teorem.

U sltaju da se promatrana konstrukcija sastoji od ragtapova, izréunavanje vrijednosti
integrala za pomake moze se znatno pojednostavniti.

Dijagrami unutarnjih sila od jeditmog opteréenja tada su uvijek odieni pravcima, dok su
dijagrami unutarnjih sila od zadanog optem@a odrdeni proizvoljnim krivuljama. Tada
umjesto mukotrpne integracije po cijeloj konstryikcipomake moZzemo zkajno
jednostavnije izréunati primjenom Verg&&ginova teorema.
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4.5. Primjeri numeri¢kih integracija

Kako bismo vidjeli razlike u @nosti izmelu metoda numetkih integracija, na primjeru
konzole pokazatéemo za cetiri razlicite vrste opter@nja, koncentrirani moment,
koncentriranu silu, jednoliko distribuirano opt&eaje i trokutasto distribuirano optéemnje,
postupak réunanja vertikalnog pomaka kraja konzole pémmetode jedirtine sile. Pri tome
¢emo naglasak staviti na usporedbu rjeSenja kakodisdjeli razlike u ténosti u ovisnosti o
stupnju funkcije kojom su prikazani dijagrami unaién sila.

Konzolu ¢emo podijeliti na dva segmenta g@mo momentne dijagrame integrirati uzevsi tri
tocke.

4.5.1. Koncentrirani moment

Prvo ¢emo traziti pomak ke za sldaj kada je kraj konzole optéen koncentriranim
momentom.

20 kNm
F

® @ /

5 I
/|

NN

N

Slika 4.7

> M, =0=M,-20=0
M, = 2@Nm

Momentni dijagram vanjskog optéenja bit¢ce

M
20 kNm

N

Slika 4.8
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Kako trazimo vertikalni pomak konzole wta 2, u toj t@&ki ¢emo nanijeti jedirinu silu.

1

|

@ @

hH L
7

NN

Slika 4.9

> M,=0=>m~-(50)=0
pF  &Nm

nm

5 kNm

%WWWM

Momentni dijagram od jeditihog opteréenja bitée isti u svim primjerima tako da ga vise
necemo crtati.
Podijelitéemo konzolu na dva jednaka dijela.

Slika 4.10

20 20 20

7

Slika 4.11
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Vertikalni pomak kraja konzole prv@mo izr&unati upotrebom trapeznog pravila.

Za
E =300 kN /nf

_ 0,500,5

| =5,208310° m*

El =156250kNnt

vertikalni pomak kraja konzole hie

dx

M [m
L Eq

1
:EEE[EMO m.no"'ZD\/Iz,sEmz,5+ M5Dms]

1 25
= 2005+ 20(2012,5) 20
156250 2[[] " r 20F
S 92’—55[@200)

156250 2

=1,6[10° m

Primjenom Simpsonovog pravila pomék biti

°M tn dx

o EO

1

:E%EEMOET})"'A’D\Az,sDnz,s"’ MSDms:'
1 25

156250 3
L %4300

156250 3

=1,6[10° m

w=

[f2005+ 40(2002,5% 20
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Primjenom Gaussove kvadrature pondalbiti
J-5 M ET'I
:EZA ChCM(y) Ch( y)
i=0

=i(A) hCM, [+ ADHIM O+ AT K MO )

0,5555555556] 20 4,4364916¥3 0,888888888%9] 20+
156250 +0,5555555556] 20 0,563508327
156250 50109
=1,6[10° m

Primjenom Vere&aginova teorema pomale biti
M [
=M
o EL

ot

1
= 250
156250Eq )

=1,6[10° m

MoZemo vidjeti da sve metode nundéih integracija daju ttno rjeSenje kada je integrand,
koji je umnozak funkcije prvog stupnja i konstantenkcija prvog stupnja. Verédginov
teorem, koji je metoda anatikie integracije, uvijek daje ¢ao rjeSenje.
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4.5.2. Koncentrirana sila

Sljedé&i slucaj bit ¢e kada je kraj konzole optéen koncentriranom silom.

20 kN

NN

D 2

5 e
II

N

Slika 4.12

> M, =0=M,-(520=C
Y= 108Nm

M

7100 kNm

Slika 4.13

Vidimo da je momentni dijagram opisan linearnomkitijom.

Primjenom trapeznog pravila, vertikalni pomak kragmzole za koncentrirano optéesje od
20 kN bitce

_5M
=) Eq *

1
:E%@Mom‘o'kzwz,sm,s*' MSDTE]
1 25
156250 2
L2750
156250 2
=6,0010° m

[nooCB+ 20(5a12,5% @P
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Koristeti Simpsonovo pravilo, vertikalni pomak Igi¢

1
:EEEEEMO mn0 +4[M2,5D“2,5+ MsDns:I
1 25
156250 3
! #1000
156250 3
=5,33010° m

[no0CB+ 40(5a12,5% @P

Primjenom Gaussove kvadrature, pomak kraja korzoke

5M n

w= dx
o EO
1 n-1
== AhIM(y)n( y)
El &
:é(pb [hCM, [y, + ACHIM,Om+  AO B0 MO g
1 c 0,5555555556] 88, 7298 4,436491673 0,88888%8B0 2, 5+
156250 ' | +0,5555555556]11, 2702 0,563508327
-1 [2,50(333,32)
156250
=5,33010° m

Koristeti Vere&aginov teorem, vertikalni pomak Igie

& {tmenl)

1
833,33
156250Eq )

=5,33010° m

U slitaju kada je integrand, umnozak dviju funkcija pnatgpnja, funkcija drugog stupnja,
trapezno pravilo kao Sto je i bilo z&ekivati, viSe ne daje tmo rjeSenje. GresSka iznosi
12,57%.
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Da bismo vidjeli kako odabrani broj segmenata datjea dobivenu tmost, za usporedbu
¢emo taj isti zadatak ponovno rijeSiti primjenompianog pravila, ali ovaj put konzolu
necemo podijeliti na dva segmentaéw@mo uzeti da je cijela konzola jedan segment.
Tadace rezultat biti

5M [
o EO

1
=2 M, tny + M, ()

1

156250
1

500
156250 2[q )
=8,0010° m,

w= dx

2£p100E5+ oq

dok je primjenom trapeznog pravila s tréke greSka iznosila 12,57%, ta greSka sada iznosi
gotovo 51%.

Simpsonovo pravilo i Gaussova kvadratura dajindorjeSenje za funkciju drugog stupnja,
dobiveno primjenom Veréaginova teorema.

4.5.3. Jednoliko distribuirano optergenje

NI

Slika 4.14

> M,=0= Ml—(SD’ZO)E-TZ—= C
M= 25@Nm
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250 kNm

4y

L h=2,5 L h=2,5

1/
7 g g

Slika 4.15

Primjenom trapeznog pravila, vertikalni pomak krigazole za kontinuirano optéenje od

20 KN/m' bit¢e

_J‘5an

:Edzl[EMom"'zwz,sDnz,s"' MSDnS]

5
156250a2—2 25006+ 2(62,512,5 O

GZ—SEQ1562,5)

156250 2
=0,0125m

Koristeti Simpsonovo pravilo, vertikalni pomak Igie

1
:E%[EMOM"'A’D\AZSM,S'F M5Ems:|

1
156250a2—3 [)25006+ 47(62,512,5) Q[

1
= 87
156250 3[q 5)
=0,01m
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Primjenom Gaussove kvadrature, pomak kraja konzioke

_5M
o EO

=23 A TM(y) ()

dx

= Z-(A ChCM, [, + ACHIM O+ AT M n)

1 o5 0,5555555556] 196,8245886 4,436491673 0,888889162,5]12,%
156250 ' | +0,5555555556] 3,175416346 0,563508327

62
156250 E@ 3
=0,01Im

Koristeti Veregaginov teorem, vertikalni pomak Igie

dx

M [in
w:.[os E

-5 4(3mes¢ )

1
= 1562,5
156250Eq )

=0,01m

GreSka koju dobijemo koristetrapezno pravilo za funkciju téeg stupnja iznosi 25%.

U slwtaju da trapezno pravilo primjenimo uzevsi samoedigike, rezultate biti

:iﬂltﬁMom+2w2,sm,s+ M Cm]

e [[1250[5+ 0

156250

e 1250)

156250 2
=0,02m,

a greSka sada iznosi 100%.
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lako ne@ekivano, Simpsonovo pravilo i za funkciju deg stupnja daje tmo rjeSenje, ali tu
zanimljivost smo veé prije objasnili.

Gaussova kvadratura i u ovom &ju daje téno rjeSenje integracije, Sto smo provjerili
primjenom Vere&ginova teorema.

4.5.4. Trokutasto distribuirano opteretenje

20 kN/m’

e, 0K

@ @

5 by
/I

Slika 4.16

D> M, =0= Ml—(EEEEQOj[ﬁ}DSJ: C
2 3

M= 83,3BNm

=

83,33 kNm
M

25 Is £;0 L

¥ g
Slika 4.17

Z

IR\
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Primjenom trapeznog pravila, vertikalni pomak kr&@nzole za trokutasto distribuirano
opteréenje bitce

dx

M [
a):j; EN

= dll:EM |]nO+2|:|\/|25|:I«r]25-'-'\/IIzlrﬂ5]

5
156250G2—2[[]83,33]5+ 2](10,4212,5) O]

E—]Z—SEQ468, 79

156250 2
=3,75(10° m

Koristeti Simpsonovo pravilo, vertikalni pomak Igi¢

J-5MET‘I

:EEEEEMO mno+4[|\/|2’5|:h12’5+ |\/|5Dm5]

1
15625()@2—3 83,335+ 43(10,42 2,5) Ol

=1 500,89
156250 3

=2,77787J10° m

Primjenom Gaussove kvadrature, pomak kraja konzioke

dx

M [in
:.[05 E0

=25 Ao )

= (A hTM, T, + ADHOM O+ AT MO )

1 %0,555555555 58,214044106 4,436491673 08888889110,41666667 z,ﬂ
156250

+0,5555555556] 0,119289664 0,563508327
1
= [2,50{(166,6
156250 [q 6

=2,66656110° m
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Koristeti Veregaginov teorem, vertikalni pomak g

M [in
w:ﬁ EO

i its]

1
16,65
156250Eq )

=2,66656110° m

dx

Integrand je umnozak funkcije teg stupnja i funkcije prvog stupnja, tj. funkcijatvrtog
stupnja.
GreSka u rjeSenju do kojeg dolazimo trapeznim poavs tri tatke iznosi 40,63%.

Ako zadatak rijeSimo trapeznim pravilom, ali sajelvocke, rezultate biti

=idﬁtﬁMom+2wz,m,S+ M Cm]

5§[[183 335+ A
156250

E-E[Q416 69

156250
=6,6664110° m

Greska sada iznosi 150%.

Simpsonovo pravilo nam viSe ne dajérto rieSenje, a greSka u ovom primjeru iznosi 4,17%.
Kao Sto smo do sada radili sa trapeznim praviloagasemo primjer ponovno rijesiti
Simpsonovim pravilom, ali ovaj puta sa dvij€ke.

=id3EEMomno+4wz,m,s+ M Cm]

B§¢83 335+ @
156250 3

@[@416 69

156250 3
=4,44427010° m
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GresSka sada iznosi 66,67%.

Gaussovom kvadraturom ponovno dolazimo dineg rjeSenja, Sto smo provjerili rijeSivsi
zadatak primjenom Verédginova teorema.

Gaussova kvadratura daj&mno rjeSenje za funkcij2n—-1) stupnja, gdje j@& broj koristenih
tocaka ili ¢vorova. Do sada smo koristili 3 dke, Sto daje tne rezultate zaklgno s
funkcijom petog stupnja.

Rijesit ¢emo sada ponovno ovaj primjer Gaussovom kvadratuedinkorist&i samo dvije
tocke.

w:ﬁ% dx
=23 A TEM(y) ()

= (A, ChEM, [, + ACHOM )

= 1561250&5Ep1, 00J40,88021768 3,9433756731 1 0,786448D85662432f
= [2,50(162,03703y

156250
=2,592610° m

Greska iznosi 2,77%

Vidimo da Gaussova kvadratura u kojoj se sluzimd\gge tatke viSe ne daje tmo rjeSenje,
ali greSka je osjetno manja nego primjenom trapgzin&impsonovog pravila.
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5. Primjena metode jedinEne sile u metodi sila

U ovom poglavlju pokazatemo vaznost metode jedine sile u rjeSavanju stéki
neodréenih sistema.

Statcki neodreleni sistemi su sistemi kod kojih je broj nepoznat#icina potrebnih za
izracunavanje sila u vanjskim vezama i unutarnjih sikgivod broja mogtih jednadzbi
ravnoteze. Dodatne jednadzbe potrebne za groraila dobivamo iz kinema&kih uvjeta
konstrukcije. Jedna od metoda rjeSavanjaciatieodrelenih sistema je metoda sila. Ovdje
necemo ulaziti u detalje o toj metodi, sard@mo dati pregled osnovnih zamisli i jednadzbi
bez ulaZzenja u njihovo podrijetlo.

5.1. Metoda sila

Prvi korak u rjeSavanju sustava metodom sila namajeod péetnog statiki neodreienog
sustava napravimo stéiti odraieni sustav, osnovni sistem.

To ¢emo «init tako da maknemo prekobrojnu vezu, pritom gada sustav ne pretvorimo u
mehanizam.

X

I

P P
. 3 °
% ZaN P

P P
@ B o
Fan 7 P Z
Slika 5.1
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Sljede&i korak je rijesiti statiki odreieni sistemg¢ime dobivamo unutarnje silkl, i N, .

Slika 5.2

Posljedica uklanjanja prekobrojnih veza je ta dagfima linija osnovnog sustava ne odgovara
progibnoj liniji stvarnog sustava.
Uklonjene prekobrojne veze moramo nadomjestiti gdizranim silamaX, ¢iji ¢e iznosi

biti to¢no takvi da osiguraju podudaranje progibnih linlijmeprekinutost polja pomaka.
Ako smo oslobodili translacijski pomak vezemo nadomjestiti silom na mjestu i na pravcu
oslobaienog pomaka, a ako smo oslobodili zaokret i@&mno nadomjestiti momentom.

Uklanjanjem prekobrojnih veza oslatzase par sila, ali ako oslobodimo vezu koja spaja
element s podlogom, druga sila djeluje na nepompodlogu te je izostavljamo iz prétma.

Vrijednosti prekobrojnih silaX; izracunat ¢emo iz uvjeta i&ezavanja pomaka njihovih

hvatista. Uvjeti kompatibilnosti pomaka ne mogu zselovoljavati pojedinmo, jer svaka
prekobrojna sila utjg2 na pomake hvatiSta svih prekobrojnih sila, parjegenje dobiva
rjeSavanjem sustava jednadzbi:

Zd X, +3d, i=1,..n

Te jednadzbe nazivamo jednadZzbama kompatibilnosti.
U g, prviindeks,i D[l,n], ozn&ava da je rij¢ o pomaku hvatiSta sil&X; po pravcu njezina
djelovanja. Drugi indeksj [1,n], je oznaka sileX; koja je uzrokovala taj pomak.

J,, je pomak hvatista sil; uzrokovan vanjskim djelovanjem.

Pomaked ; i J, ratunamo primjenom jedidne sile.
Na mjestu i u smjeru svake prekobrojne veze stayedoicnu silu i odredimo dijagrame
unutarnjih silam .
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Pomak na mjestu i u smjeru jedine sile tadde biti

m(&) M(&) , 1) NE)]

dx,

ax

5 =3[

i %J.o{ El(<,) EAE) |
5 zzr[m(é) Mo(&) , N(€) No(€) |
el ENE) EAE.)

pri ¢emu se zbroj proteze po svim elementima sisten{d,)aozn&ava lokalne koordinatne

osi pojedinih elemenata.

UvrStavanjem pomaka i rjeSavanjem sustava jednadiipatibilnosti dobijemo vrijednosti

prekobrojnih silaX; .

Pretpostavljamo sta&tu linearnost, tj. da se uvjeti ravnoteZze vanjskilnnutarnjih sila

postavljaju na nedeformiranoj konstrukciji, a njgagosljedica
Uz to pretpostavljamo i materijalnu linearnostd je odnos un
deformacijskih sila linearan.

linearnost uvjeta ravnoteze.
utarnjih sila i odgovakaju

Tada konane vrijednosti unutarnjih sila u stéti neodreéienom sistemu mozemo izianati
kao algebarski zbroj vrijednosti tih v@lha u osnovnom sistemu uzrokovanih vanjskim

silama i onih uzrokovanih prekobrojnim silama:
M(X) = Mo(X)+> X m( 3,
i=1
T(Y=T(A+D, X1}
i=1

NI = N3+ X %
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6. Primjer

Za primjer na kojené¢emo prikazati primjenu metode jedine sile u metodi sila odabran je

tri puta statiki neodreien sustav na slici 6.1.

S _a

R 5
m
1|8 REEEE -
o
o~ — =
N
™~
L 3 L 3 L L 3 L
7 i 7] ) 7
Slika 6.1
B =100 kN stup: b/ h=50/50 cm
P, =150 kN greda: b/ h=50/60 cn
P, =200 kN E =310 kNnf
g =20 kN/m' a=1,200°K™
M =175 kNm
t, =20°C
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Prvi korak rjeSavanja stdki neodrelene konstrukcije metodom sila je pretvaranje &kati
neodrdenog sustava u stéi odreieni sustav uklanjanjem prekobrojnih veza i
nadomjeStavanije tih veza za sada nepoznatim silama.

P

~U

i A b by £

<U

o
P ~

N XT
f’

N

¥ 3 * 3 f 3 ¥ 3 ¥ X

3

Slika 6.2

Dalje, na statki odreieni sustav nanosimo zasebno vanjsko opége i jedinéna
opteréenja na mjestu i po pravcu raskinutih prekobrojebha te svaki taj sustav rjeSavamo.
Kako se nalazimo u okviru Bernoulli-Eulerove greg@pre&nu silu zbog njenog malog
doprinosa zanemarujemo, pa dijagram popiresila néemo ni crtati.
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a) Vanjsko opterenje

100 kN
150 kN
1 20 kN/m' | 175 kNm
1 CunEnE DU 7
N | 200 ﬂ © )
] 20°C o
I @ A
= - - & —_—
A B)
N F..
TB"
¥ 3 qp 3 * 3 4» 3 *
Slika 6.3

>'M,,=0=12B" + 175+ 71156 81106 4/5 (3 26) [B 260
12B’ +175+ 1056- 306 279 609 O
BY =-4,58kN

D> FY=0=-100- 31200 A" + B" = (
- 166- 4,58 A" = 0
A’ =164,58kN
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100 kN

Slika 6.4

> M. =0= 6[F" + 3150= (
FY =-75kN

D> M, =0= 60100+ 31156- €E’ =
EY =175kN

100 kN

E

v

E

Slika 6.5

> 'M,, =0=> 30100~ 3E’ + 3E" = (
300- 375+ E" = 0
E" =75kN

> F*=0=-150+E" +F" = 0
FH =75kN

150 kN
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> F*=0=D"+E"=0
D" ~75kN

> F'=0=D"+E"=0

DY -75kN

100 kN D

H

Slika 6.6

> M, =0=-3D" +3K.100+ 601,53 25+ O 200 BN + X' =
-3[{-75)+ 300+ 90+ 25+ 206 987,48.260 0
S=186,24kN

> FY=0=-100- 2013+ A" + D" +C" = (
~100- 60+ 164,58 75C" = 0
C" =70,42kN

ZFX =0= 200+D"+CH+ A" +S=(
200- 75+CH + 186,24 56 0
CcH =-261, 24kN
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a 225 Tmm 225
W 211,25 P
bzt
T
372,5
36,254 121,25
100
Fe¥
Slika 6.7
N .75
T T O TR T T
-175 75 =
261,25 =
.336,25 ’ ‘ = -186,25
164,58 186,25
4,58
a
Slika 6.8

372,5
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b) Jedinéna sila na mjestu i po pravcu prekobrojne veze X

D)
IS
e G 2
N
= H
A) A
-5 o :: =
i
o
v 7 |-
. A ;/’ng
& /{_)\ J
(Y
B
L 3 L 2 I 3 L 3 L
1 7 7 7 7
Slika 6.9

> M, =0=1+1B" =
BY =-0,0833kN

D> FY=0=A"+B'=0
A" = 0,083%N

Y F*=0=A"=0

DY =0kN;D" =0 kN
EY =0kN;E" =0 kN
FY =0kN;F" =0kN
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i 4
® |
o
s
AH
& -
AV
Slika 6.10

> M, =0=>—6[A" + 2[5= 0
S=3A =0,25kN

Y F*=0=C"+S=0
¢ =-0,2%N

S FY=0= A" +C' =0
¢ =- 0,0838N
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05

AT T e

0,25

-0,08

W%E 05

1

Slika 6.11

-0,25

-

0,25

l}LIHIIII\HII[IIIIIHHII\

Slika 6.12

0,08

ID&IIIIIHHIIIIII]HHHHJ]IIIHHIH
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c¢) Jedintna sila na mjestu i po pravcu prekobrojne veze X

)
™
| l‘:E/\I ’/\'é\' )
©
N
™ é) ”
= 1 ¥ '/f- _E\ ) A
N iy
v 2
A B)
s 9
A
v
B
L 3 L 3 L 3 L 3 "
7 7 7 7 7
Slika 6.13

> M, =0=1+1B" =
BY =-0,0833kN

> F'=0=A"+B'=0
A’ = 0,083%N

Y F*=0=A"=0

DY =0kN;D" =0 kN
E' =0kN;E" =0 kN
FY =0kN;F" =0kN
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A) .

1®A

v

A

Slika 6.14

> M, =0= 20B+1- 60A" =
2S=6A -1
S=-0,25kN

D F*=0=C"+8=0
¢ = 0,2%N

D F'=0=>A"+C"'=0
¢ =-0,0838N
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Slika 6.16

0,5 WWWM 05
W )
E g
e
Slika 6.15
n,
0,25
= RN NN KRN RRRRR AR
H -0,25 H
g U REERRRREROARCRRRERRRTATRRAMNNTRRRRRRR:
-0,08 |
LN
0,08 %
2
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d) Jedinéna sila na mjestu i po pravcu prekobrojne veze X

D)
™
® ()
©
A b
A
P
A ®
A1
1 v
B
L 3 L 3 i 3 L "
7 7 7 2 7
Slika 6.17

> M,,=0=20+1B" =
BY =-0,17kN

D F'=0=A"+B"=0
A" = 0,17%N

ZFX =0= A"+1=0
A" =—1 kN

DY =0kN;D" =0kN
E' =0KkN;E" =0 kN
FY=0kN;F" =0kN
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Slika 6.18

> M, =0= 2[5+ 40A" - 60A = C

2S+ 40-1)- 610,17k 0
S=2,5kN

Y F*=0=A"+C"+S=0
¢=-%25 0
C" =-1,5kN

D F'=0=>A"+C'=0
C =-0,1%N
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Slika 6.19

Q

-1,5

2,5

-0.17

b&‘Hmm”mmmm

Slika 6.20

0,17
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Sljed&i korak je izr&unavanje pomaka uzrokovanih na mjestu i po pragdingne sile.
Prvo ¢emo primjenom Verg&ginova teorema izéanati pomaked, ,, 9, , i 0, prouzr@ene

djelovanjem vanjskog opterenja.

5o=] { WX)““(X)}M[ N3 O xmg} dx
Pl B °L EAY

oo '—lm,z + —1D]]36,2 20 0,2 (—:LDEL 36,}%—% O,QQD §+5
_ 2 3 2 3 2 3 3 N
Els +[1m[372,5j[€—150,25—25m5}(5[2EB72,%[€_—250,5—15}
2 3 3 2 3 3
(1 [3[372,5}[@350,&—150, 2%{—15 121, %5&'—% (},525 o,}s
2 3 3 2 3 3

— +(3m21,2§[€_—25 0,2}#(—25 225)36_025}[—1[3[211,25}[6_—250,2§+ +
El, | (2 3 3 2 2 3

_+(%[:BD?11, 25)[@'—3250, 25%5 o,}{_;m 3 197)5@'—315 0,25%5 (3,5
+i.[(12186,2;6[ﬂ 0.25+[( 12 2 19[( o)s

1 1 1
:E_ISEQ—165,83)+E_IGEQ— 145,62)3+ﬁtq 558,95 ( 712 19

=-221,01674
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5oz { M(x)ﬂw(x)} J-[M))DB(XJW”S} dx
@ El(x) EAY

(ltzmooj {9 +[3 D]]loa [é_—zm—lm 0,7}» [Emm 36, %Gé—zﬂ o,¥5lmj 1

2 2 3 3 2 3 3

=i[]+(—1ElIZBG,ZEJ[Q—ZDOJS-}D0,§+(—1|1[372,EJEEEDO,S——1D0,7§+ +
Elg | \2 3 3 2 3 3
+(5[2[372,5)[é'—250,%

2 3

(EE:B[BD,SJEﬁEDO,&—lDO,Z%{—lD 121, %5€_—ZD 0,250 (3,5
2 3 3 2 3 3

1 +(}EGZU_21,2§[€_—2[(D,25)+[E[22,5]%[é_0’25j+(—1D3]211,2 g o,%& +
Elg 2 3 3 2 2 3

+ E[3[1211,25 _—250,25—150, + —15197, —1y 0,2535 5
2 3 3 2 3 3

+i [(12186, 25~ 0,25 +[ (122, 410*) (- 0,2}]

1 1 1
=E_|SEG_134’17)+EG[G_ 145,62)5+ﬁ[q— 558,75 (- 72 19

=-588,63326

5o |. { M(x)nrg(yo} I[N(m( xmg} i

El(x)
(lmﬂoo)[égmz + Lo [é—zmr—lm 0,5+ Jon 36, 4 o,—&lm 2
2 3 2 3 3 2 3 3
=im+(3u[372,5)[é—2m—150,%+(1ﬂzse,zsjté—lmr—zmo,%+ +
Elg 2 3 3 2 3 3
+(EE2[B72,5j[é_—lD4——2D§
2 3 3 |

(l [3[372,5][@-253—150,%{—1531121,2 _—1D —1—2D 0)5-
2 3 3 2
2

+§ +(%m21,2§[é%25 o,;s (3[22 5[3}[6 05) [ ra1211, 2%[6 DO}S» .
+(%[3E211,25)[€%2D0,5?13D}+[—;D3]197)i€—3ﬂ—1—§ﬂ 0)5
+i.[(12186,2}6[@ 20 +[( 12 2/3 191(2,5)]

1 1 1
=E—ISEQ—461,67)+EGEQ— 291, zﬁﬁm 5587)3( 712 )

=1022,615

60



Pomacid,,;, 9,,, 0,3 0,,,0,,0 ,50 3,0 3,10 ,SUpomaci uzrokovani jedimim silama.
Pritom vrijedi

S S S
w|| I 1
& S >

5_1' m)tm(3 | fl R XU )(+ag
1o El(X) oL EAX

g GEestims st poaj Prpop(peog el gy

1

= K;Emo’%[ﬁim’sjm}rﬁ[ 120, 251( 0, 2]
:ELISEQ5,33)+ E:ILG {9+ EiGEQOJ?)

=10,23274

5 _J" ”E(X)DT}U) J" n( x0n( X )XD'?()( at, | dx
El(x) o  EAX

=E1| EE(ZELEI) ( DZDl)[é i DO% ( 5210%[@2505 ﬁ)}(—;mmo)ﬁé—gm OHF»
+ETG K%Dajo%[@m 5} } —[ (1200, 25 0,2p)
=g 1839+ g+ g7

=6,77674

5= { ms(x)Dn(»}dHI'[ n( YOy Mms} dx
37 o El(x) oL  EA

[ el
9 |+ 2acz) 2o 2 Ja)flon 20
g o

-Erm 0+ 519+ g, 173

=75,37
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5 j m(xm(y | I' ng dx
El(x) o EAX

:Eilscﬁ(;mmsj[ﬁ D, 5+ - Dg ( Dﬂ}[élﬂo} (Eo,}né_sm oﬁ+
+Eile K% m,%[ﬁ—gmo,émyﬁ-[(ﬂmﬂ)[ﬂ‘ 0, 2p]
BEU PN BN

=2,13526

5= jo{m(x)mw} j{ i m@(x ag} i

El(X)
_ELIS[EG[M) 5)[€-[2+ j (4 ;+[ Dm}té K lﬂjl ( Bl o}ﬂé ]Dﬂ—?DH
+E_TJ [6]05 }+—[1I|025E@2)5]
:Eikm12)+FGEQZ)+aEG7’3
= 22,961

5oz { mz(x)Dn(»}de[ n( XOu xm} dx
SR I =€ °L  EAY

=E+SEE(2EL)EQ—])+(% DZDleé——;D}%Dg+(—;DZDO,§[€_—;D z_gm)u(_im o)&}é—;m 44-25)%

b e

G

- ) ) 7

G

=-1,681

Sada te pomake koje smo dobili uvrStavamo u systiadzbi

ZJ X, +d,=0, i=1..n

L7

a rjeSenje tog sustava dé& nam vrijednosti prekobrojnih sila kojima smo nagkstili
raskinute veze.
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510 + 511D(1+ 512|:D< 2+ 513DX 3: 0
520 + JZlD(l-I- JZZD( 2+ 523D( 3: O
530 + JSID(1+ JSZD( 2+ 533‘])( 3: 0

~221,01674 10,2327, + 2,135DK,+ 22,98 =
-588,63326- 2,13528K,+ 6,776D4,- 1,684, =
1022,615+ 22,960X, - 1,68K,+ 758K,= 0

X,=139,578
X, = 29,5143
X, = 55,323

Konani dijagrami sila na statki neodréenom sustavu dobiveni su, kako jeévgrije
navedeno, kao algebarski zbroj unutarnjih silavaam vanjskim optek®Enjem i unutarnjih
sila izazvanih jedidinim silama te pomnozenih s prekobrojnim #elama,

M ()= My(9+Y X m( 3
TR=T(+3 X103,

NGY= N3+ X %

226

401,72

i
kN
W 196,64

168.27

pal
T
A
EEEEE)

343.27
401.72

120.94
106.64

40.16

81,72

28.57

139,58

Slika 6.21
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-75,00
-175,00 l
20578 00
.280,78
-130,78
el H
-168,70
76,46 I
870
miw
Slika 6.22
T -750
75.0
750
66,30
- TR
|
& i
280,78
80,78 -130,78
~760,70 :
532
TR,
56,32
Slika 6.23
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Za usporedbu dani su rezultati dobiveni programami®to 2.7.

Momentni dijagram:

-225.00
-225,
god 225.00
-400,95
-400.95 0:00 ‘ ”””HHHH”I 344,05
\{‘L‘I‘*W,oo O
107,02
‘ -89,35
144,80
Moment Diagram, Comb: CASET, Units: kN-m
LinPro 2.7
Slika 6.24
Dijagram posminih sila:
= I nnnnnnm=
E -75,00 —
75,00 i -75,00
g 65,67 E
567 T T T T T
277,35 B
169.33 -127,356
77.35
8,54
-58,54
Shear Force Diaaram, Comb: CASE1, Units: kN-m
LinPro 2.7
Slika 6.25
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Dijagram uzduznih sila:

-75,00

-175,00

-227,356

|
75,00 E

-202.35

-127,35

-169,33 9,33

-169,33

9,33

Axial Force Diagram, Comb: CASE1, Units: kN-m
LinPro 2.7

Slika 6.26

U usporedbi rezultata mozemo vidjeti manje razlikazlog tome je Sto program, osim
momenata, u obzir uzima i uzduzne sile koje suargunu, s izuzetkom uzduzne sile u
zatezi, bile zanemarene.

66



7. Zaklju ¢ak

Metoda jedinine sile omogéava relativno jednostavnodananje pomaka bile koje dke na
konstrukciji. To je zn&jno kr&i i jednostavniji postupak od anatikiog rjeSavanja
diferencijalne jednadzbe progibne linije, a pringeNeregaginova teorema na Stapnim
konstrukcijama to svodi na jednostavno dlranje povrSine i trazenje teziSta na dijagramu
unutarnjih sila od vanjskog optéenja te odréivanje ordinate u teziStu dijagrama unutarnjih
sila od jedinénog opteréenja.

Provaienjem proréduna na Bernoulli-Eulerovoj gredi zanemarujemo péme silu Sto
dodatno olakSava cijeli prafan. Takaler moZzemo zanemariti i uzduznu silu N, osim ako je
ona dominantna sila na elementu, zato Sto je ngaprinos u odnosu na doprinos momenta
nagege jako mali.
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