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1. UvVOD

Pojmovi staticke i kinemati¢ke odredenosti od iznimne su vaznosti za razumijevanje
mehanike zglobnih reSetkastih sustava. Staticka odredenost znaci da broj nepoznatih
vrijednosti sila u spojevima nije ve¢i od broja jednadzbi ravnoteze, dok kinematicka

odredenost znaci da je polozaj ¢vora jedinstveno odreden duljinama Stapova.

U ovom ¢emo se radu baviti mehanikom sklopova zglobnih sustava, posebno onih koji su
istovremeno staticki i kinemati¢ki neodredeni. Ispitat ¢emo takoder mehani¢ko znacenje
Cetiriju linearnoalgebarskih vektorskih potprostora ravnotezne matrice te opisati algoritam za
odredivanje ranga matrice i baza potprostora. Taj ¢e algoritam dati i pojedinosti 0 svim
stanjima samonaprezanja i svojstvenim oblicima neelasti¢nih deformacija koje sklopovi mogu

posjedovati.

Prvo ¢emo se upoznati sa simbolima koji ¢e biti primijenjeni.

LISTA SIMBOLA

A = ravnoteZna matrica

AT = transponirana ravnotezna matrica

a,b = vektori

B = kinematicka matrica

b = ukupan broj Stapova

d = vektor pomaka zglobnih ¢vorova

e = vektor produljenja Stapova

f = vektor ¢vornih sila

I = jedini¢na matrica

J = broj zglobnih ¢vorova (iskljucujuci leZzajne ¢vorove)

J = ukupan broj ¢vorova

K = broj kinematickih ogranicenja u leZajnim ¢vorovima

m = broj neelasticnih mehanizama
= rang matrice

S = broj stanja samonaprezanja

S = vektor uzduznih sila u Stapovima

X, Y,z = Kartezijeve koordinate

r



2. OPCENITO

Za pocetak, pogledajmo sliku 1(a): ocito je da je taj sustav stati¢ki odreden, pa se uzduzne sile
U svim Stapovima mogu odrediti pomocu jednadzbi ravnoteze za dani skup vanjskih sila koje

djeluju u ¢voru ili, pojednostavljeno receno: broj jednadzbi jednak je broju nepoznanica.

Matrica koeficijenata je regularna, a rjeSenje jedinstveno. Za matricu A € M, kazemo da je
regularna (nesingularna) ako i samo ako je rang matrice jednak broju redaka. Za sve

nesingularne matrice vrijedi:

1. Akoje A€ Gyondajei At eG,i(A) = A

2. AkosuA,BeG,ondajeA-BeG,i(A-B)*=B" A",
3.1€G il ™t =1

4. G, # My, preciznije G, € M.

5. 0n & Gn,

Skup svih nesingularnih matrica n-tog reda ozna¢avamo s Gy, a kvadratne matrice n-tog reda s

M. Red matrice je veli¢ina matrice.

Prikazani sustav je i kinematicki odreden, u smislu da je polozaj ¢vora jedinstveno odreden

duljinama Stapova.

Ako uklonimo bilo koji $tap, kao na slici 1(b), dobivamo mehanizam koji ima jedan stupanj
slobode, dakle kinematicki je neodreden te sklop sada ima jedan svojstveni oblik neelasti¢ne
deformacije te se moze izobliciti bez promjene duljine $tapova. Medutim, ako sustavu sa slike
1(a) dodamo jos jedan Stap, kao Sto je prikazano na slici 1(c), sustav ¢e biti staticki neodreden,
a rjeSenje za skup uzduznih sila u Stapovima nije jedinstveno. Mozemo ga opisivati kao da
imamo jedan suviSan §tap, medutim bolje je razmisljati o neodredenosti u smislu jednog
stanja samonaprezanja, odnosno kao skupu sila u Stapovima Kkoje su u statickoj ravnoteZzi bez

djelovanja vanjskih sila.

U ovom primjeru mozemo vidjeti da je zadnji Stap mogao biti stavljen u sklop u prednapetom

stanju, a tada uvjeti ravnoteze traze da i drugi Stapovi takoder budu u stanju naprezanja.

Pojednostavljeno, mozemo zamisliti da je taj novi Stap malo krac¢i od udaljenosti izmedu
dvaju ¢vorova koje ¢e ih povezati, te je potrebna vlac¢na sila kako bi se osiguralo malo

elasticno produljenje koje je potrebno da se Stap uklopi.



(a) s=0,m=0 (b) s=0,m=1

(c) s=1,m=0 (d.1) s=1,m=1

(d.2) s=1 ,m=1

Slika I. Skice sklopova za ilustraciju staticke i kinematicke odredenosti i neodredenosti. (a)
Tri su lezajna ¢vora u kutovima kvadrata. (b) Jedan Stap je sada uklonjen, a sklop ima
svojstveni oblik neelastiénog pomaka u kojem se sredi$nji ¢vor krece prema Ccitatelju. (C)
Cetvrti $tap Cini sklop staticki neodredenim. (d.1) Treéi §tap dodan sluc¢aju (b) &ini sklop i
staticki 1 kinemati¢ki neodredenim, ali moguéi su samo infinitezimalno mali pomaci
neelasticnog mehanizma. (d.2) Kao 1 u slucaju (d.1), osim $to su tri lezajna ¢vora kolinearna,
te je moguce, kao u slucaju (b), slobodno gibanje neelasticnog mehanizma.



Nadopunimo ovaj primjer s formulom poznatom kao Maxwellovo pravilo, koja je nuzan uvjet
i za staticku i1 kinemati¢ku odredenost sustava, a prostorna verzija formule, za sustave koji su

spojeni s podlogom (kao na slikama 1 i 2) glasi:

b =3 )

gdje je b ukupni broj $tapova, a J broj ¢vorova koji nisu lezajni.

Ovo se pravilo, kao $to smo ve¢ spominjali, temelji na shvacanju da broj jednadzbi mora biti

jednak broju nepoznanica, kako bi rjeSenje bilo jedinstveno.

Slika 2. (a) Prstenasti sklop koji zadovoljava Maxwellovo pravilo, ali (b) je staticki i
kinemati¢ki neodreden sa slobodnim pomakom neelasticnog mehanizma

U okviru opce teorije konstrukcijskih sustava, ovakvo razmisljanje je primjereno, ali u odnosu
na slozenije probleme, ima ozbiljne nedostatke, te je tako ve¢ dugi niz godina poznato da neki
sustavi zadovoljavaju Maxwellovo pravilo, a ipak su staticki i kinematicki neodredeni (slike
1(d)i 2).

Takoder, takvi su sklopovi podlozni samonaprezanju, a u nekim slucajevima stanje
samonaprezanja moze donekle unijeti krutost prvog reda u svojstveni oblik neelastiCne

deformacije.

Linearnoalgebarski odnos izmedu broja jednadzbi i nepoznanica uvodi ideju ranga r matrice
ravnoteze i njezine transponirane matrice (kinemati¢ke matrice). Prou¢imo detaljnije pojmove

linearne algebre kako bismo §to bolje razumjeli daljnji tok rada.



Broj linearno nezavisnih redaka matrice A = [a;; ] € Mm, ZOve se rang po redcima matrice A.
Broj linearno nezavisnih stupaca matrice A zove se rang po stupcima matrice A. Kako je rang

po redcima jednak rangu po stupcima, govorimo o rangu matrice r(A).

Neka je A = [a;; ] matrica tipa m x n. Matrica B = [bjj ] tipa n X m za koju je b;y = ajjza i = 1,

.., M, j=1, ..., n je transponirana matrica matrice A. Oznacavamo jus A" . Vrijedi

r(A) =r(A")
Primjer:
2 0
akoje A=[% 3 4],ondajeAT: 3 1
0 1 2 4 2

Uvodenjem pojma ranga matrice dolazimo do izraza

s=b-r, m=3J-r (2)

i odatle
s-m=b-3J 3)

kao zamjene za (1), kada su svi lezajni ¢vorovi (koje se ne ubrajaju u J) zglobno spojeni s
podlogom: ovdje je s (=0) broj neovisnih stanja samonaprezanja, a m (>0) je broj neovisnih
neelasticnih mehanizama. Upravo ove vrijednosti 1 njthovo odredivanje ¢ine prvi korak u
mehanickoj analizi bilo kojeg sustava. Ako se jedna od njih mozZe utvrditi, jednadzba (3)

odmah daje jednadzbu (2), buduci da se vrijednosti b i J mogu dobiti brojanjem.

U op¢em slucaju, kako je madarski inzenjer Tarnai istaknuo, vrijednosti s i m ne ovise samo o

broju Stapova i ¢vorova, ve¢ o potpunoj specifikaciji geometrije sklopa.

Za neke posebne sustave moguce je uociti vrijednosti S ili m ¢istom fizickom intuicijom, ali
pozeljnije je imati op¢i algoritam za izravno izraCunavanje vrijednosti S i m iz geometrijskih
podataka bilo kojeg danog sustava. Takav postupak, naravno, zahtijeva odredivanje ranga

matrice.
Pri odredivanju ranga matrice primjenjujemo elementarne transformacije:

1. zamjena dvaju redaka ili stupaca,

2. mnozenje retka ili stupca skalarom A # 0,



3. dodavanje retku ili stupcu matrice linearne kombinacije ostalih redaka ili stupaca

matrice.

Matrice su ekvivalentne ako se jedna dobiva iz druge pomocu kona¢no mnogo elementarnih

transformacija.

Primjer elementarnih transformacija nad redcima:

2 0 27/:2 1 0 1
A=[1 -2 -1 ~[1 —2 —1]|-(-1)+||

o0 3 31,3 0 1 1
1 0 1 1 0 1

~lo -2 -2|/:(2 ~ [0 1 1]
0 1 1 0 1 I -(—D)+1I
1 0 1

~lo 1 1] S1(A) =2
0 0 0

Uz odredivanje vrijednosti S i m, takoder je potrebno u postupku izracunati staticke detalje
svih stanja samonaprezanja i kinematicke detalje svih neeleasti¢nih mehanizama. Spomenuti
se postupak koristi standardnom linearnoalgebarskom teorijom vektorskih prostora: sve
informacije koje trazimo nalaze se u Cetiri vektorska potprostora matrice ravnoteze. A §to je

vektorski prostor i Cetiri vektorska potprostora?

Neka je V neki neprazan skup na kojem imamo definirane operacije zbrajanja elemenata i

mnoZenja elemenata skupa skalarom (realnim brojem) takve da vrijedi :

1. zasvakiae VisvakiLERjer-a €V,
2. zasvea,beVijea+beV,

3. operacije zbrajanja i mnozenje skalarom zadovoljavaju sljedeca svojstva:

— Svojstva zbrajanja vektora:

(d +b)+¢=d+(b+7c) (asocijativnost)

i+ 0=0+d=4d (nul vektor je neutralni element u odnosu na zbrajanje vektora)

3. Za svaki vektor @ postoji vektor a' takav da vrijedi @ +a' =a' +d = 0. Vektor @
zovemo suprotni vektor vektora @, i oznatavamo ga s a' = —d

4.3 +b= b+a (komunitativnost)



— Svojstva mnozenja vektora skalarom:

1. 1(a+ b )=Aa + Ab (distributivnost s obzirom na zbrajanje vektora)
2. (M+y)d =ia’ +ya (distributivnost s obzirom na zbrajanje skalara)
3. A(ua)=(u)a (homogenost)

4. 1-a =a (postojanje jedinice)
Tada kazemo da je skup V vektorski prostor.

Neka je V vektorski prostor i neka je L neki podskup od V. Za L kazemo da je vektorski
potprostor vektorskog prostora V ako je i sam vektorski prostor (tj. ako vrijede svojstva 1., 2.

i 3. iz prethodne definicije).

Prosirenje spomenutih zamisli omoguc¢uje nam da razdvojimo m mehanizama danog sklopa u
dva razreda gibanja krutih tijela i unutarnjih mehanizama (do gibanja krutog tijela dolazi kada
je sklop nedostatno vezan za podlogu, do najvise Sest stupnjeva slobode u prostoru). U tu ¢e
svrhu, u (2) i (3) biti potrebno uvesti dodatni parametar kinemati¢kih ograni¢enja vanjskih
veza. Takoder, potrebno je znati na koji na¢in stanje samonaprezanja moze, donekle, unijeti
krutost prvog reda u neelastiéni mehanizam. Ova znaajka je presudna za djelovanje
prednapetih mreZa kabela, koje se mogu opisati kao samonapregnuti mehanizmi koji imaju

razmjerno veliki broj stupnjeva slobode.

Poznato je da postoje, fiziki, dvije razli€ite vrste neelasticnih mehanizama, koji se mogu
opisati kao infinitezimalni i kona¢ni. U kona¢nom mehanizmu (slike 1(b) i (d.2); slika 2)
¢vorovi se slobodno mogu gibati do neke kona¢ne udaljenosti, bez ikakve promjene duljina
Stapova. S druge strane, u infinitezimalnom mehanizmu (slika 1(d.1)) opéenito postoje male

promjene duljine Stapova kada se ¢vorovi pomicu.

Ve¢ spominjana linearnoalgebarska analiza je postavljena samo za izvorni geometrijski oblik,
te moze otkriti neelasticne mehanizme, ali ne moze razlikovati njihove razli¢ite vrste. Tarnai
je pretpostavio da samo infinitezimalni neelasticni mehanizmi mogu biti ukruceni zbog stanja
samonaprezanja, te je postavio pitanje koji je to kriterij koji odreduje ukruéivanje sklopa
samonaprezanjem koji je i staticki 1 kinematicki neodreden, i kako upotrijebiti matri¢nu
metodu kod utvrdivanja hoc¢e li kinematicka neodredenost poprimiti oblik infinitezimalnog ili

kona¢nog mehanizma. Odgovor na to pitanje, medutim, izlazi iz okvira ovog rada.



Prije daljne analize, pretpostavit ¢emo da je idealiziranje mehani¢kog sistema ili mreze kabela
kao "sklopa stapova spojenih u zglobnim c¢vorovima", optereéenog samo u ¢vorovima,
prikladno. Ako je element mehanickog sistema uze, kao u mrezi kabela, onda je idealizacija
zadovoljavajuca samo ako je uzad u vlaénom stanju, pa treba provijeriti je li to tako u svakom

slucaju, te na slican nacin, zanemariti moguc¢nost izvijanja Stapova u tlaku.

Pri oblikovanju matrica za koje se odreduju vrijednosti s i m, radit ¢emo u kontekstu teorije
malih pomaka. Za sklopove za koje je m > 0 izvorni oblik nije jedinstven, ali se jednadzbe

ravnoteze mogu postaviti U nekom odabranom obliku.



3. LINEARNA ALGEBRA SKLOPOVA STAPOVA SPOJENIH
U ZGLOBNIM CVOROVIMA

Zamislimo sklop koji sadrzi ukupno j zglobnih ¢vorova medusobno povezanih sa b Stapova i s

ukupno k kinematickih ogranic¢enja ostvarenih vanjskim vezama.

U obzir uzimamo dva skupa statickih varijabli: uzduzne sile u Stapovima i vanjske sile koje
djeluju u ¢vorovima. Uzduzna sila u svakom $tapu je odredena jednim brojem, tako da imamo
b sila, svrstanih u vektor s. Silu koja djeluje u nekom ¢voru mozemo prikazati pomocu tri
skalarne komponente. Cvorovi koji su spojeni s podlogom s jednim, dva ili tri kinemati¢ka
ograni¢enja, mogu u sklop prenijeti dvije, jednu ili ni jednu komponentu vanjske sile. Stoga

imamo ukupno 3j - k komponenata vanjskih sila, koje ¢emo svrstati u vektor f duljine 3j - k.

Za kinematic¢ku analizu takoder uzimamo dva skupa varijabli: pomake ¢vorova i produljenja
Stapova, a svaki ovaj skup odgovara jednoj od statickih varijabli. Komponente pomaka ¢vora
imaju isti pozitivan smisao kao odgovarajuca vanjska opterecenja. Kinematicke varijable su

onda: b produljenja, svrstanih u vektor e, te 3j - k pomaka, svrstanih u vektor d.

Pogledajmo sliku 3 :

Slika 3



Zbrojevi projekcija uzduznih sila u Stapovima na osi koordinatnog sustava moraju biti u

ravnotezi s komponentama vanjskog opterecenja f:

2 Xij = —fixs
2 Y =~fiy,
Zj Z;; = —fiz-

Nekasu a;; Bi;, vi;, kutovi koje Stap izmedu Evorova i i j, odnosno sila u Stapu s;; zatvara

s koordinatnim osima x, y, z:

a;; = 3 (1L, X), Bij = 3(ly;, y), Yij = & ( li,j, Z), pricemu je li'j duljina Stapa

i, j.
Tada vrijedi:
X Sij €osa;j = —fi,
Zj Si,j COSBy;j = —fiy,
Zj Si,j €OSYij = —fiz-

Kosinusi kutova a; ;  f;; , v, mogu se izraziti kao

_ (x5 = xy)

Cosal‘,j = —l" ,
ij

(y; — v

cosp; =0
ij

_ (zj — zy)

cosy;; = ——.
ij

Tada jednadzbe ravnoteze moZemo razviti U

(xj — x;)
5, + =0

(y; — ¥ _
Y= s * fiy =0,

(4)

10



(zj — z;)
Yj——sy + fi. =0

L

Ovdje su X;, Vi, Zi su Kartezijeve koordinate ¢vora i u njegovu izvornom poloZzaju, a fiy, fiy, fi; su

komponente vanjske sile.

Jednadzbe ravnoteze mozemo zapisati u matricnom obliku.
Za matrice A = [a;;], B = [b;;] € My, mogli bismo definirati matricu C kao umnozak matrica
A, B, gdje su elementi od C dani s ¢;; = a;; b; zai=1,..,mij=1, .., n Medutim, ovakav

izraz i shvacanje ne pomazu nam kod linearnog sustava, te stoga uvodimo sljedece:

Umnozak matrica A i B definira se samo ako matrica A ima onoliko stupaca koliko matrica B

ima redaka. Umnozak AB takvih matrica A i B je matrica ¢iji je broj redaka jednak broju

redaka od A, a broj stupaca jednak broju stupaca od B.

n
Cij = Z ﬂ“,-h:.;j = -’f“bU e ﬂig-rigj + ... rft-nb"j. 1 =1,...m, 3=1,..p.
k=1
i P P
! -
m ) = [I'LI] m
n
1
A B = C

Uz ovakvu definiciju mnozenja matrica linearni sustav od m jednadzbi s n nepoznanica

mozemo u sazetom obliku pisati kao

Ax=b (AX=b)
gdje su A € M, matrica koeficijenata (dobivamo je tako da redom Kkoeficijente uz
nepoznanice svake linearne jednadzbe upisujemo u retke matrice A, pa svaka linearna
jednadzba daje jedan redak), b = [by, ..., bm]" poznata matrica desnih strana i x = [Xg, ..., X] "

matrica nepoznanica. Vrijedi:

11



I.  (Kronecker-Capelli) Sustav A% =bima barem jedno rjeSenje ako i samo ako

matrica sustava A i prosirena matrica sustava A, imaju isti rang.

I. Ako je r =r(A) = r(Ap), onda je sustav AX = b ekvivalentan sustavu koji se dobije
uzimanjem bilo kojih r nezavisnih jednadzbi, tj. bilo kojih r linearno nezavisnih
redaka u A.

[1l. Ako je n = m, sustav AX=bima jedinstveno rjeSenje ako i samo ako je A

regularna. To je rjeSenje dano s ¥ = A b.

Na taj nacin, s malom promjenom oznaka, 3j - k jednadzbe ravnoteze s b nepoznanica mogu
biti zapisano kao
As=-f; (5)

A je matrica ravnoteze tipa (3j-k) puta b.

Za ¢&vori je
fix COS“i’j
- |riv|=3; cosp; [Si,j]
fiz COSY,;

Cosai’j

Matrica A(l.f]._)g) = [COSﬁi,j] je transformacija lokalnog koordinatnog sustava Stapa i, j U
COS)/l-_]-

globalni koordinatni sustav.

Sada ¢emo postaviti jednadZbe kinematike malih pomaka sklopa. Za svaki Stap postoji jedna
jednadzba koja povezuje njegovo produljenje i komponente pomaka ¢vora na jednom od

krajeva (a drugi kraj smatramo nepomi¢nim).

Nekasu a;;, B, vi;, kutovi koje Stap izmedu Cvorova i i  zatvara s koordinatnim osima x,

y, Z:

a;; = 4(u; X), Bij = A(uy,y), vij = 4(u;,2), pricemu jeu;; pomak ¢vora i

Stapa I, j po njegovoj osi. Tada su

ui,j

COS(Xij = —
), ui

ui,]

COSBi’j ==
i

12



_ Ui,
cosy;; = —=;

wi
Ui, Wi, Vi su komponente pomaka koje su usporedne s globalnim osima koordinatnog sustava.
Uij = u; cosa;; + v; cosBi']. + w; cosy,,
ili,

U;
[ui']-] = [ cosay; cosBi,j CosY;; | [vi]
4

Matrica Bl,(j?*l) = [ cosay; cosB;; cosy;;] je transformacija globalnog koordinatnog

sustava u lokalni koordinatni sustav Stapa i, J. Za cijeli je sklop

Bd=e¢; (6)
B je kinematicka matrica tipa b puta (3] — k).
Usporedba ovog i prethodnog izraza pokazuje da je

B=AT (7

Matrica A je linearni operator izmedu R, prostora uzduznih sila (produljenja ili Stapova), i
R prostora opterecenja (pomaka ili &vorova). Teorija linearnih vektorskih prostora

pokazuje da su Cetiri razli¢ita vektorska potprostora povezana s matricom A.

Funkcija F : R® - R™ zove se linearni operator ako vrijedi FA X+ py)=AF(X)+ uF(y) za

svel, L ERisveX, yER"

Nazivi i dimenzije Cetiriju potprostora su sljedeci:

Naziv Dimenzija
Prostor Stapova R {(i) Prostor redaka matrice A ra
{(ii) (Desna) jezgra matrice A S (8)
Prostor &vorova R¥ ¥ {(iii) Prostor stupaca matrice A Fa
{(iv) Lijeva jezgra matrice A m
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Jednadzbe (2) su sada zamijenjene s:
S=b-ry,, mM=3j-Kk-rp, (9)
a (3) je zamijenjena sa:
s-m=b-3j+k (10)

Opisimo sad cetiri potprostora u redoslijedu (iii), (iv), (ii), (i) uz pretpostavku da sus >0 i
m > 0.

Prostor stupaca matrice A (iii) je prostor Kkoji razapinju stupci matrice A. Postoji ra
neovisnih stupaca matrice A koji se mogu uzeti za bazu prostora stupaca matrice A, koji time
ima dimenziju ra. Baza je skup nezavisnih vektora koji razapinju (pot)prostor. A dimenzija?

Definicija kaze:

Neka su aj,.. a, € R™. Neka je L(aj,.. a,) potprostor od R™ razapet s aj, .. a, .
Dimenziju vektorskog prostora L(aj,... @, ) definiramo kao maksimalni broj linearno

nezavisnih vektora iz skupa {ay, ... a,}.

Svaki od ra stupaca odgovara odredenom S$tapu u sklopu. Ostalih b - ra = s Stapova je
prekobrojno, a kad se uklone, neprekobrojni Stapovi tvore stati¢ki odreden sklop, pa se
koeficijenti uzduznih sila odreduju pomocu jednadzbi ravnoteZe za dopustivi vektor vanjskog

opterecenja.

Kako je B = AT, postoji i kinematicko tumadenje potprostora. Prostor stupaca matrice A

ukljucuje sve oblike deformiranja koji nisu neelasti¢ni mehanizmi.

Lijeva jezgra (lijevi nul-prostor) matrice A (iv) predstavlja raspon opterecenja f koji sklop
u svom izvornom obliku ne moze preuzeti. Njezina dimenzija je 3j - k - ra = m. Te
komponente opterecenja SU vezane za neelasticne mehanizme sklopa koje ¢e "pobuditi". U
kinematickim terminima lijeva jezgra matrice A je upravo prostor sklopa razapet sa m
neovisnih neelastiénih mehanizama. Vektore optere¢enja u prostoru stupaca matrice A
mozemo nazvati uklopljenim optere¢enjima: ona su "uklopljena" u smislu da su u "ravnotezi"

i ne "pobuduju" niti jedan od m mehanizama.

Lijeva jezgra je zapravo ortogonalni komplement prostora stupaca matrice A. Definicija je
ortogonalnog komplementa:
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Neka je V vektorski prostor i L potprostor od V. Ortogonalni komplement potprostora L je
LL = {x € V: (x,v)= 0, Vv € L}. Ortogonalni komplement potprostora L je takoder
potprostor od V.

To je naznaceno na desnom dijelu slike 4. Postoji ukupno 3j-k elemenata. Baza prostora
stupaca sadrzi ra od njih, dok preostalih m tvori bazu lijeve jezgre. Za zorni prikaz
ortogonalnosti, nacrtan je dijagram: svaki vektor u lijevoj jezgri okomit je na svaki vektor u

prostoru stupaca.

Znaci, svako ,,zabranjeno* stanje opterecenja okomito je na svako uklopljeno opterecenje, a

svaki neelasticni mehanizam okomit je na svako od stanja deformacija.

unutamyje sile pri opterecenja koja se
- —] | SEmonaprezanjma; T ne mogu preuzeti;

J nekum_pzl_lbﬂnz " } pomaci neelastitnih
produljenja mehanizama

i
111
p—r ) ——t \
I /"'
| )4
| ] '

T ——

unutarnge sile u ravnote? s opterecenjima; opterecenja (uklopljena) koja se mogu preuzeti;
kompatibilna produljemnja pomaci koji zahtijevaju produljenja

Prostor unutarnjih sila‘produljenja Stapova Prostor opterecenja’pomaka &vorova

Slika 4. Cetiri temeljna potprostora matrice A. Baza prostora optere¢enja/pomaka ukljucuje
3] - k vektora, a podijeljeni su u dva medusobno okomita potprostora koji sadrze ra i m
vektora. Vektori ortogonalnih potprostora su okomito nacrtani.

Prostor redaka matrice A (i) predstavlja vektore unutarnjih sila u $tapovima koji su u
ravnotezi s uklopljenjim opterecenjima koja leze u prostoru stupaca matrice A. Dimenzija mu
je ra. Za bilo koje uklopljeno opterecenje koje sklop prenosi bez samonaprezanja, vektor
unutarnjih sila u Stapovima je linearna kombinacija vektora baze tog prostora. Kinematicko
tumacenje tog potprostora je: potprostor popunjava svih ra neovisnih skupova produljenja

Stapova koji su geometrijski kompatibilni.

Jezgra matrice A (ii) predstavlja sva stanja unutarnjih sila sklopa koja su u ravnotezi s nultim
opterecenjem, odnosno sva stanja samonaprezanja sklopa. Dimenzija tog potprostora je b - ra

=s. Tih s stanja samonaprezanja okomito je na sve vektore u prostoru redaka matrice A, kao
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Sto je prikazano na lijevom dijelu slike 4. Kinemati¢ko tumacenje tog potprostora je da sadrzi
sve Kkombinacije produljenja Stapova, koje su zabranjene zbog uvjeta geometrijske

kompatibilnosti sklopa.
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4. PRORACUNSKI POSTUPAK

Opisat ¢emo algoritam za izraCunavanje vrijednosti ra (a time, prema (9), vrijednosti mis) i
baza za Cetiri temeljna potprostora matrice A. No prije ¢emo podsjetiti na osnove teorije

matrica kako bismo lakse pratili postupak. Za pocetak, $to je jedini¢na matrica?

Skalarna matrica s jedinicama na glavnoj dijagonali se zove jedini¢na i oznacava sa .

1 - 0

0o - 1

Sljede¢i bitan pojam jest Hermiteova forma matrice. Neka je A € My, A# 0. Primjenom

elementarnih transformacija nad redcima i stupcima u kona¢no mnogo koraka dolazimo do

njoj ekvivalentne matrice H € My, koja je oblika

H = [Ir 01]

0, 03

01, 02, 03 su nul matrice (matrice ¢iji su svi elementi jednaki nuli).
Kako je r(A) = r(H) = r, ovim smo dobili algoritam za ra¢unanje ranga matrice A. Matrica H
je Hermiteova forma matrice A. No, matricu ne treba prevoditi do konacne/potpune
Hermiteove forme. StoviSe, znatno vise informacija dobivamo prevedemo li matricu u
»stepenicasti“ ili u reducirani ,stepeniCasti oblik. U oba se slucaja elementarne
transformacije provode samo nad redcima. Prva komponenta u svakom retku matrice u oba
oblika, koja je razli¢ita od nula, ima vrijednost 1; tu komponentu nazivamo uporiSnom
komponentom. Stupac s uporiSnom komponentom je upori$ni ili bazni stupac (ti stupci
razapinju prostor stupaca matrice A). U ,stepeni¢astom® su obliku u baznim stupcima nule
ispod upori$ne komponente, dok su u reduciranom ,,stepeni¢astom* obliku nule ispod i iznad

nje. Matrica se u ,,stepenicasti oblik prevodi Gaussovom, a u reducirani oblik Gauss—

Jordanovom eliminacijom.

Za sustav kazemo da je homogen ako je b; = ... = by, = 0. Ako je barem jedan b;=0, 1 =1, ....m,

sustav je nehomogen.
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Ako sustav ima barem jedno rjeSenje kazemo da je sustav mogu¢. Ako sustav nema rjeSenja,

kazemo da je nemogué.

Sada mozemo prikazati postupak.

Prvo matricu A prosirujemo odgovaraju¢om jedini¢nom matricom | dimenzije 3j - k, kao $to
je prikazano na slici 5(a). Zatim nastavljamo s radom na redovima proSirene matrice A | I, S
ciljem pretvaranja matrice A u ,,stepenicasti*, kao $to je prikazano na slici 5(b). Kao §to smo
rekli, pretvorba se provodi pomoc¢u Gaussove eliminacije s elementarnim transformacijama

samo nad redcima. Matrica | povezana s matricom A naziva se i matricom zapisa.

U prvoj fazi cilj je imati unos razli¢it od nule u polju (1,1) s nulama u ostatku stupca.
Zamjenjujemo redak 1 matrice A | I s retkom koji u prvom stupcu sadrzi najveéi unos, a onda
ga upotrebljavamo kao uporisni redak za transformiranje redaka ispod njega. Zatim
obavljamo sli¢ne operacije na matrici, zanemarujuci prvi redak i prvi stupac, kako bismo
osigurali unos razli¢it od nule u polju (2,2) uz nule u donjem dijelu drugog stupca, kao §to je

prikazano na slici 5(b).

Provodenjem postupka, ponekad se dogada da se stozerni element ne moze pronaci u trenutno
obradivanom stupcu. Tada prenosimo postupak po jedan stupac udesno, dok ne nademo

stozerni element ili dok se stupac b ne obradi.

Po zavrSetku, donjih je m = 3j - k - ra redova matrice A popunjeno nulama. Tako su u
transformiranoj matrici A | T, prikazanoj na slici 5(b), uporisni elementi nadeni u stupcima 1,
215, ali neiustupcima 3, 4, 6 i 7. Ti stupci oznaceni su sa *, §to oznacava ra linearno
nezavisnih stupaca izvorne matrice, koji su takoder oznaceni sa *. Elementi vektora s, Koji

odgovaraju stupcima koji nisu oznaceni sa *, prekobrojni su Stapovi.
Sada mozemo odrediti baze Cetiri opisana potprostora.

Prostor stupaca matrice A. Rekli smo ve¢ da ra stupaca matrice A, oznacenih sa *, tvore

bazu ovog potprostora.

Lijeva jezgra matrice A. Donjih m (= 3j - k - ra) redaka matrice I tvore bazu ovog prostora.
Iz &injenice da su jednadzbe A s = —I f jednake izvornim jednadzbama (5), a donjih m redaka

tada izrazava da je svaki od donjih m redaka matrice I okomit na f.

Prostor redaka matrice A. Gornjih ra redaka matrice A tvore bazu ovog prostora.
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Jezgra matrice A. Uzmimo da je A s = 0, te stavimo da je s = 1 za prvi prekobrojni §tap i
odredimo vrijednosti unutarnjih sila u neprekobrojnim $tapovima. Dobiveni vektor s vektor je
baze ove jezgre. Preostalih s - 1 vektora baze dobiva se na sli¢an, uzimajuc¢i s = | za svaki od
prekobrojnih §tapova. Buduéi da su jednadzbe A s = -f i A s = - I f ekvivalentne, rjeSenja

A s =0 daju s nezavisnih stanja samonaprezanja sklopa.

| I

000
000

sNalele
(== =]
=N =]
(=R =N =l

(a) (b)

Slika 5. Dijagram koji pokazuje kako se matrica ravnoteze A, zajedno s jedinicnom matricom
I, operacijama nad redcima transformira u ,,stepenicasti oblik A | I. Bazni stupcisu 1, 2 i 5.
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5. PRIMJER

Pogledajmo sliku 6 koja prikazuje sklop od tri jednaka Stapa (I, 11, 111), svaki je duljine I, a
povezani su u pravcu za podlogu u ¢vorovima C i D. Uzet ¢emo da je rije¢ o ravninskom

sklopu, pa izraz 3j - k treba zamijeniti sa 2j - k.

Imamo b =3,2j-k=8-4=4,k=2 x2=4,jer su zglobovi C i D u nepomicni u ravnini.

Komponente vanjske sile/pomaka na dijagramu su oznacene s 1-4.

Sustav jednadzbi ravnoteze

As=-f
danjes
s Sl
— 1J2
o 8 S L)
0 0 O fa
pa je
1 -1 0|1 0 0 O
0 0 0|0 1 0 0
AII'0 1 —-1/0 0 1 0 (12)
0 0 o0lo 0 o0 1

Slijedeci opisani postupak (koja ukljucuje zamjenu retka 2 sa [1 x (redak 3) - 0 x (redak 2)] te
zamjenu retka 3 sa [1 x (redak 2) - 0 x (redak 3)], dobivamo:

I -1 0|1 0 0 0O
- Fl I -1{0 0 1 0
All = -
0 0 .0/01 0 0
0 0 0 0 0 1
2 4
? |
G — L -3 DY
—) O

Slika 6. Sklop $tapova i zglobova u ravnini
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Ocito je da je ra = 2 te su, prema (9), s =1 i m = 2. Stap III je prekobrojan. Jezgra matrice A -

odnosno 1. stanje samonaprezanja - dobiva se supstitucijom unazad iz:
_01 S
ol [&1] =
1
0

S 1
[sf,] _ H (15)
S 1

Druga tri potprostora prikazana su na slici 7.

-1
(14)

S O oo

1
0
0
0

S O

paje

Sve razlicite znacajke istaknute na slici 4 mogu se potvrditi pregledom, a ortogonalnost

odgovarajuc¢ih potprostora moze se izravno provijeriti.

_ 0 1 0 0] _ _
1 1 1] s=1 lo 0 o 1 m=2
1 0 1 -1
0 O
-1 1
0 -1 0 1
S — 0 0.
ra=2 Fa=2
prostor Stapova (3) prostor ¢vorova (4)

Slika 7.
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6. PRIMJENA

Postupci su provedeni primjenom simboli¢kog programskog paketa Sage.

Dijelovi postupka se ponesto razlikuju od opisanoga u teorijskom prikazu i u prethodnom
primjeru: program matricu prevodi u "reducirani stepenicasti" oblik, u kojem su bazni stupci
ispunjeni nulama ispod i iznad uporisne jedinice. Prednosti su te modifikacije: ako se
ravnotezna matrica prosiri vektorom vanjskih sila, tada nakon redukcije stupac u kojem je bio
taj vektor (posljednji stupac proSirene matrice) sadrzi rjeSenje, pa nije potrebno "uvrstavanje
unazad”, a to zna¢i i da je odredivanje vektora baze jezgre, koje ukljucuje uzastopna

rjeSavanja sustava, lakSe.

Primjer 1.

Naredbom joints = { oznakai: (xi, yi, zi) } zadajemo koordinate ¢vorova. Prvi argument je

oznaka ¢vora, drugi argument su njegove koordinate.
joints = { 0: (0.0, 0.0, 0.0), 1: (2.0, 0.0, 0.0), 2: (0.0, 0.0, 2.0) }
Lezajni ¢vorovi su supports = [0, 1].

Nakon definiranja ¢vorova, naredbom bars = { oznakai: (¢vorQi, ¢vorli) } povezujemo ih u

Stapove.
Zadajemo opterecenje u ¢voru 2 u vrijednosti od 100kN u smjeru x:

loads = { 2: (100.0, 0.0, 0.0) }

Naredbom plot_truss (joints, bars, supports, loads) dobivamo sliku:

22



Naredbom free_joints = others (supports, joints) nalazimo slobodan ¢vor.

[2]

Sada provjerimo zadovoljava li ovaj sklop Maxwell-ovo pravilo:
e 3nj=nb, nj — broj slobodnih ¢vorova, nb — broj Stapova

Naredbom maxwells_rule (joints, supports, bars) dobijemo:
3*1-2==11=0

ProSirena je ravnotezna matrica:

Ab = augmented_equil_matrix (joints, bars, loads, free_joints)

0.0 0507106751187 | —100.0
0.0 0.0 —0.0
—-1.0 —-0.707106781187 —0.0

Reducirana je matrica:
Abr, pivots = rref_wpp (Ab)

1O 0.0 100.0
0.0 1.0 | —141.421356237
0.0 0.0 0.0
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Ako sustav ima manje nepoznanica nego jednadzbi, tada samo dio posljednjeg stupca
reducirane prosirene matrice sadrzi rjesenja (3 jednadzbe s 2 nepoznanice, pa su rjeSenja samo
prve dvije komponente posljednjeg stupca).

Naredbom dict_bar_force (bars, forces) pridruzujemo rjeSenja Stapovima:

0: 100.0

1. -141.421356237

Ravnotezna je matrica:

A = equilibrium_matrix (joints, bars, free_joints)

0.0 0.0

( 0.0 D.TUTIDETSHST)
-1.0 0707106781187

Pogledajmo sada potprostore ravnotezne matrice:
o rezultat funkcije subspaces() je rje¢nik s komponentama

= ‘'basis' — lista vektora baze potprostora
= 'degree’ — broj skalarnih komponenata vektora baze
= 'dimension' — dimenzija potprostora (broj vektora baze)

= 'name' — naziv potprostora

s, cs, rk, Ik = subspaces (A)

Potprostor redaka je:

print_subspace (rs)
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Row space:
Vector space of degree 2 and dimension 2
Basis:
(1.0, 0.0)
(0.0, 1.0)

Potprostor stupaca je:
print_subspace (cs)

Column space:
Vector space of degree 3 and dimension 2
Basis:
(1.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 1.0)

Jezgra:

Kernel:

Vector space of degree 2 and dimension 0

Lijeva jezgra:
print_subspace (Ik)
Left kernel:
Vector space of degree 3 and dimension 1

Basis:
(0.0,1.0,0.0)

Naredbom plot_truss_with_displacements() prikazujemo pomake mehanizama:
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Resetka je u ravnini Xz, pa moze preuzeti opterec¢enja u toj ravnini (vektor b je sila usporedna
s osi x: (-100.0, -0.0, -0.0) ). Lezi li b u prostoru stupaca provjerava se funkcijom
is_in_subspace (b, csb)

gdje je

csb = cs['basis’]

Silac (0, 100, 0) je usporedna s osi Yy, pa lezi u lijevoj jezgri (Ikb = Ik['basis]), tako da
is_in_subspace (c, Ikb)

daje True.

Sila c2 (50, 100, 0) ima x i y komponente, pa nije ni u prostoru stupaca ni u lijevoj jezgri. No,
dovoljno je da ima samo jednu komponentu u lijevoj jezgri, pa da je reSetka ne moze preuzeti,
provjera

has_component_in_subspace (c2, lkb)

daje True.

Sila b je "cijela™ u prostoru stupaca, pa nema komponente u lijevoj jezgri i
has_component_in_subspace (b, 1kb)

daje False.

Ako se zada opterecenje koje nije u prostoru stupaca, u reduciranoj proSirenoj matrici je i
posljednji stupac bazni, a to znaci da sustav nema rjesenja.
loads2 = { 2: (0.0, 100.0, 0.0) }

pivots2
[0, 1, 2]
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Primjer 2.

Zadajmo ¢vorove:

joints = { 0: (-2.0, 0.0, 0.0), 1: (0.0, 0.0, 0.0), 2: (2.0, 0.0, 0.0), 3: (0.0, 0.0, 2.0) }

te ih povezimo u Stapove:

bars = { 0: (0, 3), 1: (1, 3),2: (2,3) }

Lezajni ¢vorovi su supports = [0, 1, 2].

Optereéenje nanosimo na ¢vor 3 u vrijednosti 100 kN u smjeru X:
loads = { 3: (100.0, 0.0, 0.0) }

Graficki prikazano to je:

Slobodni je ¢vor:
free_joints = others (supports, joints)

free_joints

3]

Provjerimo zadovoljava li sklop Maxwell-ovo pravilo:
maxwells_rule (joints, supports, bars)

3*1-3 ==

Vidimo da sustav zadovoljava pravilo, ali...
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Znamo da u staticki i1 kinematicki odredenom prostornom sistemu tri Stapa ne smiju lezati u
istoj ravnini. Zadani je sistem, kao prostorni, mehanizam, dok je kao ravninski staticki

neodreden, ali, naravno, moze preuzeti opterecenje u svojoj ravnini, poput zadanoga.

Reduciranjem proSirene matrice nalazi se jedno moguce stanje ravnoteze — sila u tre¢em Stapu
jednaka je nuli. Drugim rijecima, reduciranje matrice odreduje osnovni sistem, a u osnovnom

sistemu ostaju Stapovi koji odgovaraju baznim stupcima.

ProSirena je ravnotezna matrica:

070710678118 0.0 O0.FOTI06T81187T | —100.0
0.0 00 0.0 —0.0
0707106781187  —1.0 —-0.707106751187 0.0

Reduciranjem dobivamo:

Abr, pivots = rref_wpp (Ab)

1.0 0.0 —1.0 | 141.421356237
0.0 1.0 1.41421356237 —100.0
0.0 0.0 0.0 0.0

U osnovnom sistemu ostaju:
primary_system_bars = pivots
primary_system_bars

[0, 1]

Treci Stap je proglasen prekobrojnim:
redundant_bars = others (pivots, bars)

redundant_bars
[2]

Pridruzimo sile Stapovima i naredbom plot_truss_with_forces (joints, bars, supports,
bar_forces) graficki prikazimo:

bar_forces = dict_bar_force (bars, rref_solution (Abr))

print_dict (bar_forces)

0: 141.421356237

1. -100.0

2: 0.
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Komponente baznih vektora jezgre ravnotezne matrice vrijednosti su sila u pojedinim

stanjima samonaprezanja — uzima se da sila u prekobrojnom Stapu ima vrijednost 1, a sile u

ostalim Stapovima je uravnotezuju.

Ravnotezna matrica je:

0.0 00

( —0.707106781187 0.0 0707106781187 )
0.0

—0.707106781187 —-1.0 0707106781187

Potprostor redaka je:

Row space:
Vector space of degree 3 and dimension 2
Basis:
(1.0,0.0,-1.0)
(0.0, 1.0, 1.414213562373095)

Potprostor stupaca je:

Column space:
Vector space of degree 3 and dimension 2
Basis:
(1.0, -0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 1.0)

b = load_vector (loads, free_joints)
(-100.0, -0.0, -0.0)

Provjera lezi li b u prostoru stupaca funkcijom is_in_subspace (b, cs['basis']):

True
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Jezgra:

Kernel:
Vector space of degree 3 and dimension 1
Basis:
(1.0, -1.414213562373095, 1.0)

Lijeva jezgra:

Left kernel:
Vector space of degree 3 and dimension 1
Basis:
(0.0,1.0,0.0)

Pomak mehanizma:

Promijenjenimo li redoslijed Stapova, tako da je srednji Stap treéi, on ¢e biti proglasen
prekobrojnim. Usporedit ¢emo dijagrame Ng i n; koje dobijemo s ovakvim rasporedom s

prethodnim dijagramima:
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No
0: 141.421356237

1: -100.0
2. 00

L
ng

0: -0.707106781187
1: -0.707106781187
2: 1.0

U prvom osnovnom sistemu sila je nula u desnom kosom Stapu, dok je u drugom osnovnom
sistemu sila nula u vertikalnom (srednjem) Stapu. A vrijednosti sila u jedinicnim dijagramima

promijenile su se.
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Primjer 3.

Zadajemo ¢vorove 1 spajamo ih u Stapove:

joints:

0:
1
2
3:
4
S5:

bars:

(-2.00000000000000, 0.000000000000000, 0.000000000000000)

> (0.000000000000000, 0.000000000000000, 0.000000000000000)
> (2.00000000000000, 0.000000000000000, 0.000000000000000)

(0.000000000000000, -2.00000000000000, 0.000000000000000)

. (0.000000000000000, 2.00000000000000, 0.000000000000000)

(0.000000000000000, 0.000000000000000, 2.00000000000000)

(0, 5)
(1,5)
(2,5)
3, 5)
(4,5)

Lezajni su ¢vorovi supports: [0, 1, 2, 3, 4].

Opterecéenje je u ¢voru 5:

loads:

5:

(100.000000000000, 100.000000000000, 0.000000000000000)

Naredbom plot_truss (joints, bars, supports, loads) crtamo sistem:
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Naredbom free_joints = others (supports, joints) nam pokazuje da je ¢vor [5] slobodni ¢vor.

Maxwell-ovo pravilo:
3*1-5==-21=0

Sistem je dva puta staticki neodreden.

Prosirena je ravnotezna matrica:

0707106751187 0.0  O.FO7106781187

0.0 00

0.0

0707106751187 —1.0 —0.F07106751187

a reducirana je matrica:

1.0 0.0 -1.0 0.0

0.0

00 10 141421356237 0.0 1.41421356237

0.0 0.0 00 1.0

Osnovni sustav ¢ine:
primary_system_bars = pivots
[0, 1, 3]

Stapovi 2 i 4 su prekobrojni.
Sile u stapovima su:

0: 141.421356237

1: -200.0

2: 00

3. 141.421356237

4: 0.0

-1.0

—100.0

0.0
—0.0

141.421356237
—200.0
141.421356237

33



Naredbom A = equilibrium_matrix (joints, bars, free_joints) odredujemo ravnoteznu matricu:

—-0.707106781187 0.0  0.507106781187 0.0
0.0 0.0 0.0 0507106781187
—0.707106781187  —1.0 0707106781187 —0.707106781187

Njezini su potprostori:

Row space:
Vector space of degree 5 and dimension 3
Basis:
(1.0,0.0,-1.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 1.0, 1.41421356237, 0.0, 1.41421356237)
(0.0,0.0,0.0,1.0,-1.0)

Column space:
Vector space of degree 3 and dimension 3
Basis:
(1.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 1.0, 0.0)
(0.0,0.0, 1.0)

Jezgra sadrzi dva bazna vektora — dva stanja samonaprezanja.

Kernel:
Vector space of degree 5 and dimension 2
Basis:
(1.0, -1.41421356237, 1.0, -0.0, 0.0)
(-0.0, -1.41421356237, 0.0, 1.0, 1.0)

Prvo je stanje:
0: 1.0

1: -1.41421356237
2. 10

3: -0.0

4: 0.0

0.0
0.707106781187
—0.707106781187

|
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Drugo je stanje samonaprezanja:

0:
1. -1.41421356237
2: 00

3:
4

-0.0

1.0
1.0

Lijeva jezgra:
Left kernel:

Vector space of degree 3 and dimension 0
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Primjer 4.

Prouc¢avamo Schwedlerovu kupolu tipa 1.
Upoznajmo se s pojmovima koji su potrebni za proracun:
= schwedler_1 (r0, [h1, h2,...], n)
» 10 — radijus leZajnog prstena
= h1, h2,...— visine na kojima su prsteni (0 < hl <h2 < ...); uzima se da je za
lezajni prsten hO = 0; posljednji h je visina kuglina odsjecka na kojem su
¢vorovi; posljednji h mora biti < r0

= n— broj polja; n mora biti paran broj

Definirajmo kupolu, uz napomenu da broj polja kod ovog tipa kupole mora biti paran.

joints, bars, supports = schwedler_1 (10., [7.5, 10.], 4)

joints:
0: (10.0000000000000, 0.000000000000000, 0.000000000000000)
1. (6.12323399573676e-16, 10.0000000000000, 0.000000000000000)
2: (-10.0000000000000, 1.22464679914735e-15, 0.000000000000000)
3: (-1.83697019872103e-15, -10.0000000000000, 0.000000000000000)
4: (6.61437827766148, 0.000000000000000, 7.50000000000000)
5: (4.05013859304395e-16, 6.61437827766148, 7.50000000000000)
6: (-6.61437827766148, 8.10027718608790e-16, 7.50000000000000)
7: (-1.21504157791318e-15, -6.61437827766148, 7.50000000000000)

bars:
0: (0,4

(1,5)

(2, 6)

@7

(4,5)

(5, 6)

(6,7)

(7, 4)

(0,5)

2.7)

10: (0,7)
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11: (2,5)
Lezajni su ¢vorovi supports: [0, 1, 2, 3].
Slobodni ¢vorovi su [4, 5, 6, 7].

Kupola zadovoljava Maxwell-ovo pravilo:

3*4-12 ==

Naredbom make_loads (generator) zadajemo opterecenje.

generator — lista uredenih trojki (nl, jO, (Fx, Fy, Fz)), gde je nl broj ¢vorova optereéenih
silom (Fx, Fy, Fz), a jO je oznaka prvoga u nizu optereéenih ¢vorova.

load_gen =[(4, 4, (0.0, 0.0, -100.0))]

loads = make_loads (load_gen)

Naredbom plot_truss() prikazujemo sistem i opterecenje:

Izracunavanje vrijednosti sila u Stapovima:
bar_forces = truss3D (joints, bars, supports, loads)
print_dict (bar_forces)

0: -109.716754071

1. -109.716754071
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print_dict (map_dict (chop(), bar_forces))

2
3
4
5!
6
7
8
9

0
1
2
3
4
5!
6
7
8
9

-109.716754071
-109.716754071
-31.919947712
-31.919947712
-31.919947712
-31.919947712
-2.51214793389

e-15

5.02429586779¢-15
10: -1.67342668648e-30
11: -2.51214793389¢e-15

Za pregledniji prikaz moze se pomoc¢u funkcije chop() male brojeve pretvoriti u nulu.

-109.716754071
-109.716754071
-109.716754071
-109.716754071
-31.919947712
-31.919947712
-31.919947712
-31.919947712
0.0

0.0

10: 0.0
11: 0.0

Prosirena je ravotezna matrica:

04114 0.0000
0.0000 0.0000
~0.9114 0.0000
00000 2519 % 10717
0.0000 04114
0.0000 -0.9114
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
-04114
5.030 » 10717
-0.0114
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
—7558 » 10717
—04114
-09114

=0.7071
0.1071
0.0000
0.7071
=0.7071
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000 00000
0.0000 00000
0.0000 00000
=0.7071 00000
=0.7071 00000
0.0000 00000
0.7071 07071
0.7071 -0.7071
0.0000 00000
0.0000 -0.7071
00000 07071
0.0000 00000

-0.7071
-0.7071
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.7071
0.7071
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.7071
~0.4677
-0.5303
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
-0.7071
0.4677

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.7071
0.4677

-0.5303  -0.5303

0.0000
0.0000
0.0000
~0.7071
—04677
-0.5303
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
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Indekse jednadzbi

ravnoteze (i

dict_equation_index (free_joints):

4: 0
5. 3
6: 6

7: 9

Navedeni su redni brojevi prve jednadzbe (ravnoteza u smjeru X) u svakom ¢voru.

Indekse nepoznanica dobivamo naredbom dict_unknown_index (bars):

0

© 0O N o U A W N e

10: 10
11: 11

Reducirana je matrica:

Abr, piv = rref_wpp (Ab)

1.000
0.0000
(0.0000
(0.0000
0.0000
(0.0000
(0.0000
0.0000
(0.0000
0.0000
(0.0000
0.0000

pa su sile u stapovima (uz primjenu funkcije chop()):

0.0000

1.000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000

1.000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
(0.0000

1.000
0.0000
(0.0000
(0.0000
0.0000
(0.0000
0.0000
(0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

1.000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

1.000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000

1.000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000

(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000

1.000
(0.0000
0.0000
(0.0000
(0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

1.000
0.0000
0.0000
0.0000

(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000
(0.0000

1.000
(0.0000
(0.0000

bar_forces = dict_bar_force (bars, map (chop(), rref_solution (Abr)))
0: -109.716754071
1. -109.716754071

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
(0.0000
0.0000

1.000
0.0000

0.0000
0.0000
(0.0000
(0.0000
0.0000
(0.0000
(0.0000
0.0000
(0.0000
0.0000
(0.0000

1.000

odgovaraju¢e retke matrice) dobivamo naredbom

—-100.7
—-100.7

—-100.7

—-100.7

-31.92

-31.92

-31.92

-31.92

—2.512 x 10715
5,024 » 10715
—-1.673 x 107
—2.512 x 107!°
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2: -109.716754071
3: -109.716754071
4: -31.919947712
5: -31.919947712
6: -31.919947712
7: -31.919947712
8: 0.0

9: 0.0

10: 0.0

11: 0.0

i, graficki:

Redukcija ravnoteZne matrice proSirene jedinicnom:

A = equilibrium_matrix (joints, bars, free_joints)

04114 0.0000 0.0000 00000 -0.7071 00000 00000 -05071 00000 00000 00000 00000
0.0000 0.0000 0.0000 00000 05071 00000 00000 05071 00000 00000 00000 0.0000
—-(.0114 0.0000 0.0000 00000 0.0000 00000 00000 00000 00000 00000 000000 0.0000
0.0000 2,510 x 10717 0.0000 00000 05071 05071 00000 00000 05071 00000 00000 -0.7071
0.0000 0.4114 0.0000 00000 -0.7071 -0.7071 00000 00000 -04677 00000 00000 —0.4677
0.0000 —-0.9114 0.0000 00000 00000 00000 00000 00000 -05303 00000 00000 -0.5303
0.0000 0.0000 —0.4114 00000 00000 07071 05071 00000 00000 00000 00000 00000
0.0000 0.0000 5039 x 1077 00000 00000 07071 05071 00000 00000 00000 00000 0.0000
0.0000 0.0000 —0.9114 00000 00000 00000 00000 00000 00000 00000 00000 0.0000
0.0000 0.0000 00000 —7558 % 10717 00000 00000 05071 07071 00000 05071 Q5071 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 -04114 00000 00000 05071 05071 0.0000 04677 04677 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 =0.9114 0.0000 00000 00000 00000 00000 -05303 -05303  0.0000

Parametar funkcije rref_ext_ wpp() je ravnoteZzna matrica. Reducirana ravnotezna matrica je
.subdivision (0, 0), a reducirana jedini¢na matrica .subdivision (0, 1).

Ar, piv = rref_ext_wpp (A)

show (Ar.subdivision (0, 0))
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/10 00 00
00 1.0 00
0.0 00 1.0
00 00 00
0.0 0.0 00
00 00 00
00 00 00
00 00 00
00 00 00
0.0 00 00
00 00 00
\00 0.0 00

0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
1.0 0.0
0.0 1.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
LO 0.0
0.0 1.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.0
0.0
0.0
0.0

show (Ar.subdivision (0, 1).apply_map (NDC(4)))

0.0000
—(.4114
0.0000
—(.4114
-0.7071
0.0000
0.0000
—0.7071
0.7071
0.0000
0.7071
0.0000

0.0000
0.4114
0.0000
—(.4114
0.7071
0.0000
0.0000
—0.7071
—-0.7071
0.0000
0.7071
0.0000

-1.097
—(.1857
0.0000
—(.1857
—(.3192
0.0000
0.0000
—(.3192
0.3192
0.0000
0.3192
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.7071
0.0000
0.0000
—0.7071

Potprostori su ravnotezne matrice:

Potprostor redaka je:

Row space:

Vector space of degree 12 and dimension 12

Basis:

0.0000
0.52290
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
—-0.7071
0.0000
0.0000
-0.7071

0.0000
—0.7257
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
—(.3192
0.0000
0.0000
—(.3192

0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
1.0 0.0
0.0 1.0
0.0 0.0

0.0000
0.4114
0.0000
0.4114
0.0000
0.7071
0.7071
0.0000
0.0000
—0.7071
0.0000
—0.7071

(1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0,0.0,1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0,0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0,0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0)

l'_l.l'_l\I

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.0/

0.0000
0.4114
0.0000
—(.4114
0.0000
0.7071
-0.7071
0.0000
0.0000
0.7071
0.0000
—0.7071

0.0000
—(.1857
-1.097
—(.1857
0.0000
—(.3192
—(.3192
0.0000
0.0000
0.3192
0.0000
0.3192

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
—-0.7071
0.7071
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
—0.5220
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.7071
0.7071
0.0000
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0.0000
0.0000
0.0000
—0.7257
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
—(.3192
—0.3192
0.0000




Potprostor stupaca je:

Column space:
Vector space of degree 12 and dimension 12
Basis:

(1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
-2.77555756156e-17, -1.11022302463e-16)

(0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
-2.77555756156e-17, -1.11022302463e-16)

(0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
-1.38777878078e-17, -5.55111512313e-17)

(0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0,
1.11022302463e-16, 1.11022302463e-16)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0,
-1.11022302463e-16, -1.11022302463e-16)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0,
-5.55111512313e-17, -5.55111512313e-17)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0,
1.11022302463e-16, -1.23259516441e-32)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0,
-2.22044604925e-16)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
-5.55111512313e-17, 1.0)

Jezgra:
Kernel:
Vector space of degree 12 and dimension 0

Lijeva jezgra:
Left kernel:
Vector space of degree 12 and dimension 0
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Primjer 5.

Sljede¢i primjer koji proucavamo jest pseudo-Schwedlerova ,.kupola” bez dijagonalnih
Stapova.
Naredbom joints, bars, supports = schwedler_kind (10., [7.5, 10.], 4) i povezivanjem ¢vorova

u Stapove dobivamo kupolu izgleda:

Maxwell-ovo pravilo za ovaj primjer kupole daje:
3*4-8==41=0

Slobodni ¢vorovi su [4, 5, 6, 7].

Ravnotezna je matrica:

{ 0.4114 0.0000 0.0000 0.0000 -0.7071 00000 00000 -0.7071Y%
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 07071 00000 00000 -0.7071
—0.0114 0.0000 0.0000 0.0000 00000 00000 00000 00000
0.0000 2519 » 10717 0.0000 0.0000 05071 -0.5071 0.0000  0.0000
0.0000 0.4114 0.0000 00000 05071 05071 00000 0.0000
0.0000 —0.9114 0.0000 0.0000 00000 00000 00000 00000
0.0000 0.0000 —0.4114 00000 00000 05071 0071 00000
0.0000 0.0000 5.039 » 10717 0.0000 00000 05071 07071 0.0000
0.0000 0.0000 —0.9114 0.0000 00000 00000 00000 00000
0.0000 0.0000 0.0000 —7.558 x 10717 00000 00000 —07071 04071
0.0000 0.0000 0.0000 -0.4114 00000 00000 04071 07071

\ 00000 0.0000 0.0000 00114 00000 00000 00000 0.0000/

Ar, piv = rref_ext_wpp (A, is_zero_f=is_zz tol())

show (Ar.subdivision (0, 0)

Parametrom is_zero_f odreduje se funkcija koja ispituje "jednakost” ,realnih® brojeva (u
racunalu prikazanih priblizno, s kona¢nim brojem znamenaka) s nulom — naime, vrlo male

brojeve treba smatrati jednakima nuli.
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/10 00 00 00 00 00 00 00)
00 10 00 00 00 00 00 00
00 00 10 00 00 00 00 00
00 00 00 10 00 00 00 00
00 00 00 00 10 00 00 00
00 00 00 00 00 L0 00 00
00 00 00 00 00 00 10 00
00 00 00 00 00 00 00 10
00 00 00 00 00 00 00 00
00 00 00 00 00 00 00 00
00 00 00 00 00 00 00 00

\00 00 00 00 00 00 00 00/

show (Ar.subdivision (0, 1).apply_map (ND(4)))

00000 00000 -1.007 0.0000 00000 00000 00000 0000 00000 00000 00000 0.0000
00000 00000 0.0000 0.0000 0.0000 —1007 00000 0000 00000 00000 0,000 0.0000
00000 00000 0.0000 0.0000 0.0000 00000 00000 0.0000 —1007 00000 0,0000 0.0000
00000 00000 0.0000 0.0000 0.0000 00000 00000 0.0000 00000 00000 00000 -1.007
00000 00000 0.0000 07071 -0.7071 -0.3192 00000 00000 00000 00000 00000 0.0000
—0.0000 00000 -0.0000 0071 -0.7071 -0.3192 00000 0,000 —00000 00000 =0,0000 -0.0000
—0.0000 =0.0000 =0.0000 -0.7071 -0.70m1 -03192 00000  -1414 -7.818x 10717 00000 -0.0000 —0.0000
~1414 00000 —0.6384 -0.7071 07071 03192 -00000 —0.0000 —00000 00000 —0.0000 ~0.0000
00000 00000 0.0000 1000 1000 04514 1000 1000 —04514 00000 00000 0.0000
1000 00000 04514 1.665x 10710 -1.000 -04514 00000 -1000 —5.528x 10717 1000 00000 -8.202 x 10717
L0 00000 04514 1000 L0 ¥ 107 5551 10717 00000 1000 552810717 00000 1000 04514
1000 1000 —04514 -1.000 1000 04514 00000 0.0000 00000 00000 0.0000 0.0000

Potprostor redaka je:

Row space:

Vector space of degree 8 and dimension 8

Basis:
(1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0,0.0,0.0,1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0,0.0,0.0,0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0,0.0,0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0,0.0,0.0,0.0, 0.0, 1.0, 0.0)
(0.0, 0.0,0.0,0.0,0.0, 0.0, 0.0, 1.0)

Potprostor stupaca je:

Column space:
Vector space of degree 12 and dimension 8
(1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 2.21525043702, 0.0, 0.0, 2.21525043702, 0.0,
0.0, 2.21525043702)
(0.0,1.0,0.0,0.0, 0.0, -2.21525043702, 0.0, 0.0, -2.21525043702,
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-1.0, 0.0, 0.0)

(0.0,0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 1.0)

(0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 2.21525043702, 0.0, 0.0, 4.43050087404, 1.0,
0.0, 2.21525043702)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, -2.21525043702, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 2.21525043702, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 2.21525043702, 1.0, 0.0,
2.21525043702)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 2.21525043702)

Jezgra:

Kernel:
Vector space of degree 8 and dimension 0

Lijeva jezgra:

Left kernel:

Vector space of degree 12 and dimension 4
(0.0,0.0,0.0,1.0, 1.0, 0.451416229645, 1.0, 1.0, -0.451416229645,
0.0, 0.0, 0.0)
(1.0, 0.0, 0.451416229645, 0.0, -1.0, -0.451416229645, 0.0, -1.0, 0.0,
1.0, 0.0, 0.0)
(1.0, 0.0, 0.451416229645, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 1.0,
-0.451416229645)
(-1.0, 1.0, -0.451416229645, -1.0, 1.0, 0.451416229645, 0.0, 0.0, 0.0,
0.0, 0.0, 0.0)

Pomaci mehanizma:

plot_truss_with_displacements (joints, bars, supports, Ik['basis'][0], displ_scale

rotateZ (pi/12)

25) .
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plot_truss_with_displacements (joints, bars, supports, Ik['basis][1], displ_scale
rotateZ (pi/9)

plot_truss_with_displacements (joints, bars, supports, Ik['basis'][2], displ_scale
rotateZ (pi/9)

plot_truss_with_displacements (joints, bars, supports, Ik['basis'][3], displ_scale
rotateZ (pi/9)

25) .

25) .

25) .
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Zadajmo opterecenje:

loads = { 4: (0.0, 0.0, -100.0), 5: (0.0, 0.0, -100.0), 6: (0.0, 0.0, -100.0), 7: (0.0, 0.0, -100.0), }

l.

Vektor b:
(-0.0, -0.0, 100.0, -0.0, -0.0, 100.0, -0.0, -0.0, 100.0, -0.0, -0.0,100.0)

Lezi li b u prostoru stupaca:
is_in_subspace (b, cs['basis], is_zero_f=1is_zz tol())

True

Ima li b komponentu u lijevoj jezgri:
has_component_in_subspace (b, Ik['basis'], is_zero_f =is_zz_tol())
False

Prosirena je ravnotezna matrica:

( 0.4114 0.0000 0.0000 0.0000 —0.7071
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000  0.7071
—0.9114 0.0000 0.0000 0.0000  0.0000
0.0000 2519 x 10717 0.0000 0.0000 07071 -
0.0000 0.4114 0.0000 0.0000 07071 -
0.0000 —0.9114 0.0000 0.0000  0.0000
0.0000 0.0000 —0.4114 0.0000  0.0000
0.0000 0.0000 5030 » 10°17 0.0000  0.0000
0.0000 0.0000 —0.9114 0.0000  0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 —7.558 » 10717 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 04114  0.0000
l\ 0.0000 0.0000 0.0000 —0.0114  0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.7071
0.7071
0.0000
0.7071
0.7071
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.7071
—0.7071
0.0000
—0.7071
0.7071
0.0000

—0.7071
—0.7071
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.7071
0.7071
0.0000
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—0.0000
100.0
—0.0000
—03.0000
100.0
—0.0000
—0.0000
100.0
—03.0000
—(0.0000
100.0




Reducirana matrica s uredenim zaokruzivanjem brojevima kona¢no daje:

/1000 00000 00000 00000 00000 00000 00000 0.0000|—10007 \
00000 1000 00000 00000 00000 0.0000 00000 0.0000 | —100.7
00000 00000 1000 00000 00000 0.0000 00000 0.0000 | —100.7
00000 00000 00000 1000 00000 0.0000 00000 0.0000| —100.7
00000 0.0000 00000 00000 1000 0.0000 0.0000 0.0000 | —31.92
00000 00000 00000 00000 00000 1000 00000 0.0000 | —31.92
00000 0.0000 00000 00000 00000 0.0000 1000 0.0000 | —31.92
00000 0.0000 00000 0.0000 00000 0.0000 00000 1000 | —31.92
00000 0.0000 00000 00000 00000 0.0000 00000 0.0000 | 0.0000
00000 0.0000 00000 00000 00000 0.0000 00000 0.0000| 0.0000
0.0000 00000 00000 0.0000 00000 0.0000 00000 0.0000| 0.0000

\ 0.0000 00000 00000 00000 00000 00000 00000 0.0000 | 0.0000

Vrijednosti su sila:
0: -109.716754071
1: -109.716754071
2: -109.716754071
3: -109.716754071
4: -31.919947712
5: -31.919947712
6: -31.919947712
7. -31.919947712

Graficki:

Usporedujuci prethodni i ovaj primjer, zaklju¢ujemo da za zadano opterecenje dijagonalni
Stapovi ne sudjeluju u prijenosu opterecenja (vrijednosti sila su nula) i da su vrijednosti sila u

ostalim Stapovima u prethodnom i u ovom primjeru jednake.
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Primjer 6.

Sljede¢i primjer koji ¢emo prouciti jest pseudo-Schwedlerova ,kupola” s ukrizenim
dijagonalama.
Naredbom joints, bars, supports = schwedler_sind (10., [7.5, 10.], 4) i plot_truss (joints,

bars, supports) definiramo kupolu.

Sustav je Cetiri puta staticki neodreden:
3*4-16 == -4 1=0

Slobodni ¢vorovi su [4, 5, 6, 7].
Funkcija subspaces() moze osim Cetiri potprostora vratiti i listu indeksa baznih stupaca ako se
U pozivu navede

subspaces (..., return_pivots = True)

To je pogodno za staticki neodredene sisteme.

rs, cs, rk, Ik, pivots = subspaces (A, is_zero_f = is_zz_tol(), return_pivots = True)
redundant_bars = others (pivots, bars)

[12, 13, 14, 15]

Potprostor redaka je:

Row space:
Vector space of degree 16 and dimension 12
Basis:
(1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
0.5818609561, 0.5818609561, 0.0, -4.56787749588e-17)
(0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
0.5818609561, 0.5818609561, 0.0)
(0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
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0.0, 0.5818609561, 0.5818609561)

(0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
0.5818609561, 0.0, 0.0, 0.5818609561)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
1.0,0.0, 0.0)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
0.0, 1.0, 0.0)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
0.0, 0.0, 1.0)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0,
0.0, 0.0, -7.85046229342¢-17)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
-1.0, 0.0, 0.0)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0,
0.0, -1.0, 7.85046229342¢-17)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0,
0.0, 0.0, -1.0)

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, -1.0,
-0.0, -0.0, 7.85046229342¢-17)

Potprostor stupaca je:

Column space:

Vector space of degree 12 and dimension 12

Basis:
(1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0,0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0)
(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0)

Jezgra:

Kernel:
Vector space of degree 16 and dimension 4
Basis:
(-0.5818609561, -0.0, -0.0, -0.5818609561, -0.0, -0.0, -0.0, -1.0,
-0.0, -0.0, -0.0, 1.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0)



(-0.5818609561, -0.5818609561, -0.0, -0.0, -1.0, -0.0, -0.0, -0.0,
1.0, -0.0, -0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0)

(-0.0, -0.5818609561, -0.5818609561, -0.0, -0.0, -1.0, -0.0, -0.0,
-0.0, 1.0, -0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0)

(4.56787749588e-17, -0.0, -0.5818609561, -0.5818609561, -0.0, -0.0,
-1.0, 7.85046229342e-17, -0.0, -7.85046229342¢-17, 1.0,
-7.85046229342e-17, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0)

Lijeva jezgra:

Left kernel:
Vector space of degree 12 and dimension 0

Ispis sila u Stapovima za stanja samonaprezanja:
bar_forces_ssO = dict_bar_force (bars, rk['basis’[0])

print_dict (filter_dict (lambda x : not is_zz_tol()(x), bar_forces_ss0))
0: -0.5818609561

3: -0.5818609561

7. -1.0

11: 1.0

12: 1.0

plot_truss_with_forces (joints, bars, supports, bar_forces_ss0)

bar_forces_ss1 = dict_bar_force (bars, rk['basis][1])

print_dict (filter_dict (lambda x : not is_zz_tol()(x), bar_forces_ssl))
0: -0.5818609561

1. -0.5818609561

4: -1.0

8: 1.0

13: 1.0
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bar_forces_ss2 = dict_bar_force (bars, rk['basis][2])

print_dict (filter_dict (lambda x : not is_zz_tol()(x), bar_forces_ss2))

1: -0.5818609561
2: -0.5818609561
5 -1.0
9: 1.0
14: 1.0

bar_forces_ss3 = dict_bar_force (bars, rk['basis’][3])

print_dict (filter_dict (lambda x : not is_zz_tol()(x), bar_forces_ss3))
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Primjer 7.

Promatramo Schwedlerovu kupolu koju ¢ine 27 slobodnih ¢vorova i 54 Stapa.

Maxwell-ovo pravilo kaze:
3*27-54 =27 1=0

Ravnotezna matrica je tipa:

81 x 54

Pogledajmo sada potprostore ravnotezne matrice:

Potprostor redaka je:

Row space:
Vector space of degree 54 and dimension 54

Potprostor stupaca je:

Column space:
Vector space of degree 81 and dimension 54

Jezgra:

Kernel:
Vector space of degree 54 and dimension 0

Lijeva jezgra:

Left kernel:
Vector space of degree 81 and dimension 27



Naredbom plot_truss_with_displacements() prikazimo pomak sistema za bazni vektor 1:

Bazni vektor 16:

Naredbom plot_truss() prikazujemo opterecenje na sistem:

te tako imamo sliku sila u Stapovima:
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Primjer 8.

Prouc¢avamo Schwedlerovu kupolu s ukrizenim dijagonalama koju ¢ine 27 slobodnih ¢vorova

1 108 Stapova.

Maxwell-ovo pravilo pokazuje:
3*27-108 == -27 1= 0

Sustav je 27 puta staticki neodreden.

Pros$irena ravnotezna matrica je tipa:

81 x 109

Zadane su kose sile, tako da sile u dijagonalama nece biti nula:

te naredbom plot_truss_with_forces() prikazimo sile u Stapovima:
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Zuti Stapovi su prekobrojni, tako da iz ove slike mozemo i vidjeti odabrani osnovni sistem.

Potprostori ravnoteznih matrica:
Potprostor redaka je:

Row space:
Vector space of degree 108 and dimension 81

Potprostor stupaca je:

Column space:
Vector space of degree 81 and dimension 81

Jezgra:

Kernel:
Vector space of degree 108 and dimension 27

Jezgra sadrzi 27 baznih vektora — 27 stanja samonaprezanja.

Ispis sila u Stapovima za dva stanja samonaprezanja:
Bazni vektor 0:

0: -0.518148701952

8. -0.518148701952

17: -0.979755108904

26: 1.0

27: 1.0
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Bazni vektor 18:

53

712:
80:
89:

98

99:

: -0.585699003535
-0.649050938719
-0.649050938719
-0.988106306234
: 1.0
1.0
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Primjer 9.

U ovom primjeru je prikazana mreza kabela koju ¢ine 20 slobodnih ¢vorova i 49 Stapova, u
kojoj ¢vorovi leze na hiperbolicnom paraboloidu, a mreza je tlocrtno kvadrati¢na. Kabeli

spajaju ¢vorove koji leZe na parabolama.

Maxwell-ovo je pravilo:
3*20-49 ==111=0

Slobodni ¢vorovi su:
[7,8,9, 10, 13, 14, 15, 16, 19, 20, 21, 22, 25, 26, 27, 28, 31, 32,
33, 34]

RavnoteZna je matrica tipa:

60 x 49

Potprostori ravnoteZne matrice:
Potprostor redaka je:

Row space:
Vector space of degree 49 and dimension 48

Potprostor stupaca je:

Column space:
Vector space of degree 60 and dimension 48

Jezgra:

Kernel:
Vector space of degree 49 and dimension 1

Primje¢ujemo da mreza ima samo jedno stanje Samonaprezanja.
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Lijeva jezgra:

Left kernel:
Vector space of degree 60 and dimension 12

Mreza ima 12 stupnjeva slobode.

N\
Pies
"/ A7

Slika pomaka:




Primjer 10.

Sljede¢a mreza kabela ima jednaki broj slobodnih ¢vorova i Stapova kao prethodni primjer, ali

kabeli spajaju ¢vorove koji leZze na pravcima.

Upravo zbog jednakog broja ¢vorova i Stapova, Maxwell-ovo pravilo daje isti broj kao u
prethodnom primjeru:
3*20-49 == 11 =0

RavnoteZna je matrica:

60 x 49

Potprostor redaka je:

Row space:
Vector space of degree 49 and dimension 40

Potprostor stupaca je:

Column space:
Vector space of degree 60 and dimension 40

Jezgra:

Kernel:
Vector space of degree 49 and dimension 9
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Analiza potprostora pokazuje da se prethodna i ova mreza bitno razlikuju: sada imamo 9

stanja samonaprezanja.

Prikazimo neka od njih:

Bazni vektor O:
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0

0:

1
2
3:
4

Bazni vektor 8:

43:
44:
45:
46:
47:
48:

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
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Lijeva jezgra:
Left kernel:

Vector space of degree 60 and dimension 20

Ovdje takoder imamo bitnu razliku: imamo 20 stupnjeva slobode.

Slika pomaka mehanizma:

Za svaki stupanj slobode pomice se samo jedan ¢vor.
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7. ZAKLJUCAK

U radu smo se bavili sklopovima zglobnih §tapova i njihovom statiCkom i kinemati¢kom
odredenosti. Opisali smo jednadzbe staticke ravnoteze i jednadzbe kinematike malih sklopova
te Cetiri potprostora ravnotezne matrice.

Proucavaju¢i kako odrediti bazu za svaki od cCetiriju potprostora, zakljucili smo kako ne
postoji jedinstvena baza za bilo koji od Cetiriju potprostora: bilo koja linearna kombinacija
linearno nezavisnih vektora ¢e predstavljati jednako valjanu bazu.

Takoder smo opisali algoritam za izraGunavanje vrijednosti ra, a time i vrijednosti s i m i to
smo predocili primjerom.

Na detaljno obradenim primjerima vidjeli smo kako nacin povezivanja elemenata u sklop
odreduje njegovu staticku i kinemati¢ku odredenost/neodredenost, preuzimanje opterecenja te
njegov prijenos na konstrukciju.

Na kraju mozemo zakljuciti kako postoje sustavi koji ¢e zadovoljiti glavno pravilo za
odredenost pod imenom Maxwell-ovo pravilo, ali to nije dovoljno, te su oni staticki i
kinematicki neodredeni, stoga je vazno u proucavanju sustava i izvodenja konstrukcija 1 to

uzeti u obzir jer su takvi sklopovi podlozni samonaprezanju.
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