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1. Uvod

U svojim se svakodnevnim proracunima gradevinski inzenjeri danas sluze velikim bro-
jem razli¢itih kompjutorskih programa. Tocnost racunala je neupitna, ono rac¢una puno
brze i preciznije od covjeka. Medutim, ni proracun pomocu racunala nije liSen pogresaka
koje neizbjezno nastaju pri aproksimaciji konstrukcije matematickim modelom, pri aprok-
simaciji matematickog modela numerickim, pri rjeSavanju tog numerickog modela, a do
greSaka naravno dolazi i zbog netocnosti izvedene konstrukcije u odnosu na projekti-
ranu [10]. Pogreske koje se mogu izbjeéi, ali su takoder ceste i primjetne, su pogreske
koje nastaju kao rezultat neznanja ili, barem, nedovoljnog i nepotpunog znanja—losa
koncepcija objekta, lose modeliranje, pogreske u prorac¢unu i sliéno [5].

Poznato je da nas u metodi pomaka aproksimacija matematickoga modela numerickim
u linearnom slucaju vodi na sustav linearnih jednadzbi ravnoteze

Ku = q,

gdje su K, f i u redom matrica krutosti, vektor sila i vektor (nepoznatih) pomaka [1, §].
[To je globalni sustav, sto znaci da smo a) formirali lokalne matrice krutosti i vektore
opterecenja pojedinih elemenata, b) transformirali te matrice i vektore iz lokalnih u globalni
koordinatni sustav, c¢) uvazili lezajne uvjete i d) sastavili matricu krutosti konstrukcije. |

Znamo takoder da vektor pomaka u mora zadovoljiti uvjete ravnoteze, uvjete kompati-
bilnosti, lezajne uvjete i zakon ponasanja [10]. Medutim, ponekad mozemo unaprijed odre-
diti neke pomake ili definirati njihove medusobne odnose. Tada govorimo o ograni¢enjima
vektora pomaka ili o kinematickim ogranicenjima [4, 10]. Ta ogranicenja u pravilu za-
dajemo prema inzenjerskoj procjeni uvjeta oslanjanja, ponasanja spojeva, materijalnih i
geometrijskih karakteristika elemenata ili opterecenja. U opéem se slucaju kinematicka
ogranicenja mogu opisati dodatnim sustavom nejednadzbi

Matrica C(x) opisuje vezu nepoznatih parametara x, koji ne moraju biti pomaci, i ne-
poznatih pomaka modela bez ogranicenja. Buduéi da u opéem slucaju ogranicenja ovise o
nepoznatim parametrima, te su nejednadzbe nelinearne [10]. Ogranic¢enja u obliku nejed-
nakosti pojavljuju se u problemima optimizacije i kontaktne mehanike [17]. U linearnoj se
statici ogranicenja mogu prikazati linearnim jednadzbama

u=Cx+g,

pri cemu je najcesée x vektor pomaka. Ako je g = 0, ograni¢enja su homogena.

Jedan je od mogucih postupaka smanjenja pogresaka pri aproksimaciji matematickog
modela numerickim i pri rjeSavanju numerickog modela uvodenje kinematickih ogranicenja



i njihovo uvazavanje kinematickom kondenzacijom [4, 5|. Klasi¢na, inzenjerska metoda po-
maka, razvijena u vremenima prije pojave racunala, temelji se na zapazanju da je uzduzna
krutost Stapnih elemenata puno ve¢a od krutosti pri savijanju:
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Zbog toga su u, primjerice, okviru s vertikalnim stupovima i horizontalnim gredama
uzduzne deformacije Stapova puno manje od horizontalnih pomaka etaza. Prirodno je
uvesti ograni¢enja po kojima svi ¢vorovi neke etaze imaju jednake horizontalne pomake,
a vertikalni su pomaci svih ¢vorova jednaki nuli. Drugim rije¢ima, uzduzna je krutost
elemenata beskonacno velika [9, 10]. Kako se u numerickom prora¢unu ne moze baratati
beskonacno velikim vrijednostima, one se mogu aproksimirati zadavanjem razmjerno veli-
kih vrijednosti u odnosu na ostale vrijednosti; te se velike vrijednosti nazivaju kaznenim
koeficijentima [7, 16]. Druga je moguénost uvodenje dodatnih nepoznanica, takozvanih
Lagrangeovih multiplikatora, koji su, fizikalno, nepoznate sile koje bi osigurale ogranic¢enje
kad bi se nanijele na konstrukeciju u kojoj nema ogranicenja [7, 16]. (O¢ito je rije¢ o mjesovi-
toj metodi—mnepoznanice su i pomaci i sile, pa se metoda pomaka kombinira s metodom
sila.) T napokon, tre¢a je moguénost kinematicka kondenzacija, uklanjanje vezanih pomaka
iz skupa nepoznanica uz istodobno uklanjanje odgovarajuéih jednadzbi [4, 7, 10].

Uvazavanje kinematickih ogranic¢enja cesto se krivo dozivljava, pa se izbjegava njihova
uporaba. Naime, inzenjeri nedovoljno upoznati s tom problematikom smatraju, po ana-
logiji s inzenjerskom metodom pomaka, da je primarna prednost uvazavanja ogranicenja
smanjenje broja nepoznanica i, stoga, skracenje vremena potrebnog za provedbu proracuna,
tako da i nema prevelikog smisla sluziti se time, buduéi da su racunala danas ionako ve¢
dovoljno brza. A u stvari te prednosti Cesto ni nema, jer uvazavanje ogranic¢enja kine-
matickom kondenzacijom mijenja raspored elemenata matrice krutosti (,kvarimo’ ga), pa
je potrebno vise memorije, a samim time i vise vremena za provedbu prorac¢una [7]; Lan-
grangeovi su pak multiplikatori dodatne nepoznanice, pa se sustav jednadzbi povecava,
a kazneni koeficijenti ne mijenjaju ni strukturu ni veli¢inu sustava, ali osjetno smanjuju
njegovu uvjetovanost [7, 16].

Osnovna je prednost uvazavanja kinematickih ogranicenja kondenzacijom u tome sto

znacajno poboljsavaju uvjetovanost sustava jednadzbi i u¢inkovito uklanjaju singularitete
u odnosu na uvodenje vrlo krutih elemenata/kaznenih koeficijenata [5, 10].

Da pojasnimo: broj uvjetovanosti upotrebljavamo kako bismo procijenili to¢nost rjesenja
sustava linearnih jednadzbi [3]. Relativna pogreska u rezultatu |Au|/|u| ocjenjuje se
kao umnozak broja uvjetovanosti cond (K) matrice K i norme relativne pogreske u poda-
cima [5]:
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u prethodnom su izrazu AK i Aq apsolutne pogreske/nepouzdanosti podataka (krutosti i
sila), dok je Au apsolutna progreska u rjesenju (pomacima).

Matrica tipicnog — zapravo, ,skromnijeg’ — modela neke konstrukcije od nekoliko tisuca
nepoznanica moze imati broj uvjetovanosti 10° i vise, §to znaci da je relativna pogreska
u rezultatima proracuna barem milijun puta veca od relativne pogreske u podacima. S
porastom broja jednadzbi sustava raste i broj uvjetovanosti, dakle mozemo re¢i da su veliki
sustavi lose uvjetovani ve¢ zbog svoje velicine [5]. Uvazavanjem kinematickih ogranicenja
kondenzacijom smanjujemo broj jednadzbi i time poveéavamo toénost rjesenja (a ne brzinu
prorac¢una).

Uvijek ostaje pitanje loseg modeliranja i problem to¢nog odabira ogranicenja, Sto i
nije tako jednostavno ve¢ kod malo slozenije konstrukcije. Ipak, vjerujemo da s malo
programerske volje i taj problem moze rijesiti prikladni softver.

U okviru ovog rada je programskoj jezgri za proracun ravninskih Stapnih sistema meto-
dom pomaka, napisanoj u jeziku Mathematica, dodana moguénost uvazavanja kinematickih
ogranicenja kinematickom kondenzacijom. Sustav Mathematica upotrijebili smo ponajprije
zato §to omogucava simbolicko ,racunanje’ [15, 11]. Naime, za rjeSavanje sistema opcéom
metodom pomaka baratanje simbolima nije potrebno— jednadzbe (koliko god da ih ima)
mogu se nekim prikladnim programom numericki razmjerno lako rijesiti [1, 8]. Medutim,
sustavi jednadzbi kinematickih ogranicenja u pravilu imaju veéi broj nepoznanica od samog
broja jednadzbi [2, 7]. Tako se i takvi sustavi mogu rijesiti Gaussovim ili Gauss—Seidelovim
postupkom, dio nepoznanica, nazvanih slobodnim nepoznanicama, ,prelazi’ desno od znaka
jednakosti, pa se ostale, vezane, nepoznanice izrazavaju kao (linearne) funkcije slobodnih
nepoznanica— u rjesenju ostaju simboli koji oznac¢avaju slobodne nepoznanice [6, 12]. Uz
to, otvorenim ostaje pitanje izbora ili zadavanja slobodnih nepoznanica [7]. Simbolicka
algebra u tom je slucaju vrlo prikladan alat.

U sljede¢em je odjeljku, uz primjer proracuna, podrobnije opisan ve¢ skicirani algo-
ritam op¢e metode pomaka i njegova realizacija u programskom jeziku Mathematica. U
tre¢em je odjeljku isti primjer rijeSen ,rucno’, inzenjerskom metodom pomaka. Naime, ki-
nematicko ogranic¢enje uvedeno u cetvrtom odjeljku formalni je izraz osnovne pretpostavke
inzenjerske metode pomaka. U tom je odjeljku opisano i uvazavanje uvedenih ogranicenja
kinematickom kondenzacijom, uz ,automatski’, strojni izbor vode¢ih pomaka te uz vodece
pomake koje zadaje korisnik programa. U petom je odjeljku na sloZenijem primjeru pri-
kazana upotreba programa, a napravljena je i usporedba rjesenja, onih dobivenih opc¢om
metodom pomaka te onih dobivenih uvazavanjem kinematickih ogranicenja.



2. Opcéa metoda pomaka

2.1. Zamisao metode

Opca (ili tocna) metoda pomaka je metoda kojom prora¢unavamo Stapne sisteme i u
kojoj su nepoznanice zaokreti i translacijski pomaci odabranih tocaka sistema koje zovemo
¢vorovima [1, §]. Cvorom mozemo proglasiti bilo koju tocku, ali obicno su to istaknute
tocke’ na sistemu: tocke u kojima se sastaje vise Stapova, tocke u kojima se sastaju dva
Stapa, ali pod nekim kutom, i sli¢no.

Ako se ograni¢imo na ravninske Stapne sisteme, svaki ¢vor ¢ ima dva translacijska
stupnja slobode (ako sistem prikazemo u ravnini zy bit ¢e to pomaci u;, u smjeru osi z, i
v;, u smjeru osi y) i jedan zaokret ¢; oko osi okomite na ravninu sistema.

Osnovna ideja metode pomaka sastoji se u sljedecem:

e zadani sistem dovedemo u stanje sprijecenih pomaka ¢vorova tako da sistemu dodamo
zamisljene veze koje sprjecavaju sve moguce pomake;

e time se sistem ,raspada’ na niz medusobno neovisnih obostrano upetih greda na
kojima racunamo sile od zadanog opterecenja;

e uklanjanjem dodanih veza sistem dovodimo u stanje slobodnih pomaka ¢vorova, pa
se racunaju sile od pomaka ¢vorova izvornog sistema;

e konacne sile u elementima dobivamo superpozicijom.

2.2. Matri¢éna formulacija

2.2.1. Lokalna matrica krutosti i lokalni vektor sila upetosti

Stapni element, oznac¢imo ga sa e, jednoznacno je odreden indeksima 7 i j koji oznacavaju
¢vorove (slika 1.). Istim indeksima oznacavat ¢emo i sile na krajevima Stapnog elementa
(poopéene sile kojima ¢vorovi djeluju na element).

Ukupne sile na krajevima Stapa zbrojevi su sila stanja sprijecenih pomaka i sila stanja
njihovih slobodnih pomaka, te mozemo zapisati za sile na kraju i:

N;j=n;;+ Nma (1)
Ti; =ti; + Ti,ja (2)
M;; =m;;+ Mi,ja (3)

gdje su n;j, t;;, m;; sile stanja slobodnih, a N, ;, T, ;, M, ; sile stanja sprijecenih po-
maka.
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Sile oba stanja mozemo izracunati metodom sila, analizom obostrano upete grede.

Sile stanja slobodnih pomaka pojavljuju se kao posljedica poopéenih pomaka krajeva
elemenata (oni su jednaki pomacima ¢vorova sistema). Ti pomaci postaju prisilni pomaci
lezajeva nase upete grede.

Za svaki element mozemo za sile u stanju slobodnih pomaka napisati jednadzbu:
f, = k. u,, (4)

gdje je f. vektor sila na krajevima zbog pomaka krajeva elementa, k. matrica krutosti
elementa, a u. je vektor pomaka krajeva elementa, pri ¢emu su svi clanovi izrazeni u
lokalnom koordinatnom sustavu.

Uz pretpostavke da su elementi zadanoga sistema konstantnog poprecnog presjeka
(I(z) = I, A(x) = A.) te da je modul elasticnosti takoder konstantan (E(z) = E.),
gornju jednadzbu mozemo zapisati u matricnom obliku:
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Izraze za izracunavanje komponenata lokalne matrice krutosti elementa k. mozemo
gotovo neposredno ugraditi u funkciju u programskom jeziku Mathematica, pri cemu se za
sazimanje duljine koda moze iskoristiti simetri¢nost matrice:

ElemKLoc [e_Real, a_Real, i_Real, 1_Real] :=

Module [
{ k11, k14, k22, k23, k25, k26, k33, k35, k36, k44, k55, k56, k66, k },
kil = e a / 1;
k14 = -ki11;

k22 = 12 e i / 173;
k23 = 6 e i / 172;

k25 = -k22;
k26 = k23;
k33 =4 e i / 1;
k35 = -k23;
k36 = 2 e i / 1;
k44 = ki11;
kb5 = k22;
kb6 = -k23;

k66 = 4 e i / 1;

k = {{ k11, 0, 0, k14, 0, 0 },

0, k22, k23, 0, k25, k26 7},
0, k23, k33, 0, k35, k36 },
k14, 0, 0, k44, 0, 0 I},

0, k25, k35, 0, k55, k56 1,
0, k26, k36, 0, k56, k66 }};

A Am m

]

Realni parametri funkcije! su materijalne i geometrijske karakteristike poprec¢nih presjeka
stapnoga elementa—e (modul elasticnosti F.), a (povr§ina poprecénog presjeka A.), i
(moment tromosti I.) —te 1 (duljina elementa /).

Listu lokalnih matrica krutosti svih elementa sistema unutar petlje Do[], koja ,prolazi’
listom elemenata, slaze’ funkcija

ListKLoc [els_List, nds_List, echs_List] :=
Module [

{ 1k, el, e, a, i, 1, j 1},

1k = Table [Null, {Length [els]}];

1 U programskom se jeziku Mathematica tip parametra funkcije moze navesti podvlakom nadovezan na
naziv parametra, u nasem primjeru naziv_Real.



Do [
el = els[[j]1];
{e, a, i} = ElemChar [el, echs];
1 = ElemLength [ElemNds [el, nds]];
1k[[j]] = ElemKLoc [e, a, i, 1],
{ j, 1, Length [els] }

1k
]

Njezini su parametri: lista els svih elemenata, lista nds svih ¢vorova i lista echs s geome-
trijskim i materijalnim karakteristikama elemenata. U petlji se prije funkcije ElemKLoc []
pozivaju funkcije
e ElemNds [el_, nds_List] :=
{ nds[[ el[[1]1]1[[1]] 1], nds[[ el[[1]1]([2]] 11 }

koja u listi ¢vorova nds ,nalazi’ pocetni i krajnji ¢vor elementa el,
e ElemChar [el_, ech_List] := ech[[ el[[2]] 1]
koja iz liste ech izdvaja karakteristike elementa el te
e ElemLength [xi_Real, yi_Real, xj_Real, yj_Real] :=
Sqrt [(xj - xi)72 + (yj - yi)~2]
koja izracunava duljinu elementa.
Lista ¢vorova sadrzi parove njihovih koordinata, zapisane kao dvoclane liste. Kao primjer

¢emo uzeti konstrukeiju sa slike 2.; za nju je lista ¢vorova:

nds = { {0., 0.}, {3., 4.}, {8., 4.}, {8., 0.7 }

(pocetni je ¢vor ishodiste lokalnoga desnog koordinatnog sustava, s osi Z orijentiranom
od pocetnoga do krajnjeg ¢vora), dok je drugi clan indeks uredenog skupa karakteristika
elementa u listi karakteristika. Lista je elemenata za nas primjer:

els = { {{1, 2}, 1}, {{2, 3}, 1}, {{3, 4}, 1} }

Drugi je element, dakle, odreden ¢vorovima 2 i 3, a njegove su karakteristike zadane prvim
(i jedinim) skupom u listi

chrs = { {3. 1077, 0.572, 0.574/12} }
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Slika 2.

pri éemu su karakteristike, redom, modul elasti¢nosti (£ = 3 - 10" kN/m?) te povrsina i
moment tromosti popreénoga presjeka (b/h = 50/50 [cm]).

Za konstrukciju sa slike 2. pozivom funkcije ListKLoc [] dobivamo:
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Kako su moduli elasti¢nosti, karakteristike poprecnih presjeka i duljine elemenata (1,2) i
(2,3) medusobno jednake, jednake su i njihove lokalne matrice krutosti, iako su ti elementi

u ravnini ragli¢ito orijentirani.



Ako postoje opteretenja na Stapovima zadanog sistema, tada ona ulaze u jednadzbe
ravnoteze u obliku sila i momenata upetosti:

_ _ _ _ _ . T
f = |Nij Toy Moy Ny Ty M (6)

Primjerice, za djelovanje koncentrirane sile s komponentama F, i F, (u lokalnom koordinat-
natnom sustavu) i koncentriranoga momenta M u tocki s (lokalnom) apscisom a primjenom
metode sila dobivamo:

. Eb .
le
F,(3a+b)b 6Mab
o TTE
F,abt*> Mb(l,—3a)
; I 2
fo = (7)
_an
le
F,(a+3b)a> 6Mab
B 03 B
F,a*b  Ma(l,—3D)
A I ]

gdje jeb=1/{, — a.

Funkcija napisana u jeziku Mathematica sadrzi manje—vise doslovan prijepis kompone-
nata tog vektora:

ConcFL [fx_Real, fy_Real, m_Real, al_Real, 1_Real] :=
Module [

{a, b, £},

a =al 1;

b=1- a;

f Table [0, {6}];

f[[1]] = -fx b / 1;

f[[4]] = -fx a / 1;

f[[2]] = -fy (3a + b) b"2 / 1°3;

f[[2]] +=6 m a b / 1°3;

f[[5]] = -fy (a + 3b) a"2 / 1°3;

f[[5]] += -6 ma b / 1°3;

f[[3]] = -fy a b2 / 1°2;

f[[3]] += -m b (1 - 3a) / 1°2;



fL[6]] = fy a2 b / 172;
f[[6]] += -m a (1 - 3b) / 172;
f

]

Parametri funkcije su realne vrijednosti £x, fy i m, tj. sile i momenti koji djeluju na proma-
trani Stapni element. Takoder imamo realni parametar al koji oznacava relativni polozaj
sile na elementu, al = a//,, te realni parametar 1 koji oznac¢ava duljinu elementa. Funkcija
kao vrijednost ,vrac¢a’ vektor f..

Koncentrirano djelovanje samo je jedno od mogucih tipova optere¢enja Stapova. Po-
limorfno ponasanje, to jest, izrac¢unavanje sila upetosti za razlicite tipove opterecenja
omogucava funkcija

FxEndFs [ei_Integer, f_, 1lp_List, els_List, nds_List] :=
Module [

{el, 173,

el = Elem [ei, els];

1 = ElemLength [ElemNds [el, nds]];

f [Append [1lp, 1]]
]

Parametar f funkcija je koja izracunava sile upetosti za odredeni tip optere¢enja— primjeri-
ce, ConcFL. Funkcija FxEndFs[] izracunava duljinu elementa ei i potom poziva funkciju f s
odgovarajué¢im parametrima, sadrzanima u listi 1p, kojima je pridodana i netom izracunana
duljina elementa. Lista 1lp, naime, sadrzi podatke koji opisuju opterecenje neovisno o
elementu na koji djeluje (za koncentrirano djelovanje to su vrijednosti komponenata i
relativni polozaj hvatista), ali je za izracunavanje sila upetosti potrebna i duljina tog
elementa.

Opterecenja Stapova zadaju se u listi. (Na neki Stap moze, naravno, djelovati vise
opterec¢enja.) Svako je opterec¢enje opisano troclanom listom: indeksom optereéenog stapa,
nazivom funkcije koja izracunava sile upetosti i listom koja sadrzi parametre te funkcije
(osim duljine elementa).

Funkcija ListFxEndFsLoc[] sastavlja listu vektora sila upetosti za sva opteretenja na
elementima pozivaju¢i funkciju FxEndFs[] za svako optereéenje:

ListFxEndFsLoc [elds_List, els_List, nds_List] :=
Module [
{ lef, ei, f, 1p, j },
lef = Table [{0, {0, 0}, Table [0.0, {6}1}, {Length [elds]}];
Do [
ei = elds[[j11[[11];
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f = elds[[j1]1[[2]];
1lp = elds[[j11[[3]1];
lef[[j1] = {ei,
ElemNdIds [els[[eil]],
FxEndFs [ei, f, 1lp, els, nds]
1,
{ j, 1, Length [elds] }
1;
lef
]

Sile upetosti izrazene su u lokalnim koordinatnim sustavima pojedinih elemenata.

2.2.2. Prijelaz u globalni koordinatni sustav

Budué¢i da jednadzbe ravnoteze ¢vorova postavljamo u smjerovima osi globalnog koor-
dinatnog sustava, vektore sila, vektor pomaka i matricu krutosti moramo transformirati iz
lokalnog u globalni koordinatni sustav.

Naime, lokalni koordinatni sustav definirali smo za svaki Stapni element tako da se
ishodiste sustava nalazi u po¢etnom ¢voru, a lokalna os x prolazi kroz krajnji ¢vor elementa.
Globalni i lokalni koordinatni sustav moraju biti ekvivalentni, sto znac¢i da poklapanje osi
istih oznaka mozemo posti¢i translacijom uz rotaciju oko osi z.

Globalni koordinatni sustav sluzi nam za definiranje geometrije konstrukcije i u odnosu
na njega se mjere apsolutni pomaci tocaka.

Transformaciju vektora sila na krajevima elementa i vektora pomaka krajeva izvodimo
pomocu sljedece matrice:

Ce Se 0 0 0 O
—Se ¢ 0 0 0 0
0O 01 0 00
Re=10 00 ¢ s 0| (8)
0O 0 0 —s, ¢c. O
0 0 0 0 0 1]
gdje su ¢, = cosa, i S, = sina,, pri cemu je a, kut koji element zatvara s osi . Podma-
trica
Ce Se O
r. = |—5 ¢ 0
0 0 1

prikazuje rotaciju oko osi z za kut a.
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Za elemente sistema sa slike 2. matrice transformacije su:

(06 08 0 0 0 0
08 06 0 0 0 0
0O 0 1 0 0 0
Ruy =1 g ¢ o 06 08 0]
0 0 0 —0,8 06 0
0 0 0 0 0 1]
(10 0 0 0 0]
010000
001000
Resy =10 001 0 0|
000010
00000 1
0 100 0 0]
1 0 00 0 0
0 0 10 0 0
Reo =19 0 00 -1 0
0 0 01 0 0
0 0 00 0 1]

Buduéi da je element (2, 3) horizontalan i da mu je lijevi ¢vor prvi, orijentacije osi njegovoga
lokalnog koordinatnog sustava poklapaju se s orijentacijama osi globalnog sustava, tako da
je matrica Rz 3y jedinicna.
Matricu R, oblikuje funkcija

ElemTG2L [elnds_List] :=
Module [

{ cij, sij, r },

cij = ElemCos [elnds];

sij = ElemSin [elnds];

r = {{ cij, sij, 0, 0, 0, O },
{ -sij, cij, 0, 0, 0, O },
{o0,0,1, 0, 0, 01,
{0, 0,0, cij, sij, 0 },
{0, 0,0, -sij, cij, 0 },
{0, 0,0,0, 0,1}

r

]

Njezin je parametar par parova— dvoclana lista dvoclanih listi— koordinata ¢vorova ele-
menta. Sinus i kosinus kuta «, izra¢unavaju funkcije

12



ElemCos [xi_Real, yi_Real, xj_Real, yj_Reall
(xj - xi) / ElemLength [xi, yi, xj, yjl

ElemSin [xi_Real, yi_Real, xj_Real, yj_Reall
(yj - yi) / ElemLength [xi, yi, xj, yjl

Listu matrica transformacija za sve elemente sistema sastavlja funkcija

ListTG2L [els_List, nds_List] :=

Module [
{r, il
r = Table [Null, {Length [els]}];
Do[

r[[j]] = ElemTG2L [ElemNds [els[[jl], ndsl],
{ j, 1, Length [els] }

1;

r

]

Parametri su liste elemenata i ¢vorova. Petlja Do[] prolazi listom elemenata; za svaki se
element iz liste ¢vorova funkcijom ElemNds[] izdvajaju njegovi ¢vorovi te postaju argu-
mentima funkcije ElemTG2L[].

Prelaskom u globalni koordinatni sustav jednadzba (4) postaje

flo) — kgg) w (9)

e

gdje su u; ; vektor koji sadrzi pomake ¢vorova 71 j, £9 vektor komponenata sila na kraje-
vima usporednih s globalnim osima i k' matrica krutosti elementa izrazena u globalnom
koordinatnom sustavu:

k¥ - R, 'k.R. = R'k.R,; (10)

R.!' =R! jer je R, ortogonalna matrica.

Globalnu matricu krutosti elementa izracunava funkcija

ElemKGlob [k_, r_] := Tramspose [r] . k . r

¢iji su parametri lokalna matrica krutosti i matrica transformacija. Tu funkciju u petlji
poziva funkcija ListKGlob[] koja ,slaze’ listu globalnih matrica krutosti svih elemenata:

ListKGlob [kl_List, r_List] :=
Module [

{ kg, j 1,

lkg = Table [Null, {Length [k1]}];
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Do[

1kg[[j]] = ElemKGlob [k1[[jl1]1, r[[j1]1]1,
{ j, 1, Length [k1l] }

15
lkg
]

Njezini su parametri, naravno, lista lokalnih matrica krutosti i lista matrica transformacija.

Matrice krutosti elemenata sistema sa slike 2. izrazene u globalnom koordinatnom sus-

tavu, su:

[ 549 600
712800
~30000
—549600
—712800
| —30000

[ 1,5-10°

0

0
—~1,5-10°

0

0

29296.,9
0
58 593,8

—29296,9
0
| 585938

712800 —30000 —549600 —712800 —30000 |
965400 22500 —712800 —965400 22500
22500 125000 30000. —22500 62500
—712800 30000 549600 712800 30000
—965400 —22500 712800 965400 —22500
22500 62500 30000  —22500 125000 |
0 0 —1,5-10° 0 0
15000 37500 0 —15000 37500
37500 125000 0 —37500 62500
0 0 1,5-10° 0 0
—15000 —37500 0 15000  —37500
37500 62500 0 —37500 125000 |
0 58593,8  —29296,9 0
1,875 - 10° 0 —1,875 - 10°
0 156,250  —58593.8 0
0 —58593,8 29296,9 0
—1,875 - 108 0 1,875 - 106
0 78125  —58593,8 0

Matrica Ry 3) je, vidjeli smo, jedini¢na, pa je kgg?g) = K(2,3)-

U globalni koordinatni sustav treba prevesti i vektore sila upetosti:

FxEndFsGlob [efl_, r_]

:= Transpose [r]

ListFxEndFsGlob [efl_List, r_List] :=

Module [

{ lefg, ei, j },
lefg = Table [{0, {0, 0}, Table [0.0, {6}]}, {Length [efl]}];

Do[

14
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—58593,8

58593.,8 |
0
78125

0
156250 |




ei = ef1[[jI1]1[[11];
lefg[[j]] = {ei, ef1[[jI][[2]], FxEndFsGlob [ef1[[j]1[[31], rlleilll},
{ j, 1, Length [efl] }

1;

lefg

2.2.3. Matrica krutosti sistema

Sada mozemo komponente matrica krutosti pojedinih elemenata uklopiti u matricu
krutosti cijelog sistema.

Preslikavanje indeksa lokalnih u indekse globalnih stupnjeva slobode ostvareno je pomocu
tablice koju oblikuje funkcija Tb1NodeDsOF [] uvazavajuéi pritom lezajne uvjete:

TblNodeDsOF [n_Integer, cns_List] :=
Module [

{1i, j, nc, nd, di },

di = Table [1, {n}, {3}];
Length [cns];

nc
Do [
dil[ cens[[i]]1[[1]1] 1] = cns[[il][[2]],
{i, 1, nc }
1;
nd = 0;
Do [
If [dilli, j11 == 1,
++nd; dil[[i, j1] = nd
1,
{i, 1, n}, {j, 1, 31}
1;
{ nd, di }
]

Parametri funkcije su broj ¢vorova n i lista cns kojom su opisani lezajni uvjeti. Kompo-
nente te liste su parovi ¢iji je prvi ¢lan indeks lezajnoga ¢vora, a drugi lista koja sadrzi tri
broja: ,0’ oznacava da je odgovarajuc¢i poopc¢eni pomak ¢vora sprijecen, a ,1’ da je slobodan;
pritom su pomaci redom u;, v;, ¢;. U nasem je primjeru:

cnsts = { {1, {0, 0, 0}}, {4, {0, 0, O}} }
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Vrijednost je funkcije par koji sadrzi ukupni broj stupnjeva slobode konstrukcije i spome-
nutu tablicu. Svakom ¢voru konstrukcije odgovara redak tablice. Tri broja u retku indeksi
su poopcenih pomaka ¢vorova u vektoru nepoznanica i, ujedno, redni brojevi jednadzbi
ravnoteze projekcija sila u ¢voru na pravce tih pomaka; ako je neki pomak sprijecen, pri-
padni je broj jednak nuli (odgovarajuca jednadzba ravnoteze ne ulazi u sustav jednadzbi,
jer je u njoj nepoznata reakcija). Za konstrukciju sa slike 2. tablica je:

O N O
S| W O

ol x| —| o

U ¢évorovima 11 4 su upeti lezajevi, pa su sva tri poopéena pomaka tih ¢vorova sprijecena.
Pomaci ¢vora 2, redom usg, v i 9, prva su, druga i tre¢a nepoznanica, dok su pomaci
¢vora 3, ug, vs, 3, cetvrta, peta i Sesta nepoznanica; vektor je nepoznanica, prema tome:

T
u = [u2 Vg @2 U3 U3 @3] .

Uz to, prema brojevima u tablici, prva jednadzba sustava jednadzba je ravnoteze projekcija
sila, koje djeluju na ¢vor 2, na os x, druga je jednadzba jednadzba ravnoteze projekcija sila,
koje djeluju na isti ¢vor, na os ¥, ... , a Sesta je jednadzba jednadzba ravnoteze momenata
u ¢voru 3.

Posljednji od nule razliciti broj jednak je ukupnom broju stupnjeva slobode. Brojem
stupnjeva slobode odredeni su broj nepoznanica i broj jednadzbi ravnoteze.

Matricu krutosti sistema sastavlja funkcija

StructK [nd_Integer, di_List, els_List, kl_List, r_List] :=
Module [

{ 1kg, sk, ix, i, ii, j 3,

lkg = ListKGlob [k1, r];

sk = Table [0.0, {nd}, {nd}];

Do [
ix = ElemDsOF [ElemNdIds [els[[jl]], dil;
Do [
If [ix[[i]l] '= O,
Do[

If [ix[[ii]] != O,
sk[[ ix[[i]], ix[[ii]] 11 += 1kg[[jI1]1[[i, iil]

ii, 1, 6 }
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{ j, 1, Length [els] }
1;
sk
]

Njezini su parametri broj stupnjeva slobode sistema nd, spomenuta tablica di, lista eleme-
nata els, lista matrica krutosti elemenata (u lokalnim koordinatnim sustavima) k1 i lista
matrica transformacije r.

Pozivom funkcije ListKGlob[] matrice krutosti elemenata izrazene u lokalnom koordi-
natnom sustavu transformiraju se u globalni sustav, a potom se u (,vanjskoj’) petlji Do []
za svaki element (sadrzan u listi els) pozivom funkcije ElemDsOF [] iz tablice di izdvajaju
indeksi globalnih stupnjeva sloboda pocetnoga i krajnjeg ¢vora. Ti indeksi odreduju retke i
stupce matrice krutosti sistema u presjecista kojih se u ;unutarnjim’ ugnijezdenim petljama
Do[] pribrajaju odgovarajuée komponente matrice krutosti elementa (preskac¢uéi pritom u
grananju If[] sprije¢ene pomake).

Primjenom funkcije StructK[] za primjer sa slike 2. dobivamo matricu krutosti:

12,0496 - 10¢ 712800 30000 —1,5-10° 0 0 ]
712800 980400 15000 0 —15000 37500
K — 30000 15000 250000 0 —37500. 62500
—1,5- 106 0 0 1, 5293 - 10° 0 58 593,8
0 —15000 —37500 0 1,89 - 106 —37500
| 0 37500 62500 58593,8 —37500 281250 |

2.2.4. Vektor sila u évorovima
Pomaci ¢vorova rjeSenje su sustava jednadzbi ravnoteze ¢vorova
K-u=q. (11)

Vektor q sadrzi zadane sile koje djeluju neposredno na ¢vorove i sile upetosti prikljucenih
elemenata (kako su sile upetosti, kao sile na krajevima Stapova, po definiciji sile kojima
¢vorovi djeluju na Stapove, prije pribrajanja komponentama vektora q treba promijeniti
predznake komponenata vektora fe(g)). Redoslijed komponenata u vektoru q odreden je
tablicom di koju je oblikovala funkcija Tb1NodeDsOF [] (stranica 15).
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Vektor q sastavlja funkcija

StructF [nd_Integer, di_List, nlds_List, efsl_List, r_List]

Module [
{ lefg, sf, ix, d, nld, i, j },
sf = Table [0.0, {nd}];

Do [
nld = nlds[[j]1];
Do [
d = dil[nld[[1]], i1];
If [d !'= 0,
sf[[d]] += nld[[2]][[i]]
1,
{i, 1, 3}
1,
{ j, 1, Length [nlds] }
1;
lefg = ListFxEndFsGlob [efsl, r];
Do [
ix = ElemDsOF [lefg[[j11[[2]1], dil;
Do [
If [ix[[i]] '= O,
sf[[ ix[[i]1] 1] -= lefg[[j1]C[3]1][[i]]
1,
{i, 1, 6 }
1,
{ j, 1, Length [lefg] }
1;
st

]

Prva su dva parametra, kao i kod funkcije StructK[], broj stupnjeva slobode nd i tabli-
ca di. Slijede lista ¢vornih opterecenja, lista vektora sila upetosti (izrazenih u lokalnom
koordinatnom sustavu) i lista matrica transformacija.

Sile koje djeluju u ¢vorovima pribrajaju se u prvoj petlji Do [] komponentama vektora q
(u funkciji prikazanog listom sf) koje su odredene indeksima u tablici di, dok se u drugoj
petlji pribrajaju (negativne) sile upetosti prethodno transformirane u globalni koordinatni

sustav.

Za primjer proracuna, pretpostavimo da na nas sistem djeluje koncentrirana sila u
¢voru 2, H = 100 kN (slika 3.). Tada je (jednoclana) lista ¢vornih opterecenja:
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1nld = {{2, {100., 0., 0.}}}

Kao sto primjer pokazuje, elementi liste su parovi ¢iji je prvi ¢lan indeks ¢vora u kojem sile
djeluju, dok je drugi clan lista koja sadrzi koncentrirane sile u z i y smjeru i koncentrirani
moment.

@

Slika 3.
Kako niti jedan Stap nije opterecen, lista je vektora sila upetosti prazna (stoga pri

pozivu funkcije StructF[] i lista matrica transformacija moze biti prazna):

q = StructF [nd, di, 1lnld, {}, {}]
Rezultat je poziva funkcije vektor/lista:
{100., 0., 0., 0., 0., 0.}

Naime, u tablici na stranici 16 vidimo da je jednadzba ravnoteze horizontalnih sila u ¢voru 2
prva jednadzba sustava (kao $to je horizontalni pomak tog ¢vora prva nepoznanica), pa je
sila H prva komponenta vektora q. Sustav jednadzbi ravnoteze je, prema tome:

72,0496-10° 712800 30000  —1,5-10° 0 0 T luwl [100]
712800 980400 15000 0 ~15000 37500 | |4, 0
30000 15000 250000 0 —37500. 62500 | |y 0
~1,5- 10 0 01,5293 10 0 585938 | |us| | 0
0 ~15000 —37500 0 1,89-106 —37500 | | vs 0
0 37500 62500 585938  —37500 281250 | L¥s] L O

2.2.5. Rjesenje sustava i konacne sile

Sustav rjesavamo funkcijom LinearSolve[], jugradenom’ u jezik Mathematica:

u = LinearSolve [K, q]
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Rjesenje je sustava:
- 0,00178519 ]

—0,00129001
—0,000 095 396 4
0,001 7577
—0,000 015604 5
| —0,000175 068

To su pomaci ¢vorova— izrazeni su, dakle, u globalnom koordinatnom sustavu. Za izracuna-
vanje sila na krajevima elemenata iz vektora u treba za svaki element izdvojiti pomake
njegovih ¢vorova i potom te pomake transformirati u lokalne koordinatne sustave. Listu
vektora pomaka ¢vorova elemenata u lokalnim sustavima daje funkcija

ListEDisplsLoc [u_List, di_List, els_List, r_List] :=
Module [
{ 141, ug, j I,
1dl = Table [Table [0.0, {6}], {Length [els]}];
Do[
ug = ElemDisplsGlob [els[[jl], di, ul;
1d1[[j1] = r[[j1] . ug,
{ j, 1, Length [els] }
1;
1d1
]

Funkcija ElemDisplsGlob[] pomocu tablice di izdvaja iz vektora u pomake ¢vorova
odredenoga stapa. Transformacija pomaka iz globalnoga u lokalni koordinatni sustav je:

U, = Re u; ;. (12)

Konacne sile na krajevima elemenata zbrojevi su sila zbog pomaka krajeva i sila upe-

tosti:
f =f+f =k u +*f (13)

(u nasem je primjeru f. = 0, pa je £ =k u.). Listu vektora konac¢nih sila izracunava
funkcija

ListEndForces [kl_List, ul_List, efsl_List] :=

Module [
{ lefs, j 1},
lefs = Table [Table [0.0, {6}], {Length [ull}];
Do[
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lefs[[j1] = k1[[31] . uwll[j]1]1,
{ j, 1, Length [k1] }

1;

Do[
lefs[[ efs1[[jl]1C[1]1] 1] += efs1[[j1]1[[31],
{ j, 1, Length [efsl] }

1;

lefs

]

Parametri funkcije su lista lokalnih matrica krutosti, lista vektora pomaka ¢vorova eleme-
nata (izrazenih u lokalnom koordinatnom sustavu) i lista vektora sila upetosti. U prvoj se
petlji Do [] za svaki §tap izracunavaju sile na krajevima zbog pomaka ¢vorova (f, = k. u.),
a u drugoj se petlji tim silama pribrajaju sile upetosti (ako postoje).

Pozivom

ListEndForces [1kl, 1d1, {}]

za nas primjer dobivamo

[Nio] [ 58,6644] [Nos | [ 41,2373 TNasl [ 29,2585
T 29,455 1 T3 —29,2585 T4 41,2373
Mip| | 76,6188 Mys| | —70,6565 Mss| | 75,6360
Noa | | 58,6644 Nyo | | 41,2373 Nis | | 29,2585
T —29,4551 Ty 29,258 5 Tys —41,2373
| Moy | | 70,6565 | Mso| [ 75,6360 | My | [ 89,3132

pa mozemo nacrtati dijagrame unutarnjih sila; primjerice, momentni je dijagram:

W 75.6360
70.6565 ‘ W
AT ,mmﬂmm ——/75.6360
——
=
£
=
Fl:
—
f——)
—89.3132
i

Slika 4.
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3. InzZenjerska metoda pomaka

Inzenjerska metoda pomaka temelji se na pretpostavci da mozemo zanemariti utjecaj
uzduznih sila, te time bitno smanjiti broj nepoznanica i, u odnosu na opéu metodu pomaka
i metodu sila, olaksati ;ruéno’ rjeSavanje razlic¢itih sistema [1, 9].

Uzmimo za primjer sistem koji smo veé rijesili opéom metodom pomaka (slika 2. na
stranici 8).

U opc¢oj metodi pomaka na$ sistem ima Sest nepoznanica: horizontalni i vertikalni
pomak ¢vora 2 i kut zaokreta ¢vora 2, te horizontalni i vertikalni pomak ¢vora 3 i kut
zaokreta ¢vora 3. Posluzimo li se navedenom pretpostavkom i zanemarimo uzduzne defor-
macije, broj nepoznanica smanjit ¢emo na tri—to su zaokreti ¢vorova 2 i 3 te zajednicki
horizontalni pomak ¢vorova 2 i 3 (¢vor 2, u stvari, ,putuje’ po okomici na os elementa 1-2,
ali je horizontalna komponenta tog pomaka, kao sto ¢emo uskoro vidjeti, jednaka pomaku
¢vora 3).

U inzenjerskoj su metodi pomaka nepoznanice kutovi zaokreta te neovisni translacijsk:
pomaci ¢vorova, pri ¢cemu vrijedi da je broj zaokreta jednak broju krutih ¢vorova, no broj
neovisnih translacijskih pomaka nije jednak broju krutih i zglobnih ¢vorova. Njihov broj
odredujemo pomocu zglobne sheme sistema.

Kao sto je na slici 5. prikazano, zglobnu shemu oblikujemo tako da sve krute ¢vorne
veze (ukljucujuéi i lezajne) pretvorimo u zglobne. Broj neovisnih translacijskih pomaka
sistema jednak je broju stupnjeva slobode zglobne sheme.

Slika 5.

Nas sistem ima barem jedan neovisni translacijski pomak:
S=ng-2—-mnz=2-2-3=4-3=1.

No, sprije¢imo li pomak ¢vora 2 (ili pomak ¢vora 3), dobit ¢emo geometrijski nepromjenjivi
sistem, pa mozemo zakljuciti da postoji samo jedan neovisni pomak.
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Sisteme mozemo razvrstati na pomic¢ne i nepomicne, ovisno o tome jesu li translacijski
pomaci mogudi ili nemoguci. Na$ sistem je pomic¢an sistem, nepoznanice su mu kutovi
zaokreta krutih ¢vorova (¢ 1 ¢3) te jedan neovisni translacijski pomak (ug3).

U prvom koraku, kao i u op¢oj metodi pomaka, sprjecavamo moguc¢e pomake—u ¢vo-
rovima 2 i 3 dodajemo momentne spojeve s podlogom koji sprecavaju zaokrete tih ¢vorova,
te dodajemo vezu koja sprjecava odabrani translacijski pomak (slika 6.).

P

7 V /i

Slika 6.

Kao neovisni translacijski pomak odabrali smo pomak ¢vora 3, ug 3, te su nam tako
pomaci ostalih tocaka odredeni skicom pomaka (slika 7.).

Za razliku od nepomicnih sistema, kod kojih za momente na krajevima elemenata
vrijede izrazi:

mij = 4k o+ 2k 505, (14)
mj,i = 2]{71'73' Vi +4ki,j Pj, (15)

kod pomicnih sistema u obzir treba uzeti i kut zaokreta krutog tijela (slika 8.)

AUZ'
ey = (16
4,3
te izrazi za momente na krajevima elemenata poprimaju oblik
mi; = 4kijpi+2kijp; — 6k, (17)
m]ﬂ' = 2 ki,j i +4 ki,j QOj -6 ki,j ¢i,j- (18)
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Zaokreti elemenata kao krutih tijela funkcije su neovisnih translacijskih pomaka, pa iz
skice pomaka mozemo ocitati:

u
%,2 = ¢| = *%7
3'U273
o3 =1y = 50
u
P34 =Yy = —%-

Uvrstimo li to u gornje jednadzbe (17) i (18), izrazi za momente na krajevima elemenata
za na$ primjer glase (uz ¢ = ¢4 = 0):

3
mip = 2kio02 + 5 kiouss,
3
mo1 = 4kiape+ ) k12ugs3,
9
Moz = 4kozpa + 2kyzp3 — 15 kazuas,
9
mzo = 2ko3 02+ 4kozps — 15 ko3 uas,

3
may = 4dk3sp3+ 5ksauas,

)

3
Mmag = 2ksapo + ) k3augs.

Buduéi da su ukupne vrijednosti momenata na krajevima elemenata zbroj momenata
upetosti i momenata izazvanih zaokretima cvorova i elemenata,

M;; = m;; +Mi7j> (19)
Mj,i = mj,i + Mjﬂ;, (20)

preostaje nam izracunati momente upetosti. Na na$ sistem, medutim, djeluje samo sila
H = 100 kN u ¢voru 2 (slika 3. na stranici 19), pa vrijedi

My =My = Moz = Msy=Mszy = Myz =0,
tako da su konac¢ni izrazi za ukupne momente na krajevima elemenata:
Mo = mio = 2k12p2 + %k‘lz U3,
My = mo1 = 4k1 202 + %]ﬁ,z U 3,

Mg = mas = dkys o+ 2ko3 03 — 15 kastags,

)
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9
M3,2 = Mz = 2 k2,3 w2+ 4 k2,3 ¥3~ 10 k2,3 U2;3,
3
M374 = m374 =4 ]{3374 Y3 + ) ]{3374 U2,3,
3
M473 = My3 = 2 ]{3374 Y2 + ) ]{3374 U2,3.

Za proracun vrijednosti nepoznanica potrebne su nam tri jednadzbe: jednadzbe rav-
noteze momenata u ¢vorovima 2 i 3 te jednadzba teorema o virtualnim pomacima.

Jednadzba ravnoteze za cvor 2 glasi:
—Myy — Myz = 0,
za Cvor 3:
~Mszo— M3y = 0,
a teorem o virtualnim pomacima daje jednadzbu:

(Mg + M) - 91y + (Mag + Mas) - 83 + (Ms g + Myz) - 95 + 100 - ufly = 0,
gdje gornjim indeksom (1) oznac¢avamo da se govori o radu na jediniénom pomaku, uélg, =1,
i kutovima izazvanima tim jedinicnim pomakom.

Uvrstavanjem zadanih vrijednosti i sredivanjem dobivamo sustav jednadzbi:
250000 - ¢ + 62500 - 3 + 18750 - ugg = 0,
62500 - g + 281250 - 3 + 30468,8 - ug3 = 0, (21)
18750 - g + 30468,8 - 3 + 61171,9 - ug 3 = 100.

Njegova su rjesenja:

@ = —0,000 0886,
03 = —0,0001695,
ugs = 0,0017463,

pa su konacne vrijednosti momenata:

My = 76,32kNm,
Myy = 70,78 kNm,
My = —70,78 kNm,
Mz, = —75.84kNm,
Ms, = 75,84 kNm,
Mys = 89,08 kNm.
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Pripadni momentni dijagram ima sljedeé¢i oblik:

Slika 9.

U tablici 1. usporedene vrijednosti momenata dobivenih optom i inZenjerskom metodom
pomaka.

Tablica 1.

OMP [kNm] | IMP [kNm]| | e [%)]
M, 5 76,62 76,32 0,336
My 70,66 70,78 0,134
My 5 —70,66 —70,78 0,134
M 5 —75,64 —75,84 0,224
M; 4 75,64 75,84 0,224
My 3 89,31 89,08 0,258

Relativne pogreske u posljednjem stupcu izracunane su prema izrazu

‘MOMP IMP OMP IMP

M, 100 :‘ b w1100 [%).
| MOMP ] 89,31 7]
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4. Kinematicka ogranicenja

Geometrijski uvjeti koje poopcéeni pomaci, kao glavne nepoznanice u metodama po-
maka, moraju zadovoljiti, nazivaju se kinematicka ogranicenja. To mogu biti zadane kom-
ponente translacijskih pomaka ili zadani kutovi zaokreta ili pak propisani odnosi nekih
pomaka i zaokreta [4, 10].

4.1. Formalni izraz pretpostavke inzenjerske metode pomaka

Uz pretpostavku da su Stapni elementi u uzduznom smjeru apsolutno kruti (Sto je,
znamo, osnovna pretpostavka inzenjerske metode pomaka), iz osnovnog teorema kinematike
nedeformabilnog tijela, koji kaze da su projekcije vektora brzina bilo kojih dviju tocaka
nedeformabilnog tijela na os odredenu njihovom spojnicom jednake [14], prema slici 10.a.
slijedi [10]: L

dj =d. (22)

Slika 10.
Mozemo pisati
d) =djé; i d =dié,, (23)
gdje je € j jedini¢ni vektor na osi Stapa (slika 11.) koji mozemo prikazati u sljede¢em obliku:
Cig = 5 [(xj —2)T+ (yj —v:) 7] = 7 "J 7+ ;_’J J = cosa;;T+sina; ;7. (24)
1,7 2,J 2y

Iz vektorske jednakosti (22) uz izraze (23) slijedi skalarni uvjet

d) =d!. (25)
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Slika 11.

Pomake krajeva mozemo prikazati u komponentnom obliku

- -
-

di = U; +0; = u; 1+ v;J i dj = U +U; = ujT+v;7, (26)
pa su
d = 072 € = uicosa,j +visina;; 1 d‘]‘- = 07] € = ujcosqa;j+v;sina;;, (27)
tako da uvjet (25) daje jednadzbu kinematickog ogranicenja

U; COS Oy 5 + v; sin Q5 — Uj COS QY j — Vj sin Q5 = 0. (28)

4.2. Sustav jednadzbi kinematickih ogranic¢enja

U sljedeéem primjeru (slika 12.), sistem se sastoji od tri elementa, te mozemo napisati
tri jednadzbe kinematickih ogranicenja.
Ako uvedemo oznake

Tj— T Yji —Yi

Cij = COSQy; = i sij = sina;; = : (29)
lig lig
osnovni oblik jednadzbe kinematickog ogranic¢enja (28) poprima (sazetiji) oblik
Cij Uy + Sij Vi — Cij-Uj — S5 Vj = 0. (30)

Izraze (29) izracunavaju funkcije ElemCos[] i ElemSin[] koje smo uveli na stranici 12.

Jednadzbe kinematickih ogranicenja za nas primjer su:

C1,2 Uz + 812 V2 = 0,
Co3 Uy + So3Uy — Ca3Uz — Sa3v3 = 0, (31)

C4,3 U3 + 543V3 = 0.
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Slika 12.

Zapisemo li ih matri¢no,

U
C1,2 S1.2 0 0 2 0
Vg
Co3 823 —C23 —S523 Uus = (0}, (32)
0 0 34 S34 0

postaje ocitim da se radi o sustavu tri jednadzbe sa cetiri nepoznanice. Broj redaka
matrice sustava jednak je broju jednadzbi, koji je pak jednak broju Stapnih elemenata,
dok je broj stupaca jednak broju nepoznanica— ukupnom broju translacijskih pomaka
,slobodnih ¢vorova”.

Matricu iz izraza (32), koju mozemo nazvati matricom kinematickih ogranicenja, obli-
kujemo funkcijom

KinCnsMtx [ntd_Integer, tdi_List, els_List, nds_List] :=
Module [
{ cnstr, elnds, ¢, s, nil, ni2, i, j },
cnstr = Table [0., {Length [els]}, {ntd}];
Do [
elnds = ElemNds [els[[jl], nds];
c = ElemCos [elnds];
s = ElemSin [elnds];
{ ni1, ni2 } = ElemNdIds [els[[j]1]1];
i = tdil[nit, 117;
If [1 '= 0,

cnstr [[j, i1] = ¢
1;
i = tdi[[ni1, 217;
If [1 '= 0,

cnstr [[j, i11] = s
1;
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i = tdi[[ni2, 1]];
If [i !'= 0,

cnstr [[j, i11] = -c
1;
i = tdil[[ni2, 2]];
If [i !=0,
cnstr [[j, il] = -s
1,
{ j, 1, Length [els] }
1;
cnstr

]

Parametri els i nds liste su elemenata i ¢vorova konstrukcije. Prva dva parametra, ntd
i tdi, broj su i tablica indeksa translacijskih stupnjeva slobode (bez zaokreta) u jed-
nadzbama kinematickih ogranic¢enja. Tablica tdi analogna je na stranici 15 opisanoj ta-
blici di pomoc¢u koje u oblikovanju matrice krutosti sistema preslikavamo indekse lokalnih
u indekse globalnih stupnjeva slobode. Tablicu tdi iz tablice di oblikuje funkcija

TranslDsOF [di_List] :=

Module [
{ ntd, tdi, nti 7},
tdi = {};
ntd = O;
Do [

nti = {0, 0 };
If [dil[j, 11] '= 0,

++ntd; nti[[1]] = ntd
1;
If [dil[j, 211 '= 0,
++ntd; nti[[2]] = ntd

1;
AppendTo [tdi, ntil],
{ j, 1, Length [di] }
1;
{ ntd, tdi }
]

Uz tablicu tdi funkcija ,vrac¢a’ i ukupan broj translacijskih pomaka. U nasem primjeru
pozivom

{ ntd, tdi } = TranslDsOF [di]
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dobivamo
{4, {{o, o}, {1, 2}, {3, 4}, {0, 0}}}

Gauss—Jordanovim eliminacijskim postupkom [6, 12] sustav jednadzbi (32) prevodimo
u ekvivalentni sustav

[ S1,2(C23 834 — C34523) ]
1 00 —
C3.4 (01,2 523 —C23 81,2)
U9 0
01 0 C1,2 (02,3 S34 — C34 82,3) U2 | _ 0
)
3.4 (C12823 — Ca3512) u3 0
U3
53,4
0 01 —
B C3.4 .

ili, u sazetijem zapisu, u kojem je istaknuta struktura matrice sustava:

100 hial |2 0
01 0 hyy ZQ —|o (33)
00 1 hgal |, | L0

(pretpostavlja se da je ¢34 # 0). Za matricu sustava u (33) kazemo da je u Hermite-
ovom normalnom obliku ili reduciranom obliku [12], a Cesto ¢emo govoriti jednostavno
o reduciranoj matrici sustava. Prva komponenta u svakom retku takve matrice, koja je
razlicita od nule, ima vrijednost 1; tu komponentu nazivamo wuporisnom komponentom.
Stupac s uporisnom komponentom nazivamo baznim stupcem; u njemu sve komponente,
osim uporisne, imaju vrijednost 0. U naSem su primjeru prva tri stupca bazna.

Hermiteov oblik matrice izracunavamo pomocu u jezik Mathematica ,ugradene’ funkcije
RowReduce[]:

ReducedKinCnsMtx [mkc_List] := RowReduce [mkc]

Pomoc¢u Hermiteovog oblika mozemo odrediti broj neovisnih translacijskih pomaka te
ih automatski ,prepoznati’. Iz reduciranoga sustava, naime, slijedi:

Ug = —h1,4'U37
Vg = —h2,4'U37
us = *h3,4'213,

pa vidimo da su pomaci ug, v9 i u3 izrazeni pomocu vertikalnoga pomaka ¢vora 3, vsz. Taj
pomak je, prema tome, automatski ,odabran’ kao neovisni translacijski pomak. Kako su
navedenim izrazima pomaci us, vo i u3z odredeni ako je pomak wvs poznat, vs se naziva
vodecéim pomakom, a ostali su pomaci prateci.
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Napisemo li prethodno rjesenje u matri¢nom obliku,

U9 h1,4
V2 = —U3 h2,4 = —U3 h.74, (34)
Uus h3,4

mozemo zakljuciti da je broj neovisnih translacijskih pomaka jednak broju stupaca re-
ducirane matrice koji nisu bazni, da neovisni pomaci odgovaraju tim stupcima i da su
komponente tih stupaca (u naSem primjeru hy 4, ho4 i hg4) koeficijenti koji odreduju ovis-
nost prate¢ih pomaka (ug, vq, ug) 0 vodedima.

Funkcija Masters[] u reduciranoj matrici kinematickih ogranicenja (parametar rmkc)
,pronalazi’ vodec¢e pomake:

Masters [rmkc_List, tol_Real : 10.°-13] :=
Module [
{ 1ms, nr, nc, ei, i, j 1},
{ nr, nc } = Dimensions [rmkc];
Ims = {};
i=1;
Do [
If [Equal [Chop [Take [rmkc, {1, nr}, {j, j}], toll,
ColEi [nr, il
1,
If [i < nr, ++i],
lms = { 1ms, j }
1,
{j, 1, nc}
1;
Flatten [1lms]
]

Rezultat je lista indeksa vodeé¢ih pomaka (u nasem primjeru lista sadrzi samo jedan in-
deks: {4}). Drugi je parametar funkcije realna vrijednost tol. Naime, kako su komponente
stupaca reducirane matrice rezultati niza numerickih operacija sa zaokruzivanjima, ispiti-
vanje jednakosti s komponentama ,jedini¢nih stupaca’ (oblikuje ih funkcija ColEi[]) treba
provesti s odredenom tolerancijom [13] (pomocu funkcije Chop[] jezika Mathematica).

Za nastavak postupka pogodno je rjesenju (34) dodati neovisni pomak i napisati ga u
obliku

Us *h174

v2 | —ha4 .

us = —h374 [Ug] =H [’Ug] . (35)
U3 1
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Matrica H sadrzi stupce reducirane matrice koji nisu bazni, s promijenjenim predznacima
komponenata i jedinicima dodanim na mjestima koja odgovaraju vodeéim pomacima. Tu
matricu oblikuje funkcija

SolveFromRCnsMtx [rmkc_List, ms_List] :=
Module [
{ cc, om, nt, ii, jj, i, j },

nm = Length [ms];

nt = Dimensions [rmkc][[2]];
cc = Table [0.0, {nt}, {nm}];
ii = 1;

=1

Do [

If [j == ms[[ii]]
ccllj, iil] = 1.0;
If [ii < nm, ++ii]

>

Do [
ccllj, 111 = -rmkc[[ jj, ms[[i]] 11,
{41, 1, om }
1;
++3j
1,
{j, 1, nt}
1;
cC

]

Parametri su reducirana matrica i lista indeksa vodec¢ih pomaka.

Kao sto smo rekli, funkcija Masters[] odreduje vode¢e pomake na temelju strukture
reducirane matrice. No, vode¢e pomake mozemo i sami izabrati. Matricu ovisnosti pratecih
pomaka o vode¢ima (analogon matrici H) izracunava tada funkcija

SolveKinCnsEqs [eqs_List, ms_List, uu_List, tol_ : 10.7-13] :=
Module [

{ cc, nm, nu, 1s, v, vv, subs, subsl, i, j },

ls = Slaves [ms, uul;

v = Solve [egs, 1ls];

vv = uu /. v[[1]];
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nm = Length [ms];

subs = {};

Do [
subs = {subs, uwull ms[[i]] 1] -> 0.},
{i, 1, om }

1;

subs = Flatten [subs];

nu = Length [uu];
cc = Table [0.0, {nu}, {nm}];
Do [
Do [
ccllj, i1l = (wv[[jl] /.
ReplacePart [subs, uwul[ ms[[i]] 1] -> 1., i]),
{j, 1, nu}’t
1,
{4i, 1, om }
1;
Chop [cc, tol]
]

Njezina je ,jezgra’ poziv funkcije Solve[] jezika Mathematica kojoj se kao (drugi) parametar
zadaje lista nepoznanica, tako da su rjesenja izrazena kao (linearne) funkcije ostalih simbola
koji se u jednadzbama pojavljuju. Proglasimo li u nasem primjeru us vode¢im pomakom,
lista ¢e nepoznanica biti {vy, us, vs}, dok ée ug biti shvaden ,poznatim’ simbolom, tako da
¢e rjeSenje biti ~

vy = hy - uy,

uz = 713 " U,

v3 = hyg - ug,

odnosno, ,dopunimo’ li, kao i ranije, rjeSenje vode¢im pomakom i napisemo li ga u ma-
tricnom obliku:

(%) 1

v h _

uj, - Bz [us] = H [us]. (36)
U3 71,4

Prvi parametar funkcije SolveKinCnsEqgs [] je sustav jednadzbi kinematickih ogranic¢enja
egs koji treba prethodno oblikovati funkcijom

KinCnsEqs [mc_List, uu_List] :=
Thread [mc . uu == Table [0.0, {Length [mc]}]]

35



Parametri mc i uu su, redom, matrica kinematickih ogranic¢enja i lista simbola koji ¢e biti
upotrijebljeni kao nepoznanice. (Posebno uvodenje matrice ogranicenja moze se preskociti
funkcijom

KinCnsEqs [ntd_Integer, tdi_List, els_List, nds_List, uu_List] :=
KinCnsEqs [KinCnsMtx [ntd, tdi, els, nds], uul

¢iji su parametri, osim posljednjega, isti kao u funkciji KinCnsMtx[].)

Drugi je parametar funkcije SolveKinCnsEqs[] lista odabranih vode¢ih pomaka. Na
temelju te liste funkcija

Slaves [ms_List, uu_List] := Delete [uu, Partition [ms, 1]]

stvara listu prate¢ih pomaka koja je lista nepoznanica u pozivu funkcije Solve[].

Na stranici 32, uvodeéi u izrazu (33) reducirani oblik matrice sustava jednadzbi ki-
nematickih ogranicenja (32) sa stranice 30 za nosac¢ prikazan na slici 12., istaknuli smo
da pretpostavljamo da je ¢34 = cosags # 0. Ta pretpostavka znaci— geometrijski — da
element 3—4 nije vertikalan. Ako je taj element vertikalan, kao u sistemu sa slike 2. na
stranici 8, njegov se gornji ¢vor ne moze ni spustiti ni podignuti u odnosu na donji, te
vrijedi da je v3 = 0, iz ¢ega je vidljivo da vz ne moze biti vode¢i pomak. Sustav jednadzbi
kinematickih ogranicenja sada je

cig si2 0 0 2 0
1 0 -1 0 ZQ —|o]. (37)
3
0 0o 0 -1 Vs 0
Kako je, naime, element 3-4 vertikalan, s34 = sinags = —1. Kako je u naSem primjeru

jos i element 2-3 horizontalan, c3 = 1 i s93 = 0. (To $to je u zadanoj konstrukeiji 2-3
horizontalan ne utjece na strukture matrice ogranic¢enja i reducirane matrice, nego samo
na vrijednosti njihovih komponenata.)

Reducirani je sustav:

10 —1 07]|" 0

0 1 hoy O 22 ~|o]. (38)
3

00 0 1], 0

Bududi da treéi stupac matrice nije bazni (sadrzi koeficijente —1 1 hy 3), ,automatski’ oda-
brani vodec¢i pomak ovoga nosaca je us:

Uy = Us,
Vg = *h2,3'u3,
Vg = 0.

(Jasno je da i u ovom primjeru mozemo sami za vode¢i pomak odabrati us.)
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4.3. Kinematicka kondenzacija

U primjeru prikazanom na slici 12. zakljuécili smo da duljina vodetega pomaka wvs
odreduje duljine prate¢ih pomaka wus, vy i ug ili da duljina odabranoga vodeéeg pomaka us
odreduje duljine prate¢ih pomaka vy, ug i v3. Isto tako, u primjeru sa slike 2. duljina
vodecega pomaka uz odreduje prate¢e pomake us i vo. Uz poznate duljine vodeéih po-
maka mozemo pomocu izraza (35) i (36) ili analognih izraza odrediti i prate¢e pomake,
tako da se u sustavu jednadzbi ravnoteze ¢vorova kao nepoznanice smiju pojaviti samo
duljine vodecih (translacijskih) pomaka i kutovi zaokreta ¢vorova [2, 7|. Zaokreti ¢vorova
su neovisni, te se svrstavaju u vodece pomake.

Dakle, kinematicku kondenzaciju mozemo definirati kao postupak ,uklanjanja’ vrijed-
nosti komponenata pomaka iz jednadzbi ravnoteze primjenom kinematickih ogranicenja [2,
7]. Time ujedno smanjujemo broj jednadzbi u sustavu.

Za primjer sa slike 12. vektor je svih nepoznatih poopc¢enih pomaka
T
u= [u2 V2 P2 U3 Us 803] ) (39)

dok je vektor vode¢ih pomaka .
u’ = [@2 U3 903] . (40)

Vezu izmedu vektora (39) i (40) mozemo prikazati matricno:

_UQ_ _0 *h174 O_
Vg 0 —hes O
0 10 o™
Us - 0 *h374 0 Y (41>
vs 0 1 of""
| P3| [0 0 1]
ili, sazeto:
u=Cu" (42)

Matricu C dobivamo pomocu funkcije

KinCondenMtx2 [nd_Integer, ntd_Integer,
di_List, tdi_List, ms_List, h_List] :=
Module [
{ mc, 41, d2, d3, tdl, td2, nm, nmr, m, lm, 1t, Ilmc, i, j I},
nm = Length [ms];
nmr = NumRotDsOF [di];
mc = Table [0.0, {nd}, {nm + nmr}];
1m = Sort [ms];
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1t = {};

lmc = {};
i=1;
nmr = 0;
Do [

{d1, d2, d3 } = dil[jl];
{ td1, td2 } = tdil[[j1];
If [i <= nm,

m = 1m[[i]]
1;
If [dl '= 0,
1t = { 1t, d1 };
If [tdl == m,
lmc = { lmc, ++nmr 7};
If [++i <= nm,
m = Im[[i]]
]
]
1;
If [d2 !'= 0,
1t = { 1t, d2 };
If [td2 == m,
lmc = { lmc, ++nmr 7};
If [++i <= nm,
m = Im[[i]]
]
]
1;
If [d3 !'= 0,
mc[[d3, ++nmr]] = 1.0
1,

{ j, 1, Length [di] }
1;
1t = Flatten [1t];
lmc = Flatten [lmc];
Do [
Do [
mc[[ 1t[[j]], Imc[[i]] 1] = h[[j, i1,
{ i, 1, Length [lmc] }
1,
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{ j, 1, Length [1t] }
1;
mc

]

Parametri funkcije su ukupan broj stupnjeva slobode nd, broj translacijskih stupnjeva
slobode ntd, tablica indeksa svih stupnjeva slobode di, tablica indeksa translacijskih stup-
njeva slobode tdi, lista vode¢ih pomaka ms i matrica h dobivena funkcijama SolveFrom-
RCnsMatrix[] ili SolveKinCnsEqgs[].

Funkcija KinCondenMtx2[] ,prosiruje’ matricu H tako da i zaokreti ¢vorova budu
uvazeni. Broj redaka matrice C jednak je broju svih nepoznatih pomaka nd, a broj je
njezinih stupaca jednak zbroju broja vodecih translacijskih pomaka i broja zaokreta ¢vo-
rova: nm + nmr. lako funkcija to ne radi, vezu matrice C i matrice H jasnije ¢emo vidjeti
pomaknemo li u vektoru nepoznatih pomaka ug na vrh vodeée pomake (ukljucujuéi za-
okrete) i promijenimo li na odgovarajuéi nac¢in redoslijed redaka matrice C; izraz (41) time

prelazi u ) )
[y ] 1 0 0
V3 0 1 0
P2
0 0 1
R vs | (43)
U9 0 *h174 0
V2 0 *h274 0 78
| U3 | | 0 —h374 0 ]
odnosno,
u’ Isxs v
MRS @

vV—p

gdje podmatrica CP) sadrzi one stupce reducirane matrice ograni¢enja koji nisu bazni
i nul-stupce. Funkcija KinCondenMtx2[] razmjerno je slozena zato sto se poredak kom-
ponenata vektora svih nepoznatih pomaka ne smije promijeniti, jer odgovora redoslijedu
stupaca matrice krutosti konstrukcije (drugim rije¢ima, kad bismo promijenili redoslijed

nepoznanica, morali bismo permutirati i stupce matrice sustava jednadzbi ravnoteze).

Sve u prethodnom i ovom odjeljku opisane korake potrebne za oblikovanje matrice C
obavljaju dvije inac¢ice funkcije KinCondenMtx []:

KinCondenMtx [nd_Integer, di_List, els_List, nds_List,
tol_Real : 10.7-13] :=
Module [
{ ntd, tdi, cc, 1lms, hh },
{ ntd, tdi } = TranslDsOF [di];
cc = KinCnsMtx [ntd, tdi, els, nds];
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cc = ReducedKinCnsMtx [cc];
lms = Masters [cc, tol];
hh = SolveFromRCnsMtx [cc, 1ms];
KinCondenMtx2 [nd, ntd, di, tdi, 1lms, hh]
]
KinCondenMtx [nd_Integer, di_List, ms_List, els_List, nds_List,
tol_Real : 10.°-13] :=
Module [
{ ntd, tdi, eqgs, hh, unknown, uu },
{ ntd, tdi } = TranslDsOF [di];
uu = Unknowns [ntd, unknown];
eqs = KinCnsEqgs [ntd, tdi, els, nds, uul;
hh = SolveKinCnsEqgs [eqs, ms, uu, toll;
KinCondenMtx2 [nd, ntd, di, tdi, ms, hh]
]

Prva inacica, ¢iji su parametri broj stupnjeva slobode, tablica njihovih indeksa te liste ele-
menata i ¢vorova, ,automatski’ odreduje vodec¢e pomake reducirajuc¢i matricu kinematickih
ogranicenja. Dodatni je parametar druge inacice lista vode¢ih pomaka ms; tu ¢emo inacicu,
prema tome, upotrijebiti zelimo li vodece pomake sami zadati.

Nepoznate pomake ¢vorova izracunavamo rjesavanjem sustava jednadzbi ravnoteze ¢vo-
rova (11) na stranici 17. UvrStavanjem izraza (42) u sustav (11) dobivamo:

KCu' = q. (45)

Ako vektor u¥ sadrzi m" vode¢ih komponenata pomaka (ukljucujuéi zaokrete cvorova),
matrica C je tipa m x mY, pa ¢e tipa m x m" biti i matrica K C. Kako je m¥ < m,
sustav (45) sadrzi vise jednadzbi nego sto je potrebno za nalazenje vrijednosti nepoznanica.
(Za okvire sa slika 2.1 12. su m =6 i m¥ =3, pasu K tipa 6 x 6, C tipa 6 x 3 1 KC
tipa 6 x 3; sustav, prema tome, sadrzi 6 jednadzbi sa 3 nepoznanice.) Sustav koji ima vise
jednadzbi negoli nepoznanica u op¢em je slucaju nerjesiv.

Broj jednadzbi sustava mozemo smanjiti tako da izraz (45) pomnozimo slijeva matricom
CT, te tako dobivamo:

C'"KCu' = C'q. (46)

Matrica CT tipa je m¥ xm, pa ¢e matrica CT K C biti tipa m" xm", a vektor CT q imat
¢e m" komponenata, tako da ¢e sustav (46) sadrzavati m" jednadzbi sa m" nepoznanica.
(U nagim je primjerima matrica CT tipa 3 x 6, pa je matrica CT K C tipa 3 x 3, odnosno,
sustav ima 3 jednadzbi.)

Kondenziranu matricu krutosti konstrukcije CT K C izracunava funkcija

CondenStructK [sk_, cc_] := Transpose [cc] . sk . cc
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a kondenzirani vektor sila C" q funkcija

CondenStructF [sf_, cc_] := Transpose [cc] . sf

Prvom inacicom funkcije KinCondenMtx[], koja ,pronalazi’ vodeée pomake, za kons-
trukciju sa slike 2. dobivamo matricu

0 1 0
0 0,75 0
1 0
C=1g 1 ol
0 0 0
0 0 1]

pa je kondenzirana matrica krutosti konstrukcije

250000 18750 62500
CTKC = | 18750 61171,9 30468,7
62500 30468,7 281250

Njezine su komponente jednake koeficijentima uz nepoznanice u sustavu jednadzbi inzenjer-
ske metode pomake (21) na stranici 26. Kondenzirani je vektor sila

CTq = [0 100 0]".
Rjesenje je kondenziranoga sustava
u’ = [ —0,0000886 0,00174632 —0,000 169 496 ]T.

Dobivene se vrijednosti osim po broju znacajnih znamenaka ne razlikuju od vrijednosti
dobivenih na stranici 26 inzenjerskom metodom pomaka.

Za izracunavanje sila na krajevima elemenata funkcijom trebaju nam vrijednosti svih
pomaka; mozemo ih izracunati prema izrazu (42). Nastavak je isti kao u opéoj metodi
pomaka: funkcijom ListEDisplsLoc[] izracunavamo komponente pomaka u lokalnim ko-
ordinatnim sustavima pojedinih elemenata, a potom funkcijom ListEndForces[] i ukupne
sile na krajevima elemenata. Vektori sila na krajevima za nas su primjer:

[ N1 ] [ 0 i [ Naj3 | [ 0 i [ N34 | [ 0 |
T 204210 T, 99,3247 Ty 41,2303
M| | 763212 Mys| |-70,7837 Ms,| | 758397
Noy | 0 ’ Nso | 0 7 Nys | 0
Ty, 9294211 Ty 29,3247 T 41,2303

| M, | | 70,7837 | | M3 | | —75,8397 | | My 3 | | 89,0815 |
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Vrijednosti momenata se, naravno, ne razlikuju od vrijednosti koje smo izracunali inzenjer-
skom metodom pomaka. Dobivene uzduzne sile jednake su nuli, sto je u skladu s osnovnom
pretpostavkom inzenjerske metode pomaka i s uvedenim kinematickim ogranicenjima: iz
d)' = djH slijedi w; ; = u;;, pasu

E. A, E. A,
E. A, E. A,
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5. Primjer

Primjenu programa ¢emo pokazati na sljede¢em, nesto slozenijem sistemu:

My
s \ P x\
| @ g
11 ;_,_i h i
H g} r,—f*‘i - \\ i
7 \\
// N\
r" \
b -
/ R
i i3
| 2| 5 | 3 |
| | | |
Slika 13.

Na promatrani sistem djeluju koncentrirane sile H u ¢vorovima 3 i 5, H = 100 kN,
te sile P = 50 kN na elementima 3-4 (u tre¢inskim tockama) i 5-6 (u polovini raspona).
Modul elasti¢nosti sistema iznosi E = 3 - 107 kN/m?, a dimenzije poprecnih presjeka su
b/h = 50/50 |cm].
nds = {{0.,0.}, {10.,1.}, {2.,4.}, {7.,5.}, {2.,8.}, {7.,8.}}

Opis odabranog sistema zapoc¢injemo unosom koordinata ¢vorova u obliku liste dvocla-
nih listi. Pritom ishodiste koordinatnog sustava postavljamo u ¢vor 1.

els = {{{1,3},1}, {{3,4},1}, {{4,2},1}, {{3,5},1}, {{5,6},1}, {{6,4},1}}

Elemente sistema upisujemo u listu navodenjem indeksa pocetnog i krajnjeg ¢vora (u
listi évorova) i indeksa karakteristika elementa (u listi karakteristika).

chrs = {{3 10°7, 0.572, 0.574/12}}

Lista chrs sadrzi karakteristike elemenata: modul elasti¢nosti (E = 3 - 107 kN/m?),
povrsinu popre¢nog presjeka (A = 0,52 m?) i moment tromosti (I = 0,5%/12 m?).
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{{1, {0, 0, 0}}, {2, {0, O, O}}}

cnsts

Listom cnsts definiramo lezajeve sistema, tj. indekse ¢vorova u kojima su lezajevi, te
stupnjeve slobode tih ¢vorova. U nasem primjeru lezajevi se nalaze u ¢vorovima 11 2,
a radi se o upetim lezajevima—svi su pomaci ¢vora sprijeceni: {0, 0, 0}.

{nd, di} = TblNodeDsOF [Length [nds], cnsts]

Funkcija Tb1NodeDsOF []1 vraca broj stupnjeva slobode (nd) i tablicu indeksa stupnjeva
slobode (di):

{12,{{0,0,0},{0,0,0},{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{10,11,12}}}

Argumenti funkcije su broj ¢vorova, dobiven kao broj elemenata liste nds (Length
[nds]) i lista lezajeva cnsts.

1kl = ListKLoc [els, nds, chrs]

Parametri funkcije ListKLoc[] su lista elemenata els, lista ¢vorova nds i lista karak-
teristika elemenata chrs. Lista 1k1, kojoj je pridruzen rezultat poziva funkcije, sadrzi
matrice krutosti elemenata izrazene u lokalnim koordinatnim sistemima u redoslijedu
u kojem su odgovarajuci elementi navedeni u listi els:

[ 1,67705 - 105 0 0 —1,67705 - 10° 0 0
0 20963,1 46875 0 —20963,1 46875
0 46875 139754 0 —46875 69877,1
—1,67705 - 10° 0 0 1,67705 - 106 0 0
0 20963,1 —46875 0 20963,1 —46875
| 0 46875 698771 0 —46875 139754 |
[ 1,47087-10° 0 0 —147087-10° 0 0
0 14143  36057,7 0 —14143  36057,7
0 36057,7 122573 0 —36057,7 61286,3
—1,47087 - 10° 0 0 1,470 87 - 10° 0 0
0 —14143 —-36057,7 0 14143  —36057,7
| 0 36 057,7 61286,3 0 =36057,7 122573 |
[ 1,5-10° 0 0 —1,5- 106 0 0 ]
0 15000 37500 0 —15000 37500
0 37500 125000 0 —37500 62500
—1,5- 106 0 0 1,5-10° 0 0
0 —15000 —37500 0 15000 —37500
0 37500 62500 0 —37500 125000 |
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1,875 10° 0 0 —1,875 - 108 0 0 1
0 29296,9  58593,8 0 —29296,9 58593,8
0 58593,8 156250 0 —58593,8 78125
—1,875 - 108 0 0 1,875 - 106 0 0 ’
0 —29296,9 —58593.8 0 29296,9 —58593.8
0 28593,8 78125 0 —58593,8 156250 |
[ 1,5-10° 0 0 —1,5-10° 0 0 ]
0 15000 37500 0 —15000 37500
0 37500 125000 0 —37500 62500
—~1,5- 106 0 0 1,5-10° 0 0 ’
0 —15000 —37500 0 15000 —37500
i 0 37500 62500 0 —37500 125000 |
[ 2,5-10° 0 0 —2,5-10° 0 0 ]
0 694444 104167 0 —69444,4 104167
0 104167 208333 0 —104167 104167
—2,5-10° 0 0 2,5-10° 0 0
0 —69444,4 —104167 0 69444,4 —104167
| 0 104167 104167 0 —104167 208333 |

lr = ListTG2L [els, nds]

Komponente liste 1r matrice su transformacija iz globalnoga u lokalne koordinatne
sustave pojedinih elemenata:

[ 0447214 0,894427 0 0 0 0
-0,894427 0447214 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0447214 0894427 0|’
0 0 0 —0,894427 0447214 0
0 0 0 0 0 1
T 0,980581  0,196116 0 0 0 0]
—0,196116 0,980581 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0980581 0,196116 0|’
0 0 0 0196116 0,980581 0
0 0 0 0 0 1




06 —08 0 0 0 0
08 06 0 0 0 0
0O 0 1 0 0 0
0 0 006 —08 0|’
0O 0 008 06 0
0 0 0 0 1]
0 10 0 0 0]
~100 0 00
001 0 00
000 0 10|
0 00 100
0 00 0 0 1]
1000 0 0]
010000
001000
00010 0|
0000T10
00000 1)

0 -1 00 0 0]

1 0 00 0 0
00 10 0 0
00 00 10
00 01 0 0
0 0 00 0 1]

K = StructK [nd, di, els, 1k1l, 1r]

Funkcija StructK[] izracunava matricu krutosti sistema. Njezini su parametri broj
stupnjeva slobode nd, tablica indeksa stupnjeva slobode di, lista elemenata els, lista
lokalnih matrica krutosti 1k1 i lista matrica transformacija 1r.

Kako je u naSem primjeru broj stupnjeva slobode 12, matrica krutosti sistema bit ¢e
tipa 12 x 12. Zbog njezine smo je velic¢ine izdvojili na sliku 14. na sljedecoj stranici i
Jazlomili’.
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1,79632 - 10° 942575 —23739  —1,41484-105  —280140 —7071,5

942575 3,291 -10%  14394,3 —280140 —70171 35357,5
—23739 14394,3 418577 7071,5 —35357.,5 61286,3
—1,41484 - 10¢  —280140 7071,5 2,03389 - 10° —432660  —67095,2
—280140 —70171 —35357,5 —432660 3,53557 - 106 —12857,5
—7071,5 35357,5 61286,3 —67095,2 —12857,5 455906
—29296,9 0 58593,8 0 0 0
0 —1,875-10° 0 0 0 0
—58593,8 0 78125 0 0 0
0 0 0 —69444,4 0 104167
0 0 0 0 —2,5-10° 0
0 0 0 —104167 0 104167
—29296,9 0 —58593,8 0 0 0
0 —1,875 - 10° 0 0 0 0
58593,8 0 78125 0 0 0
0 0 0 —69444 .4 0 —104167
0 0 0 0 —2,5-10° 0
0 0 0 104167 0 104167
1,5293 - 10° 0 58593,8 —1,5- 106 0 0
0 1,89 - 10° 37500 0 —15000 37500
58593,8 37500 281250 0 —37500 62500
—1,5- 106 0 0 1,56944 - 109 0 104167
0 —15000 —37500 0 2,515- 105  —37500
0 37500 62500 104167 —37500 333333
Slika 14.

11d = {{5, ConcFL, {0,-50,0,0.5}}, {2, ConcFL, {0,-50,0,0.333}},

{2, ConcFL, {0,-50,0,0.667}}}

Djelovanja na elemente sistema zadajemo u listi 11d. Komponente te liste su liste
naziv funkcije koja izracunava sile i momente upetosti, a treci je clan lista vrijednosti
komponenata sila u lokalnom koordinatnom sustavu elementa (F, = —50kN) i relativni
polozaj hvatista (sila P koja djeluje na element 5, nalazi se u polovistu elementa, te
njezin relativni polozaj iskazujemo omjerom a/l = 0.5).
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lef = ListFxEndFsLoc [11d, els, nds]

Funkcija ListFxEndFsLoc [] sastavlja listu vektora sila upetosti, koja se upisuje u lef:

[0 25 31,25 0 25 —31,25]"

[0 37,0593 37,7705 0 12,9407 —18,8569]
[0 12,9407 188569 0 37,0593 —37,7705]

Sile upetosti su izrazene u lokalnim koordinatnim sustavima elemenata.

1nld = {{3, {100., 0., 0.}}, {5,{100.,0.,0.}}}

Koncentrirane sile i momente koji djeluju u ¢vorovima zadajemo u listi 1nld navodedi
indeks ¢vora i vrijednosti komponenata sile u globalnom koordinatnom sustavu.

q = StructF [nd, di, 1nld, lef, 1r]

Funkcija StructF[] izracunava sila koje djeluju na ¢vorove pribrajajuci sile upetosti
prikljucenih elemenata, transformiranih u globalni koordinatni sustav, silama nepo-
sredno zadanim u ¢vorovima. Parametri su broj stupnjeva slobode nd, tablica indeksa
stupnjeva slobode di, lista sila zadanih u ¢vorovima 1nld, lista vektora sila upetosti
lef i lista matrica transformacija 1r.

tablicom di:

[109,806 —49,029 56,6274 9,80581

u = LinearSolve [K, q]

Pomake u, izrazene u globalnom koordinatnom sustavu, dobivamo kao rjesenje jed-

nadzbe Ku = q:

| —0,000047 9765

0,002794 75
—0,00137383
—0,000 380 081

0,002189 33

0,00145571
—0,000 142 242

0,003 73965
—0,001 367 45

0,000 181 39

0,003 683 68

0,001 43092
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~49,029 56,6274
100 —25 —31,25 0 —25 31,25]"



lul = ListEDisplsLoc [u, di, els, 1r]

Da bismo izracunali sile na krajevima elemenata i u potpunosti rijesili zadani sistem,
potrebno je dobivene pomake prebaciti iz globalnog koordinatnog sustava u lokalni, te
ih jprikazati’ po elementima:

0 [ 0,00247105 | " 0,000 149036 |
0 —0,001 895 25 0,002 624 89
0 0,000 380 081 0,000 142242
0,000 021 058 8 0,002432 31 0
—0,0031141 0,000 998 074 0
| —0,000380081 | —0,000142242 ] 0 |
[ —0,00137383 ©0,00373965 [ —0,00143092
—0,002 79475 —0,001 367 45 0,003 683 68
—0,000 330 081 0,000 181 39 —0,000 047 9765
—0,001 367 45 0,003 683 68 —0,001455 71
—0,003 73965 0,001 430 92 0,002 189 33
| 0,00018139 | | —0,0000479765 | 0,000142242 |

Dakle
[0 0 0 0,0000210588 —0,0031141 —0,000380081]T

znaci da su na prvom elementu, u ¢voru 1, translacijski pomaci i kut zaokreta jednaki
nuli, a u ¢voru 3 postoje uz = 0,000 021058 8, v3 = —0,003 114 1 te ¢3 = —0,000 380 081.
Potrebni parametri su pomaci u globalnom koordinatnom sustavu u, tablica indeksa
stupnjeva slobode di, lista elemenata els i lista matrica transformacija 1r.

lefs = ListEndForces [1kl, 1lul, lef]

Funkcija ListEndForces[] izra¢unava sile i momente na krajevima elemenata za ranije
dobivene parametre 1k1 (lista matrica krutosti u lokalnom koordinatnom sustavu),
1ul (lista vektora pomaka krajeva elemenata) i lef (lista sila upetosti na krajevima
elemenata):

[ —35,3166 47,465 119,414 353166 —47465 92:8555]"
(56,9862 —9,75401 —103,004 —56,9862 109,754 —201,683 |
[223,554 34,0393 80,6532 —223554 —34,0393 89,5433

[ 11,9725 16,0405 10,1486 11,9725 —16,0405 54,0135]"
(83,9595 —11,9725 —54,0135 —83,9595 61,9725 —130,849 "
I

61,9725 83,9595 130,849 —61,9725 —83,9595 121,03]T
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Pripadni momentni dijagram mozemo vidjeti na slici 15.

130.849

54.0135 ,ﬁ]ﬂTm/HmH 130.849
54,0135 %MMMLU‘UM—W =i
5 y1d
?

10,1486

Slika 15.

Sistem je rijeSen opéom metodom pomaka, dok ¢emo u nastavku rjesenje dobiti uz
kinematicka ogranic¢enja i to tako da dopustimo da program sam ,izabere’ vodec¢e pomake
sistema.

{ntd, tdi} = TranslDsOF [di]

Funkcija Trans1DsOF [] za parametar di (tablica indeksa stupnjeva slobode) vraca broj
translacijskih stupnjeva slobode (ntd) i tablicu indeksa translacijskih stupnjeva slobode
tdi:

{8,{{0,0},{0,0},{1,2},{3,4},{5,6},{7,8}}}

¢ = KinCnsMtx [ntd, tdi, els, nds]

Matrica c
[ —0,447214 —0,894427 0 0 0O 0 0 0]
0,980581  0,196116 —0,980581 —0,196116 0 O 0 O
0 0 0,6 -0,8 0O 0 0 0
0 1 0 0 0O -1 0 0
0 0 0 0 1 0 -1 0
| 0 0 0 1 0O 0 0 -1
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koju smo dobili pomoc¢u funkcije KinCnsMtx[] je matrica sustava jednadzbi kine-
matickih ogranicenja

s —s3 00 0 0 0 0
c3q  S3a —c3q —S3q O 0 0 0
0 0 C2.4 52,4 0 0 0 0
€35 S35 0 0  —c35 —s35 O 0
0 0 0 0 Cs6  Ss6 —C56 —Ss6
[ 0 0 s s16 0 0 ca6  —Sa6 |

Mozemo vidjeti da se radi o sustavu Sest jednadzbi s osam nepoznanica.

rc = ReducedKinCnsMtx [c]

Matrica rc predstavlja reduciranu matricu sustava, tj. Hermiteov oblik matrice:

100000 O —1,7037 ]
010000 O 0851852
001000 0 -1,33333
0001O0O0 O -1,
000010 —1 0
000001 0 0,851852)]

lm = Masters [rc]

Pomoc¢u funkcije Masters[] program sam odreduje vodete pomake 1m iz reducirane
matrice sustava rc. Funkcija nam vraca indekse vode¢ih pomaka, te se u nasem primjeru
radi o horizontalnom i vertikalnom pomaku ¢vora 6 ({ug, v} = {7,8}). Iz reducirane
matrice, naime, prema izrazu (35) slijedi:

ug = 1,703 7 - vg,

vy = —0,851852 - vg,
uy = 1,333 33 - vg,
Vg = Vg,

Us = Us,

vy = —0,851 852 - vg.
hh = SolveFromRCnsMtx [rc, 1m]

hh je matrica H iz izraza (35). Ona sadrzi stupce matrice rc koji nisu bazni s jedinicama
dodanim na mjestima koja odgovaraju vode¢im pomacima. Iz matrice rc mozemo
ocitati da se radi o sedmom i osmom stupcu:

51



1,703 7
—0,851 852
1,333 33
1
0
—0,851 852
0
1

O = O = O O O O

cc = KinCondenMtx2 [nd, ntd, di, tdi, 1m, hh]

Matricu cc, odnosno C iz izraza (42), izracunava funkcija KinCondenMtx2[] koja za
prethodno odredene parametre ,prosiruje’ matricu hh. Time su u matrici cc ukljuceni
i kutovi zaokreta svih ¢vorova sistema:

0000 17037 O
00 00 —0,851852 0
1000 0 0
0000 133333 O
0000 1 0
0100 0 0
0001 0 0’
00 00 —0851852 0
0010 0 0
0001 0 0
0000 1 0
0000 0 1

CK = Transposelcc] . K . cc

Matrica CK je kondenzirana matrica krutosti sistema,
kondenzirani sustav ima 6 jednadzbi:

iz izraza (46). CK je tipa 6, tj.

C 418577
61286,3
78125
58 5938

786348
0

61286,3
455906
0
104 167
144485
104 167

78125
0
281250
58 593,8
—169271
62 500

58 593,8
104167
58 593,8
98 741,3
142506
104167

52

—78634,8
—144 485
—169271
—142506
428102
~208333

0
104167
62 500.
104167
—208333
333333 |




Cq = Transposelcc] . q

Cq je kondenzirani vektor sila, odnosno desna strana izraza (46):
[ — 56,6274 56,6274 —31,25 100 189,184 31,25]T.

Cu = LinearSolve [CK, Cql

Rjesenje kondenziranoga sustava dobivamo funkcijom LinearSolve[]. Vrijednosti
oznacavaju redom s, @4, @5, Ug, Vg, Pe:

[—0,000353791 -0,000 13209 0,000206297 0,00355098 0,001 584 87 —0,0000227914]T.

uu = cc . Cu

Da bismo mogli izracunati sile na krajevima elemenata, potrebne su nam vrijednosti
svih pomaka uu. Njih dobivamo mnozenjem vektora Cu matricom cc:

0,002700 15
—0,001 35007
—0,000 353 791

0,002113 16

0,001 584 87
—0,00013209

0,003 550 98
—0,001 35007
0,000 206 297
0,003 550 98
0,001 584 87

—0,000022 791 4

luul = ListEDisplsLoc [uu, di, els, 1lr]
Nastavak proracuna isti je kao u opc¢oj metodi bez kinematicke kondenzacije. Pomaci
uu izrazeni su u globalnom koordinatnom sustavu, te ih funkcijom ListEDisplsLoc[]

,Jprebacujemo’ u lokalni koordinatni sustav. (Rezultat ne¢emo prikazivati.)

lefs2 = ListEndForces [1kl, luul, lef]

Funkcija ListEndForces[] izracunava sile i momente na krajevima elemenata:
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| —3,63652- 107" 46,7008 116,787 3,63652-107'° —46,7008 92,0652]T,

| —4,54747-107"  —9,85063 —102,756 4,54747-10"* 109,851 —202,424]T,
[0 34,6684 82,5431 0 —34,6684 90,7987]",

|0 16,2846 10,6908 0 16,2846 54,4477]T,

[0 —12,1427 —544477 0 62,1427 —131,266]

[0 83,7154 131,266 0 —83,7154 119,88]".

Moze se dogoditi da zbog pogresaka zaokruzivanja vrijednosti uzduznih sila u nekim
elementima nisu jednake nuli—u nasem primjeru uzduzne sile u prva dva elementa
imaju vrlo male vrijednosti, ~ 4 - 1073, Dosljednosti radi, funkcijom Chop[] jezika
Mathematica mozemo sve vrijednosti manje od odabrane tolerancije ,srezati’ na nulu:

lefs2 = Chop [lefs2, 10.7-12]
pa prva dva vektora sila upetosti postaju:
|0 46,7008 116,787 0 —46,7008 92,0652]T,
[0 —9,85063 —102,756 0 109,851 —202,424]T.

Dijagram momenata savijanja uz uvazavanje kinematickih ogranicenja prikazan je na
slici 16.

131.266

54.4477 ,ﬁmmmmﬂ 131.266

54.4477 %ﬂjﬂﬂﬂlmﬂi—w ——
! i
?’

202.424, |
i =4

10.6908

Slika 16.
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U jruénom’ proracunu inzenjerskom metodom vjerojatno ne bismo kao neovisne tran-
slacijske pomake odabrali oba pomaka ¢vora 6—moze se re¢i da ,automatski’ izbor na
temelju Hermiteova normalnog oblika matrice kinematickih ogranicenja nije nimalo intu-
itivan (iako je, naravno, s formalnoga stanovista korektan). Prirodnije je zadati takozvane
,pomake etaza” —u nasem primjeru horizontalne pomake ¢vorova 4 i 6 (ili ¢vorova 31 5).

PrintTranslDs0F [tdi]

Ako vodece pomake zelimo izabrati sami, nakon poziva funkcije Trans1DsOF [] mozemo
funkcijom PrintTransl1DsOF[] pregledno ispisati translacijske pomake:

{3, u}
{3, v}
{4,u}
{4, v}
{5, u}
{5, v}
{6, u}
{6, v}

U dobivenoj tablici vidimo da su uy4 (tj. {4,u}) i ug (tj. {6,u}) pomaci s indeksima 31 7.

CO 1 O Ui W N

Im = {3, 7}
Odabrane ¢emo pomake zadati u listi vode¢ih pomaka 1m.

uu = Unknowns [ntd, x]

Funkcijom Unknowns[] stvaramo listu naziva nepoznanica koja nam je potrebna za
funkcije KinCnsEqs[] i SolveKinCnsEqgs[]. Dobiveni nazivi su x[1] do x[8].

eqs = KinCnsEqs [ntd, tdi, els, nds, uul]

eqgs je sustav jednadzbi kinematickih ogranicenja (umjesto x[1] pisat ¢emo, pregled-
nosti radi, x;):

—0,447214 - 21 — 0,894 427 - x5 = 0,

0,980581 - x; + 0,196 116 - z2 — 0,980581 - x3 — 0,196 116 - 24 = 0,
06 -23—08-24 = 0,

To —xg = 0,

rs —x7 = 0,

xy —axg = 0.
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hh = SolveKinCnsEqs [eqs, 1lm, uu]

Matricu H iz izraza (35) sada oblikujemo rjesavajuci sustav jednadzbi ogranic¢enja za
nepoznanice koje nisu u listi vode¢ih pomaka 1m:

[ 127778 0
—0,638889 0
1 0

0,75 0

0 1
—0,638889 0
0 1

0,75 0

cc = KinCondenMtx2 [nd, ntd, di, tdi, 1m, hh]

Nastavak je isti kao ranije, za ,automatski’ odabir vodec¢ih pomaka. Prvo oblikujemo
matricu C iz izraza (42):

0 127778 0 0 0 0
0 —0,638889 0 0 0 0
1 0 0000
0 1 0000
0 075 0000
0 0 1000
0 0 0010
0 —0,638889 0 0 0 0
0 0 0100
0 0 0010
0 075 0000

0 0 000 1]

a potom i kondenziranu matricu krutosti sistema:

CK = Transposel[cc] . K . cc

[ 418577  -58976,1 61286,3 78125 585938 0.
—-58976,1 240807 —108364 —126953 —106879 —156250

61286,3 —108364 455906 0 104167 104167

78125  —126953 0 281250 58593 62500

58593,8 —106879 104167 58593,8 98741,3 104167
0. —156250 104167 62 500 104167 333333 |
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te kondenzirani vektor sila u ¢vorovima:
Cq = Transposelcc] . q
| — 56,6274 141,888 56,6274 31,25 100 31,25]T

Cu = LinearSolve [CK, Cql
Rjesenje kondenziranog sustava sadrzi, redom, @3, s, ©4, ©5, Us 1 Q-

[—0,000 353791 0,00211316 —0,00013209 0,000206297 0,003 55098 —0,000 022 7914]T.

uu = cc . Cu
luul = ListEDisplsLoc [uu, di, els, 1r]
lefs2 = Chop [ListEndForces [1kl, luul, lef], 10.7-12]

Dobivene vrijednosti pomaka i sila na krajevima elemenata jednake su vrijednostima
dobivenim pri ,automatskom’ odabiru vode¢ih pomaka.

Zanima li nas samo matrica C, a ne i matrica kinematickih ogranic¢enja, njezin reduci-
rani oblik, odabrani vodeé¢i pomaci i matrica H, funkcijom KinCondenMtx [] mozemo ,za-
mijeniti’ funkcije KinCnsMtx [], ReducedKinCnsMtx[], Masters[], SolveFromRCnsMtx[]
i KinCondenMtx2[]:

cc = KinCondenMtx [nd, di,els, nds]

Ako sami odabiremo vodeée pomake, druga inacica funkcije KinCondenMtx[], s listom
vode¢ih pomaka kao dodatnim parametrom, ,zamjenjuje’ funkcije Unknowns [], KinCnsEqs[],
SolveKinCnsEqs[] i KinCondenMtx2[]:

cc = KinCondenMtx [nd, di,lm, els, nds]
Daljnji je postupak rjesavanja sistema kao i ranije:
CK = Transpose[cc] . K . cc

Cq = Transposelcc] . q
Cu = LinearSolve [CK, Cql

i tako dalje.

Vrijednosti momenata na krajevima elemenata dobivenih opéom metodom pomaka i uz
uvazavanje kinematickih ogranic¢enja usporedili smo u tablici 2. na sljedecoj stranici.

Relativne pogreske € izracunali smo prema izrazu

[ MOMP _ pfKO | MOMP _ pfKO
== Z’]

51100 [%] = 51100 [%).

c 130,849

max

‘ M OMP
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Tablica 2.

OMP [kNm] | IMP [kNm]| | ¢ [%)]
M, 5 119,414 116,787 | 2,008
M 92,8555 92,0652 0,604
M, | —103,004 —102,756 | 0,190
M,s | —201,683 —202,424 | 0,566
My o 80,6532 82,5431 1,444
My 4 89,5433 90,7987 | 0,959
M; 5 10,1486 10,6908 0,414
Ms 5 54,0135 54,4477 | 0,332
Mse | —54,0135 —54,4477 | 0,332
Mss | —130,849 —131,266 | 0,319
M 4 130,849 131,266 0,319
My 121,030 119,880 0,879
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6. Zakljucak

Za rjesavanje gradevinskih konstrukcija najcesée upotrebljavamo metodu konaénih ele-
menata koja nam za veéinu sistema daje zadovoljavajuce rezultate. Medutim, kod vrlo
velikih konstrukcijskih sistema s porastom broja jednadzbi potrebnih za proracun rastu i
greske u rezultatima [5].

Kinematicka ogranicenja su geometrijski uvjeti koje poopéeni pomaci ¢vorova, kao
glavne nepoznanice u metodi konacnih elemenata utemeljenoj na op¢oj metodi pomaka,
moraju zadovoljiti. Uvazavanjem kinematickih ogranicenja koja opisuju apsolutno krute
veze primjenom kinematicke kondenzacije moze se osjetno smanjiti broj nepoznanica, a
time i veli¢ina sustava jednadzbi, $to znaci da se njegova uvjetovanost poboljsava [4, 5].

U literaturi se, medutim, kao ,mane’ kinematicke kondenzacije navode [7, 16]:

e osim sustava jednadzbi ravnoteze treba rijesSiti i ,pomoc¢ni’ sustav jednadnadzbi ki-
nematickih ogranicenja oblika (32) na stranici 30 koji ima veéi broj nepoznanica od
broja jednadzbi, pa se ne moze rijesiti pomocu klasiénih linearnoalgebarskih paketa
poput Lapack-a;

e sustav jednadzbi ravnoteze treba preurediti u skladu s izrazom (46) na stranici 40
kako bi se uklonile nepoznanice i jednadzbe koje odgovaraju prateé¢im pomacima;

e ako se matrica sustava zapisuje u ,Stednom’ obliku, primjena izraza (46) trazi slozene
algoritme za osiguravanje potrebnog memorijskog prostora.

U ovom je radu programu za proracun Stapnih konstrukcija opéom metodom pomaka
dodan modul za uvazavanje kinematickih ogranic¢enja kinematickom kondenzacijom. Pro-
gram je izraden unutar programskog sustava Mathematica koji ima velike moguc¢nosti sim-
bolickog racunanja [15, 11]. Pokazalo se da se primjenom Mathematica-e ili nekog srodnog
sustava za simbolicku algebru prva od spomenutih ;mana’ moze uspjesno prevladati, neo-
visno o tome prepusta li se izbor vodec¢ih pomaka programu ili ih zadaje korisnik.
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Sazetak

Dinka Matkovi¢ i Katja Mikulic¢

Kinematicka kondenzacija

U radu je prikazan program koji sluzi za rjeSavanje ravninskih Stapnih sistema uz
uvazavanje kinematickih ograni¢enja kinematickom kondenzacijom. Program je izraden
unutar programskog sustava Mathematica te je vrlo jednostavan za upotrebu. Na primjeru
je pokazan nacin na koji se program koristi te su usporedena rjeSenja primjera dobivena
metodom pomaka i rjesenja dobivena uz uvazavanje kinematickih ogranicenja.

Kljucne rijeci: kinematicka ogranicenja, kinematicka kondenzacija, kompjutorski pro-
gram, ravninske Stapne konstrukcije, metoda pomaka

Summary

Dinka Matkovi¢ and Katja Mikuli¢

Kinematic Condensation

A computer programme for solving planar rod structures is presented in this paper. The
programme incorporates kinematic constraints in the analysis by kinematic condensation.
It was created within the Mathematica programming system and it is quite simple to use.
An example has been given to show how the programme works. Results obtained by the
displacement method and those obtained taking the kinematic constraints into account
were compared.

Key words: kinematic constraints, kinematic condensation, computer programme, planar
rod structures, displacement method
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