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1. Uvod

Svojom elegancijom i primjenjivo$c¢u konstrukcije od uzadi zauzele su posebno mjesto
u povijesti graditeljstva. Napretkom tehnologije i razvojem metoda proracuna istih,
njihovo ponasanje sve se bolje razumije, a njihova primjena postaje sve zanimljivija.

U ovom radu ce se primijeniti metode oblikovanja prednapetih vla¢nih konstrukcija
za optimizaciju oblika luka i svoda primjenom vlacno-tlatne analogije. Optimiranje
oblikovanja mogu zadovoljavati i druge konstrukcijske funkcije prora¢una poput laganih
ovjeSenih krovova od platna i kabela.

Polazna ideja optimiranja oblika polazi iz pretpostavke da se, iz dobivenog
ravnoteznog oblika mreZe elemenata u cistom vlaku, zrcaljenjem oko horizontalne
ravnine, dobiva kruta mreza elemenata u ¢istom tlaku. Takva mreza, koja sada opisuje
tlaénu plohu moZze se koristiti za gradnju lukova i ljuski optimalnih oblika. Tako dobivene
ljuske ne moraju odmah prikazivati najpogodniji dizajn iz pogleda stabilnosti i ne bi trebale
iskljucivati ostale metode proracuna, ali zasigurno pojednostavljuju proces projektiranja i
matematicke analize, jer generiraju strukturalno optimizirane forme i usmjeravaju projekt
prema Sto prirodnijem toku sila, a time odreduju i estetiku gradevine.

Povijesno gledano, upravo je otkriée povezanosti oblika viseéeg uza i krutog luka
omogucilo gradnju sve veéih i zahtjevnijih monumentalnih gradevina i odmak od do tada
opée prihvacéenih zakona proporcija i Platonovih geometrijskih brojeva.



2. Vlacno-tlacna analogija

2.1.Temelji analogije

Pronalazenje funikularnog oblika, to jest, para koji ¢ine vla¢na linija opisana prirodnim
poloZajem lancanice neke duljine na koju djeluje nekakvo opterecenje i koja ima fiksne,
unaprijed zadane, rubne tocke i okrenute, njoj zrcalne tlac¢ne linije temelj je ovog
postupka. Prvi puta opisao ga je Robert Hooke 1675. godine srocivsi problem u anagram
objavljen u dodatku njegova djela , Description of Helioscopes”: ,,Kao sto visi gipko uZe,
isto tako samo okrenuto, stajat ¢e i Cvrsti luk.” lako postoje naznake u arheoloskoj
ostavstini da je ovo pravilo bilo poznato i antickim graditeljima, tek ¢e se nakon Hookea
ono poceti ponovno primjenjivati. Prednost ovakvog postupka je sto omogucava potpuno
ponistavanje bilo kakvih unutarnjih momenata u luku, te ukoliko se tlacna linija i os luka
u potpunosti podudaraju, javljanje Ciste unutarnje tla¢ne sile. Takva postavka omoguéava
gradnju lukova od elemenata poput kamena ili opeke koji ne mogu preuzeti nikakve

vlacne sile.
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Slika 1 - Polenijeva skica Hookeove analogije i njegova analiza napuknute kupole Svetog Petra u Rimu

Oblik koji zauzima uZze ili lanac pri djelovanju konstantne kontinuirane gravitacijske
sile prvi je pretpostavio Galileo u djelu ,,Discorsi e dimostrazioni metematiche intorno a
due nuove scienze” misleci da je rije€ o kubnoj paraboli. Ta pretpostavka nije daleko
odstupala od istine kako se krivulja smanjivala i gotovo potpuno priblizavala tom obliku
pri nagibu od 45°. Njegovu tvrdnju opovrgnuo je Joachim Jungius 1669. godine.



Tocnu jednadzZbu postavili su Gottfried Leibniz, Christiaan Huygens i Johann Bernoulli
1691. godine kao odgovor na izazov Jakoba Bernoullija. Svoje otkriée objavili su u djelu
»Acta Eruditorum” iste godine. David Gregory napisao je raspravu 1697. godine u kojoj je
predstavio pogresnu derivaciju to¢ne diferencijalne jednadzbe.

Jedna od prvih primjena lancéanice za izgradnju lukova pripisuje se upravo Robertu
Hookeu koji je prilikom rekonstrukcije katedrale Svetog Pavla u Londonu primijetio da
lukovi podsjecaju na okrenuti lanac. Oblici okrenute lanéanice pronadeni su i na drevnim
lukovima Taq Kasra u Ktezifontu u Mezopotamiji.

Slika 2 - Okrenuta
slika kolodvora Keleti
u Budimpesti s
iscrtanom lan¢anicom

Slika 3 - Palaca u
Kzetifontu




Takoder jedna od najranijih i najznacajnijih primjena ovog zakona bila je i analiza
nosivosti napuknute Michelangelove kupole bazilike Svetog Petra u Rimu. Kupola je
gradena tijekom XVI. stolje¢a prema antickim nacelima proporcija i glazbene analogije.
Papa Benedikt XIV dao je izraditi ekspertizu o sigurnosti i nosivosti kupole. Prvu analizu
izradila su ,Trojica Matemati¢ara”“ Thomas LeSeur, Francois Jacquier i Ruder Boskovic¢
1742. godine koji su koristili metodu virtualnog rada kako bi zakljucili da se pukotine
javljaju zbog razmicanja oslonaca. Drugu analizu izradio je Giovanni Poleni 1748. godine
koristec¢i se upravo okrenutom lanc¢anicom kako bi zakljucio hoée li napuknuta kupola
stajati ili ¢e doéi do pucanja svoda. Poleni je kupolu podijelio na 50 odsjecaka i svaki od
njih predstavio ovjeSenim lancem na koji je ovjesio 32 nejednaka utega koji su
predstavljali mase pripadajudih dijelova kupole. Njegova je teza bila, ako dobivena linija
prolazi kroz postojecu konstrukciju, onda je ona sigurna i nece se urusiti, da je bio u pravu
pokazuje to Sto kupola stoji i danas.
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Slika 4 - Skica iz prve ekspertize kupole Svetog Petra koju su izradili ,, Trojica Matemati¢ara” na kojoj su
jasno vidljivi iscrtani virtualni pomaci

)

Medutim, u takvom su modelu izostavljene prstenaste sile koje u stvarnoj kupoli
postoje, prema tome, ovakva aproksimacija samo je djelomi¢no to¢na. Umetanjem
dodatnih poprecnih Stapova u ovjeSeni model on se mogao dodatno poboljsati. Ukoliko
je u modelu poprecni Stap u tlaku, za pretpostaviti je da ¢e u okrenutoj, stvarnoj
konstrukciji on predstavljati komponente prstenastih sila u vlaku. Upravo zbog tih sila
javljaju se meridijalne pukotine. Stovise, ¢esto se sanacije ovakvih i sliénih kupola izvode
upravo dodavanjem metalnih prstenova koji onda preuzimaju te sile i sprjecavaju Sirenje
pukotina. Tu je problematiku razumio i Poleni koji je to i opisao u debati 1748. godine.
Dopustanjem deformacija izazvanih vlaénim prstenastim silama u kupoli, njezini isjecci
ponasaju se upravo kao niz plosnatih lancanica spojenih u tjemenu.
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Slika 5 - llustracija Polenijeve intinuitivne ideje u debate i skica pomaka
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Slika 6 - Metalni prstenovi na kupoli Svetog Petra koje je predloZio Luigi
Vanvitelli



Ova analogija naravno nije i jedina primjena lancanice u graditeljstvu. Moguce je
koristiti se stvarnom, dakle neokrenutom vlaénom linijom pri projektiranju raznih kupola
od opeke ili kamena. Jos$ u drvnom Egiptu primije¢eno je da zidovi od opeke gradeni tako
da prate oblik ovjesenog uza iskazuju poboljsanu ¢vrstoéu. Takva metoda primijenjena je
u izgradnji obrambenih zidova El Kaba.

Slika 7 - llustracija gradnje zidova od opeke koristenjem ovjeSenog uZa

Pocetkom XV. stoljec¢a pri gradnji impozantne kupole Firentinske katedrale Filippo
Brunelleschi takoder se koristio ovim saznanjem, ali i drugim genijalnim otkri¢cima kako bi
otvorio vrata arhitektonske renesanse. Kako bi izgradio do tad najviSu kupolu na svijetu i
to bez koristenja masivne skele i bez vanjskih kontrafora, koristio se sakrivenim rebrima
u rubovima oktogonalne kupole kao nacinom prijenosa sila iz rubova u stranice. Koristio
je i poseban uzorak slaganja opeke, takozvani ,spina pesca“ ili riblja kost, meridijalno
posloZene opeke na konstantnim razmacima koje prate liniju loksodroma od dna do vrha
kupole i razbijaju uobicajeni kruzni uzorak i time ne samo da omogucavaju izgradnju
sliedeceg sloja samoodrzivih radijalnih prstenova bez koristenja oplate, veé¢ i drugi nacin
raspodjele naprezanja na membrani. Bo¢ni potisak kupole, koji se koncentrira na
spojevima svojih stranica, tako se preuzima i na ,jedrima“ membrane. Ova tehnika je
koristena kako bi se poboljSala svojstva sfere na kupoli i povecala krutost samonosive
membrane na slabim plohama oktogonalne kupole. Ono Sto je osiguravalo nepomiénost
leZzajeva i preuzimalo poprecne sile bile su apsidalne kapele koje su tvorile ,catena totius
ecclesie”, ili ,,lanac oko crkve”. | kona¢no, sam oblik slaganja opeke na stranicama kupole
pratio je liniju lanéanice kako bi dodatnim protu-potiskom smanjio naprezanja u rubnim
rebrima. lako nije potpuno razumio prirodu lancanice, koju su to¢no opisali tek dva
stoljeéa kasnije, razumio je njen osnovni princip. Brunelleschi je koristio ovjeseni lanac
kako bi oblikovao zakrivljenost kupole u svakoj fazi izgradnje zasebno. Kako je svaki
sliededi red opeke bio postavljen, tako je lanac bio ponovno ovjesen. Dakle, ¢itav oblik
kupole nije bio unaprijed odreden lancanicom, ve¢ ga je oblikovao svaki dio zasebno. Ne
prateéi matematicki oblik, vec fizikalni princip toga da je ovjeSen lanac samoodrziv u cjelini
i u svim svojim dijelovima, tako je i povrSina kupole samoodrziva, kako u cjelini tako i u
svakom svom djelu. Izgled kupole u konacnici ni ne odgovara lancanici, ali prikazuje
princip najmanjeg otpora ovjesenog lanca. Tek ¢e otkri¢a Keplera, Fermata, Leibniza,
Gaussa, Riemanna i LaRoucha u potpunosti razotkriti taj princip.
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Slika 8 - ,,Spina pesca”

Slika 9 - Faze izgradnje kupole na Firentinskoj katedrali



2.2.Ravnoteza luka

Postoje razne metode odredivanja optimalnog oblika luka. Ne promatrajuc¢i mnostvo
lukova kroz povijest koji su izgradeniiskustveno ili ¢ak intuitivno, prva znanstvena metoda
bila je upravo ona koja koristi fizikalni model jednostavnog ovjeSenog uzeta ili lanca veé
prije opisana. Pokusaji matematickog definiranja i boljeg razumijevanja statike i ravnoteze
opéenito zapocinju upravo otkricem pravila paralelograma Simona Stevina 1586. godine.
To je bio pocetak proucavanja ravnoteze statickih sustava. Postalo je mogucée objasniti
eksperimentalne rezultate dobivene vjeSanjem utega za lanac i to¢no izracunati sile u
lancu koristedéi graficke metode.

Slika 10 - Jedna od Stevinsonovih skica ravnoteZe sila ovjesenih utega na lancu 1586. godine i
Vargnonov prikaz graficke analize

Skoro tri stoljec¢a kasnije, 1866. godine, Carl Culmann formalizirao je graficku analizu
u svom djelu , Die graphische Statik” i time omogudio precizne proracune resetki, lukova,
kablova i ostalih strukturalnih sustava. Zbog svoje jednostavnosti, graficka metoda bila je
najprimjenjivanija metoda statickog proracuna u XIX. i poCetkom XX. stolje¢a. Tek je
nakon 1920-ih postupno zamijenjena teorijom elasti¢nosti koja se pokazala jos
jednostavnijom i boljom za proracun homogenih, izotropnih elemenata. Medutim,
koristiti se samo teorijom elasti¢nosti pri proracunu zidanih i kamenih konstrukcija nije
dovoljno za njihovo pravilno projektiranje. Problem je upravo u tome $to se konstrukcije
od diskretnih elemenata ne mogu smatrati homogenim i kontinuiranim. Proracuni
temeljeni na nekakvoj srednjoj ¢vrstoéi ne daju dovoljno dobre rezultate upravo zbog
kompozitne prirode elementa. Takve konstrukcije najéeS¢e popustaju upravo zbog
stabilnosti, a ne zbog dosezanja grani¢nog stanja nosivosti, StoviSe, tlaéna ¢vrstoc¢a moze
se uzeti da je gotovo beskonacna, dok je vlacna zanemariva, bar za nearmirano zide.
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Da je oblik veriznog poligona direktno povezan sa oblikom tla¢ne linije moze se vidjeti
na sljede¢em primjeru na kojem su jasno prikazani odsjecci luka i njihove ekvivalentne
tezine ovjeSene na lanac. Oblik linije dobiven je grafickom metodom preko veriznog

poligona.
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Slika 11 - Skica veriznog poligona za zadano opterecenje s izdvojenim
prikazom ravnoteZe jednog elementa luka

Za razlic¢ito optereéenje i razmak lezajnih tocaka, dobiva se razlicita tlacna linija. Kako
bi se osigurala stabilnost luka, ona mora prolaziti unutar granica poprecnog presjeka. li
idealno kroz jezgru presjeka kako bi se osigurala pojava samo tlac¢nih naprezanja. Na
mjestima na kojima ona dodiruje rub poprecnog presjeka dolazi do pojave zgloba. Prema
tome, ukoliko na luku dode do pojave viSe od tri zgloba, sustav postaje mehanizam i dolazi
do gubitka stabilnost. Iz takve analize proizlazi da nastanak pukotina moZe ukazivati na
mjesto nastanka zgloba, ali ne mora ujedno i znaciti potpuni gubitak stabilnosti.

11
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Slika 12 - Prikaz mehanizma sloma u redoslijedu od stabilnog

luka do urusenog s iscrtanim tla¢nim linijama i jasno vidljivim
mjestima dodira ruba materijala i pojave zglobova
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Danas, posebno je zanimljiva neSto drugacija primjena ove metode. Na samo za
izgradnju lukova velikog raspona, poput onih za mostove velikih raspona, ve¢ i mogucnost
ispitivanja otpornosti konstrukcije na potres. Uobicajena je praksa da se sile potresa koje
djeluju na konstrukciju zamjene horizontalnim silama koje odgovaraju djelu ukupne
teZine konstrukcije. To je ekvivalentno kao da u racunskom modelu zadamo dodatno
horizontalno ubrzanje manje od dominantnog ubrzanja gravitacije. Ovakav pristup ne
obuhvaca u potpunosti stvarno dinamicko djelovanje na konstrukciju, ali ipak pokazuje
najvece moguce horizontalno optereéenje koje konstrukcija moZe podnijeti prije
urusavanja. U analizi potresa moguce je to opterecenje simulirati nagibom terena, pri
¢emu se ubrzanje sile teze dijeli na horizontalnu i vertikalnu komponentu i time djeluje
ujedno kao i tezina i potres. Upravo to zaokretanje terena pomice polozaj tla¢ne linije u
konstrukciji te je tako mogucée predvidjeti mehanizam sloma.

Slika 13 - Zidani luk s prikazanim mjestima nastanka zglobova pri potresnom opterecenju

13



2.3.Prosirenje primjene na svodove

U svrhu definiranja ljusaka i svodova iz pogleda moderne znanosti o materijalima i
statike pozivam se na definiciju danu u knjizi ,Stresses in Shells” doktora Wilhelma
Fluggea. lako svaki element, bez obzira koliko malen ili tanak, zauzima tri dimenzije,
rijetko se u analizi koristi trodimenzionalna teorija elasti¢nosti, ve¢ se Cesto koriste
pojednostavljenja ovisna o veliCini utjecaja pojedinih sila ili veli¢ini pojedinih dimenzija.
Ljuske moZemo promatrati kao zakrivljene ili ravne ,,materijalne povrsine“ konstantne ili
promjenjive debljine nacinjene od nekakvog vise ili manje ¢vrstog materijala, koji moze
provoditi optereéenja od jednog kraja do drugog i pri tome se odgovarajuce deformirati.
Temeljna pretpostavka za proucavanje naprezanja u ljuskama je da je njena debljina
manja od ostalih dimenzija, ali ne nuzno zanemariva.

U ljuskama dobivenim koriStenjem vlacno-tlacne analogije, kao i kod lukova, ne
javljaju se nikakvi momenti, ukljucujuci i momente torzije i vliacne sile. Ova pretpostavka
odgovara i membranskoj teoriji ljusaka, ali i ljuskama dobivenih iz mreznih modela
pomocu interpolacije ili zaokretanja linije lananice oko centralne osi. Svakako majstor
koristenja lancanice u svrhu projektiranja kupola bio je Antoni Gaudi. Njegov inovativan
pristup, temeljen djelomi¢no i na grafickim metodama i poznavanju svojstva lancanice,
obuhvacao je projektiranje unaprijed zadanim opterec¢enjima na lancu koja su odgovarala
buducim stvarnim opterecenjima na konstrukciju. Na taj nacin nije provjeravao stabilnost
nekog veé prije izgradenog ili projektiranog svoda, ve¢ je direktno dobio oblik tlacne linije
i oko nje gradio konstrukciju tako osiguravajuéi njen optimalni oblik. Problem
horizontalnog potiska, pokusao je rijesSiti Sto izduZivanjem kupola, a $to naginjanjem
stupova, no mala horizontalna sila i dalje postoji.

14
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Slika 14 - Konacna iteracija ovjesene forme i njoj pripadnog
modela crkve u gradu Colonia Guell, poznate pod nazivom
Gaudijeva Kripta

Moderan pristup projektiranju ljusaka takoder se temelji i na uporabi fizikalnih
modela, na kojima se preciznim mjerenjima ispituje ponasanje konstrukcije za neko
optereéenje. S obzirom da je elasti¢na racunska analiza bila iznimno komplicirana za bilo
kakve sloZenije oblike, oblici prvih ljuski od armiranog betona ili Celika bili su relativno
jednostavne geometrije, poput sfera, valjaka ili nekakvih rotacijskih ploha. Nakon
industrijske revolucije dostupnost ¢elika omogudila je njegovo masivnije upotrebljavanje
u arhitektonske svrhe, a pokazao se posebno pogodan za kupole velikih raspona. Neke od
tako izgradenih kupola su eliptiéna kupola Royal Alber Hall u Londonu, promjera od 57 do
67 metara ili kruzna kupola Halle au Ble u Parizu, gdje je problem vlaénih sila jednostavno
rijeSen izvrsnim svojstvima cCelika. Zbog visoke cijene takvih konstrukcija, sve se vise
istrazivalo ljuske od betona. Zbog njihove ekonomske isplativosti i ustede materijala zbog
izvrsnih svojstva tlaéne otpornosti, tanke ljuske od betona ¢esto su se upotrebljavale 50-
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ih i 60-ih godina proslog stoljeca. Klasicne kupole temeljene na pravilnim geometrijskim
formama, unatoc relativno jednostavnijem prorac¢unu i izvodenju, nisu bile strukturalno
optimizirane. Novi oblici nosivih struktura su se kontinuirano trazili i ispitivali.

Znacajan pomak u konceptu projektiranja tankih ljusaka od betona ucinio je Heinz
Isler izloZivsi na prvom kongresu IASS-a (International Association for Spatial Shells), u
Madridu 1959. godine njegove najznacajnije inovacije u procesu dizajniranja tankih
betonskih ljusaka, dvije od kojih su bile model membrane pod pritiskom i model ovjeSene
okrenute tkanine, zbog koje je i vla¢no-tla¢na analogija poznata u literaturi kao , hanging
cloth analogy“. U svom radu ,, New Shapes for Shells“ na jednoj stranici i devet ilustracija
prikazao je kako se oblici stabilnih ljusaka mogu dobiti direktno iz oblika napuhane
membrane ili okrenute tkanine. Nadalje, na Kolokviju Strukturalne Morfologije predstavio
jeivlastite primjere modela, uredaje za mjerenje i nekoliko ljuski koje je izgradio koristedi
svoju metodu. Ovaj pristup proizasao je tek nakon godina neuspjeha da precizno definira
i graficki dokumentira te matematicki opise geometrijski slozene sedlaste betonske ljuske
koristeci se tradicionalnim metodama. Isler opisuje kako ga je na ideju navela dvostruka
zakrivljenost jastuka, koji je sa membranom u konstantnom vlaku u oba smjera: ,za 3D
modele, ono sto je lanc¢anica za lukove.”

Slika 15 - llustracija ,, 39
novih oblika ljusaka” iz

< »New Shapes for Shells”
7 dobivene predloZzenim
¢ k/ metodama
/"+ S~
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Ovakav novi pristup bio je znaéajno udaljavanje od do tada ustaljene prakse. Cak
toliko da su i najvedi autoriteti u tom podrucju, medu kojima su bili i Ove Arup (Sydney
Opera House) i osnivac IASS-a Eduardo Torroja (Hipodromo de la Zarzuela) propitkivali
ovu metodu. Najvedi problemi, smatrali su, bili su to Sto nije zasnovana na analitickim
metodama, postojecoj praksi i potencijalno bi omogucavala, zbog svoje jednostavnosti,
neiskusnim inZenjerima nemarnu i neograni¢enu primjenu. Isler je u obrani rekao da ta
metoda i nije zamiSljena da potpuno zamijeni ostale analize, ve¢ samo pruZi prvu
stepenicu u projektiranju. Ovako izradeni fizikalni modeli pruzali bi bolja iterativna
rieSenja i predvidive rezultate mjerenja. Pokazalo se da za kupole manjih i srednjih
raspona, ova metoda sama po sebi daje dosta dobre rezultate, ali nije potpuno primjenjiva
na kupolama velikih raspona gdje su potrebne dodatne analize i mjere sigurnosti.
Zakljuéno, fizikalni modeli nisu bili nista novo, primjenjivao ih je ve¢ desetlje¢ima ranije
Pier Luigi Nervi pri projektiranju betonskih hangara za avione u Orvietu 1927. godine
trazeci optimalne oblike nepravilnih ljuski, a koristili su ih i drugi inZenjeri zbog provjere
mogudéih greSaka u matematickoj analizi. Inovativnost Islerove ideje proizlazi iz
jednostavnog i intuitivnog nacina pronalaska gotovo neograni¢enog broja novih
konstruktivno pogodnih oblika.

Slika 16 - Galerija djela Heinza Islera
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VLACNO-TLACNA ANALOGIJA

Uz napuhane membrane i ovjeSenu tkaninu, koristio se i ,free-form hill“ metodom,
ali i ledom pri trazenju oblika koji preuzimaju samo tlak. Na razmaknute stupove postavio
bi tkaninu koju bi pri zimskim temperaturama polijevao vodom. Ona bi se prirodno
ovjesila, a nakon nastanka tankog sloja leda pridrzanja bi se uklonila, te bi tako ¢itava
struktura postala opterecena tlacnim silama. Efikasnost ovakvih modela pokazuje da je
led Cesto trebao biti samo 10 mm debeo da bi ¢itava struktura ostala stajati.

Slika 17 - Slike zaledene tkanine izvna | iznutra

2.4 .Racunalne metode

Napredak tehnologije racunalnih modela u proteklim desetlje¢ima omogucio je razvoj
nekoliko pouzdanih metoda pronalaska oblika. Jedna od njih je prirodan razvoj
digitalizacije postojecih fizikalnih modela. Ona se temelji na koriStenju preciznih mjerila
koja fizikalne koordinate pretvaraju u digitalne. Prakti¢no, preciznost podataka koji
opisuju oblik fizikalnih modela ogranicena je koli¢inom podataka koju mozemo izmjeriti.
U proslosti najéesée su koristeni mjerni instrumenti koji su poziciju tocke na membrani
biljezili ticalom, no deformabilna priroda membrane znacila je i da nije bilo uvijek moguée
odrediti koordinate bez njihova znacajnijeg pomaka. Takoder, postavljanje ticala
zahtijevalo je veliku preciznost postavljanja i mnogobrojne mjerne tocke kako bi se dobili
precizniji podatci, Sto je kompliciralo cijeli postupak. Razvojem laserskih mjernih
instrumenata ti su nedostatci ispravljeni, a preciznost je znacajno povecana, kao i gustoéa
mjernih tofaka. Dobivene koordinate stvaraju oblak to¢aka na racunalu koje se mogu
interpolirati u membranu i omogucavaju povratnu korekciju fizikalnog modela, kako bi se
iterativno dobio traZeni oblik.
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VLACNO-TLACNA ANALOGIA

Slika 18 - Priprema fizikalnog modela za skeniranje s kontinuiranim leZajevima na svim stranama i
s leZzajem u sredini duljeg raspona

..
L

-.....--..--o~

(a) (b)

Slika 19 - Postupak 3D skeniranja pri kojemu se vidi glava lasera za mjerenje, laser se drZi u sto
okomitijem poloZaju zbog preciznijeg mjerenja

Slika 20 - Oblak digitaliziranih podataka
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VLACNO-TLACNA ANALOGIJA

(b)

(d)

Slika 21 - Rekonstrukcija geometrijske povrSine iz oblaka koordinata mjernih tocaka

Ova metoda jo$ uvijek ovisi o svim ogranicenjima koja imaju i fizikalni modeli, no
razvijene su i ¢isto numeri¢ke metode trazenja oblika. One se takoder koriste i za trazenje
oblika vlacnih konstrukcija, a koristeéi se analogijom, i konstrukcija u Cistom tlaku. Jedna
od njih je i metoda dinamicke relaksacije. To je iterativha metoda koja za neki zadani
sustav simulira pseudo-dinamicki proces. Napeta membrana, sa zadanim ograni¢enjima i
lezajevima pretvara se u sustav velikog broja ¢vorova u kojima je saZzeta pripadajuca masa
odsjecka membrane i koji su povezani oprugama odredene virtualne krutosti. Sustav tako
oscilira pod utjecajem vanjskih opterecenja sve dok ne pronade ravnotezu, a upravo je to
optimalni oblik konstrukcije. Sam postupak temelji se na izraunu neuravnoteZene sile,
koju se iterativnim pomicanjem ¢vorova pokusSava ukloniti, to jest, minimizirati. Pri
izracunu te sile koristi se drugi Newtonov zakon, a iz jednadzbe se koriste¢i masu ¢vora i
njegovo ubrzanje u smjeru okomitom na ravninu direktno dobiva neuravnotezena sila u
¢voru i u trenutku t.

Ri,x(t) =m,; * ai,x(t)

Veza izmedu brzine v, poloZaja x i sile dobiva se iz diferencijalnih odnosa dvostrukom
integracijom ubrzanja. Cijeli postupak prikazan je na slici 22.
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Slika 22 - Dijagram toka
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3. Trazenje oblika

3.1.RavnotezZa slobodnog ¢vora

Jos$ jedna od Cesto koristenih racunalnih metoda traZzenja oblika tankih membranskih
konstrukcija je i ona koja se temelji na traZzenju ravnoteze sila u ¢vorovima konstrukcije.
Ponovno, kao i kod prethodnih metoda, postupak trazenja oblika tankih zakrivljenih
svodova krece od trazenja oblika slobodno oblikovane mreze kabela medusobno spojenih
u ¢vorovima i oslonjene na nepomicéne krajeve, to jest, temelje ili na drugo uze koje sluZi
kao pric¢vrsnica izmedu glavnine mreZe i udaljenih fiksnih tocaka. Sile prednapinjanja,
tezina i ostala djelovanja kroz konstrukciju se prenose napetim kabelima. S obzirom da se
oni krizaju u ¢vorovima, koji na konacnoj konstrukciji moraju biti nepomicni, mozemo u
upravo tim to¢kama postaviti jednadzbe ravnoteze sila u uzadi ili Stapovima koje se radi
lakSeg izracuna projicirane na tri koordinatne osi. Konfiguracija polozaja ¢vorova i sila S
koje su u ravnoteZi predstavlja traZeno rjeSenje ovog sustava.

-

Z. S(i'j)*?,])*?:oz_ S(i,j)*?,])*]_)zo Z S(u)*?j*k—P:O
JEN; JEN; JEN;

Vrijednost S oznacava skalarni iznos sile u Stapu poloZenog od ¢vora i prema ¢voru j,
dok je vektor e jedini¢ni vektor smjera elementa kao i sile u elementu. Vektor e u gornjim
jednadzbama iskazujemo kao razliku odgovarajuéih koordinata pocetnog i krajnjeg ¢vora
podijeljenog duljinom elementa /.

j l?+y] yl]_)+ 'j lk

Lij = \/(Xj —x) + (o -w) +(z - =)

el =
J I
L]

Kako je konacni cilj analogijom dobiti tlacnu konstrukciju, ili Stapnu ili ljuskastu, koje
su zbog toga mnogo teze od konstrukcija od uzadi, potrebno je uizra¢unu ravnoteze ¢vora
uracunati i tezinu djela konstrukcije koje pripada pojedinom ¢voru. Ako trazimo oblik
Stapne tlacne konstrukcije, onda je pripadna teZina koja se dodaje u évoru jednaka sumi
polovice tezina prikljuénih Stapova, ovo vrijedi za lagani pokrov, kada je vlastita teZina
tla¢nih Stapova reSetke puno veca od ostalog stalnog optereéenja

Gi 1 .
P:Z?:E*p*g*/l*li’j

S tom postavkom se dobiva toc¢niji optimalni oblik, Sto se moze i zamisliti simulacijom
ovjesenog lanca — lancéanice koji svoj oblik dobiva upravo zbog svoje tezine ili teZine utega
ovjesenih po sebi, a ne zbog sile prednapinjanja koja bi znacdajnije promijenila oblik. Stoga
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se odnosom sile prednapinjanja elemenata i teZine moze mijenjati oblik i mrezaste
konstrukcije, kao i iznos sile koja djeluje u temelje, a ne samo promjenom izbora temeljnih
tocaka, Sto je bitno kod analognih tlacnih konstrukcija koje najc¢es¢e imaju klasic¢ne
temelje i manju moguénost njihove prilagodbe obliku konstrukcije kao Sto je slucaj kod
vla¢nih konstrukcija od uzadi.

TeZina Stapa ovisi o materijalu elementa, to jest njegovoj gustodi, popre¢nom
presjeku elementa i njegovoj duljini. Gustoéa, gravitacija i poprecni presjek su zadani i
konstantni, to ostavlja samo duljinu elementa kao varijablu pri izraCunu mase. Promjena
duljine elementa tako ¢e uzrokovati i promjenu njegove tezine, Sto za sobom povladi i
promjenu ukupne sile P koja djeluje u ¢évoru, zbog te promjene i preraspodjela sila u
konstrukciji se mijenja, pa je polozaj ¢vora potrebno ponovno korigirati i ponoviti
proracun. Ovaj kruzni proces naznaka je da se dodavanjem teZine u ra¢un za ravnotezu
¢vora stvara i potreba za postavljanjem dodatnih uvjeta iterativnog postupka. Ako tezine
konvergiraju nekim konstantnim vrijednostima onda je moguce iteraciju prekinuti kada
promjena svih duljina Stapova bude zanemarivo mala, ali ako vrijednosti pojedinih tezina
divergiraju, onda je potrebno postupak ponoviti sa drugacijim vanjskim uvjetima.

3.2.Metoda gustoce sila

Kako bi se izbjeglo racunanje sustava nelinearnih jednadzbi 1974. godine Hans-Jorg
Schek predstavio je metodu gustoce sila. Klasi¢na jednadzba linearizirana je tako $to su
omjer sile Si duljine / zamijenjeni novom oznakom g koja se naziva gustoca sile.

S
777

Tako se sada jednadzbe ravnoteze mogu zapisati u obliku koji znacajno ubrzava i

pojednostavljuje rjeSavanje sustava.

E C qap*x (g —x)=0
JEN;

E  qap*x i —y) =0
JEN

i

Z_ qij * (zj — z;) = P;
JEN;

Gustoca sile postaje konstanta koja se zadaje prije proracuna i postaje jedna od
temeljnih vrijednosti pomocu kojih se oblikuje mrezna konstrukcija. Ona se zadaje za svaki
element zasebno, a na poloZaj ¢vorova utjece slicno kao sto krutost utjece na raspodjelu
sila u klasi¢énim konstrukcijama. Oblik mreze ne ovisi o0 samoj vrijednosti gustoce sila, veé
o omjerima gustoce sila razlicitih elemenata u konstrukciji. Ova metoda predstavlja jedno
od najkoristenijih alata za trazenje oblika pocetne geometrije vlaénih konstrukcija i
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vrijednosti napinjanja u kabelima, daljnjim prilagodavanjem odnosa gustoce sila dobivaju
se jo$S povoljniji oblici. Razvijene su i neke prilagodbe metode gustoce sila poput
nelinearne metode gustode sila koja omogucava zadavanje relativnih udaljenosti izmedu
¢vorova, vrijednosti vlaka u elementima i njihovu pocetnu nedeformiranu duljinu.
Razvijena je i proSirena metoda gustoce sila u kojoj je mogucée zadati odredene
nepomicne ¢vorove i istovremeno ograniciti vrijednosti sile reakcije.

Iz dobivene mreZe predstoji sada dobiti zrcaljenu tlacnu reSetkastu konstrukciju.
Ukoliko je trazena konstrukcija sacinjena od tla¢nih Stapova, proces zrcaljenja je
jednostavan, s obzirom da smo veé dobili konstrukciju od napetih uzadi koje su
ekvivalentne tlacnim Stapovima jednake mase. No ako je trazena konstrukcija neki oblik
masivnog svoda ili luka, tada moramo najprije provijeriti uvjet tezine dijelova konstrukcije
koji spadaju na pojedini ¢vor vlaéne konstrukcije, Sto je i bila pretpostavka cijelog
postupka. Samo ako su teZine tlaéne konstrukcije jednake tezinama u ¢vorovima vlac¢ne
konstrukcije moZzemo primijeniti vla¢no-tlaénu analogiju, u suprotnom oblici mreze i
svoda ne bi odgovarali. Drugo, potrebno je provjeriti prolaze li vliacni Stapovi, koji u stvari
predstavljaju i pojednostavljene vla¢ne linije, jezgrom poprecnog presjeka svoda ili luka.
Ovo je vrlo gruba pretpostavka, ukoliko Zelimo osigurati vecu preciznost prilikom
interpolacije tlacne plohe ili luka moramo koristiti Sto vedi broj ¢vorova, ¢ime se smanjuju
duljine vla¢nih Stapova, ali se i dobiva oblik koji je u svom tlaénom obliku sli¢niji tla¢noj
liniji koja prolazi kroz tla¢nu konstrukciju. Koristeéi vrlo gustu mrezu moze se donekle
dobiti oblik simulirane ovjeSene tkanine. Razlikujemo u tom slu¢aju mrezu u kojoj smo
sprijecili klizanje kabela jednih po drugima, sto znaci da se prenose i tangencijalne sile, te
takva mreza moZe poblize opisati armiranobetonsku ljusku nakon vlacno-tla¢nog
zrcaljenja i mreZu u kojoj smo dopustili klizanje po kabelima koja moZe poblize opisati
tlaénu konstrukciju od kamena ili diskretnih elemenata.

3.3.Primjena i modifikacija koda program_FDM

Kako bi se omogudio izracun i dodavanje vlastite teZine u programu, napisana je
dodatna funkcija koja uzima izracunate duljine elemenata i vraca matricu opterec¢enja u
svim slobodnim ¢vorovima. To se postiZze jednostavnim petljama koje iteriraju po listi svih
elemenata i stvaraju novu listu u kojoj su indeksiranim elementima pridruZzene vrijednosti
polovine njihovih duljina, naravno, potrebno je dobiti pocetne duljine kao vrijednost u
prvoj iteraciji. Zatim se iterira po listi svih évorova kojima se pridruzuju izracunate
vrijednosti polovina duljina koji se spajaju u tom ¢voru, na kraju se izbace ¢vorovi koji su
ranije definirani kao lezajevi i konacna lista optereéenja se pretvara u matricu pomocu
modula numpy. To je potrebno samo radi daljneg pravilnog inputa u matricu mDf.
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element lenght = list of element lengths (els, nds)
def ext load(element lenght):
external load = [1i * 0.5 for i in element lenght]

external load indexed = []
for 1 in range(len(enum els)):
external load indexed.append([enum els[i][0],
external load[i]])

node load part = []
for 1 in range(len(enum nds)) :
for j in range(len(enum els)):
if enum nds[i] [0] in enum els[j][1]:
node load part.append([i, [0,
external load indexed[J][1]]1])

node load = []
for 1 in range(len(enum nds)) :
node load.append([enum nds[i] [0], [0, O, 0O]])

for 1 in range(len(node load)):
for j in range(len(node load part)):
if node load[i][0] == node load part[j][0]:

node load[i][1][2] += node load part([j][1]([2]

free node load = []
for 1 in range(len(node load)) :
if node load[i] [0] not in supps:
free node load.append(node load[i])

import numpy as np
free node load only = []
for load in free node load:
free node load only.append(load[l])
free node load array = np.array(free node load only)

free node load matrix = np.asmatrix(free node load array)

return free node load matrix
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Kod nadopisan u funkciji mDmDf:

ext load matrix = ext load(element lenght)
for 1 in range(len(ext load matrix)):
mDf[i1, 2] += ext load matrix[i, 2]

Glavna petlja unutar koje se vrti cijeli program definirana je tako da nakon svake
iteracije nove vrijednosti koordinata cvorova koristi u izra¢unu novih vrijednosti
opterecenja, broj iteracija je proizvoljan, a mogudée je i zadati duljine elemenata ili sile u
njima.

def multistep FDM mod2 (nds, els, supps, gs, fcs, lcs, stepsl = 10):
global element lenght
for i in range(stepsl):
nc2, f2 = multistepFDM wtol (nds, els, supps, gs, fcs =
length constraints, tol f = 1l.e-4, tol 1

force constraints, lcs
= 1.e-3)
element lenght = list of element lengths (els, nc2)
return ncZ2
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4, Primjeri

4.1.Verizni poligon

Najjednostavniji primjer koji zorno prikazuje kako vertikalna opterecenja djeluju na
vla¢nu mrezu je verizni poligon. Veé sam oblik ,lanca” odgovara poligonu sila, pa prema
tome i prikazuje ravnoteze u ¢voru. Kako bi dodatno pojednostavili primjer, zadana su
nepromjenjiva, okomita optereéenja istih vrijednosti u ¢vorovima izravnatog lanca,
ocekujuci pravilan i simetri¢an nagib zraka, to jest, lom linije lanca koje je moguée lako

5[N] 5[N] 5[N]
A
2,5[N] 2,5[N]
/
yi 1 ya ya ! ya 7
/A /A Pl |
A
1,8
0,5
2,4

provjeriti graficki. Na slici 23
redoslijedom se prikazuju poloZaj i
veli¢ina djelovanja na ispravljeni
lanac, poligon sila za zadano
optereéenje i oblik lanca koji smo
dobili koriste¢i se SAGE-om i
programskim paketom FDM.
Mijerilo sila i wudaljenost pola
namjesteni su tako da je moguce
usporediti oblik lanca dobiven iz
primjene metode gustoée sila i
nagiba zraka iz poligona direktnim
preklapanjem slika.

Slika 23 - Verizni poligon
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4.2 .Lancanica

Na jo$ jednom primjeru u ravnini, opisana je lancanica, ali zbog koriStenja
modificiranog programskog koda, omoguceno je iterativho racunanje opterecenja u
¢vorovima u ovisnosti o produljenju elemenata. Takoder se vidi i kako razli¢it polozaj
leZajeva i udaljenosti medu njima utjeCu na oblik lancanice. Prva primjena vla¢no-tla¢ne
analogije vidljiva je kad se usporede okrenute linije lancanice i tla¢ne linije u kontraforama
na katedrali i pokazuje zasto su s vremenom postale olakSane. Jednom kad su graditelji
spoznali da prijenos boc¢nog opterecenja iz zidova katedrale u tlo ovisi o obliku i
opterecenju na samu kontraforu, omogucilo se izdubljivanje bocnih zidova, a upravo je
takva arhitektura jedna od glavnih prepoznatljivost gotickih katedrala. Na slici 24 prikazan
je oblik lan¢anice opterecene vlastitom tezinom iz programa FDM.

Slika 24 - Lancanica opterecena
vlastitom teZinom
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VLACNO-TLACNA ANALOGIJA

Usporedni prikaz isje¢aka lanca kroz kontrafore na izgradenom djelu Sagrade Familie,
preslikan oko horizontalne osi i uvec¢an tako da odgovara prikazu analize tla¢nih linija
vidljiv je na slici 25.
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Slika 25 - Tlacne sile na izgrdenom dijelu Sagrade Famillie
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4.3.Sagrada Familia — Isusov toranj

Centralni toranj poznate barcelonske katedrale Sagrade Familie jos je u fazi izgradnje.
Kada bude izgraden, ucinit ¢e Sagradu Familiu najviSom katedralom na svijetu, poveéavsi
joj visinu na 170 metara. Sam toranj gradi se od visine svoda katedrale koji je na 60
metara, tako da je sam toranj visine oko 110 metara. Kako se graditelj Antoni Gaudi
koristio upravo svojstvima lancanice pri projektiranju, toranj bi trebao odgovarati obliku
okrenute lan¢anice, zaokrenute oko svoje osi. Kako znamo da je podnozZje tornja promjera
20 metara, u primjeru je koriSten upravo taj razmak za pocetnu duljinu lancanice te je
podijeljen na 20 elemenata, zatim, zadana je duljina svih dijelova lan¢anice od 11 metara,
Sto bi na kraju iteracije trebalo stvoriti oblik visine od spomenutih 110 metara.
Zadavanjem upravo predvidenih, to jest projektnih vrijednosti, o€uvane su proporcije koje
je Gaudi zamislio i dobio se oblik upravo slican nacrtima stvarnog tornja. Lancanica je
okrenuta i stvorena je rotacijska ploha u programu Rhino 6.

108.82

Slika 26 - Lancanica i pripadni
luk
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Na slici 27 prikazana je preslika originalnog autorovog nacrta Sagrade Familie sa
usporednom plohom dobivenom rotacijom lancéanice.

Slika 27 - Preslika originalnog Gaudijevog nacrta Sagrade Familie
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4.4.Sator

U kontekstu vlacno-tla¢ne analogije, primjena dvodimenzionalnih mreZza omogucava
pronalazak sloZzenih oblika jednoslojnih tla¢nih resSetkastih konstrukcija kao direktno
prosirenje primjene metode gustode sila na ¢vorove i elemente u prostoru. Tako dobivene
elemente mreze zamjenjuju kruti Stapovi te se dobiva oblik traZzene konstrukcije.

Slika 28 - Pocetni oblik mreZe kako je zadan u programu FDM | konacni oblik nakon iteracije
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VLACNO-TLACNA ANALOGIJA

Slika 29 — Tlocrtni prikaz konacne iteracije opterecene mreze

Slika 30 - Pogled sprijeda na okrenutu tlacnu resetku
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4.5.Versandhalle Coop

U kona¢nom primjeru, prikazana je uporaba modela napetih mreZa proracunatih
pomocu metode gustoce sila kao simulacije ovjeSene tkanine. Da bi uopce mogli
pretpostaviti da je ponasanje mreze slicno membrani, potrebno je uracunati veliki broj
gusto postavljenih ¢vorova i elemenata, nadalje, ni to u potpunosti ne uklju€uje sve razlike
ponasanja prave membrane i ovog modela, ali omoguduje prikaz nekih slicnosti. Za
usporedbu je odabrana hala koju je projektirao Heinz Isler koristec¢i se napetom tkaninom
u vlaku u oba smjera, a dimenzije mreZe ponovno su uzete tako da odgovaraju
dimenzijama izgradene hale. Konacna iteracija programa FDM izgledom odgovara
izvedenom obliku Versanhalle, koja je potom i izbusena sa okruglim rupama koje ne
utje¢u na promjenu oblika kod modeliranja, ali preciznije razlike nije moguce utvrditi bez
usporedivanja kontrolnih to¢aka na ovoj i stvarnoj ljusci. Koristeéi se programom Rhino 6
na dobivenoj mrezZi uzete su koordinate tocaka, koje su potom interpolirane kako bi se
dobila zakrivljena ploha koja prolazi njima. Kako se ova metoda ionako ne koristi za
dobivanje izvedbenog oblika, ve¢ samo za trazenje optimalnog oblika prije samog
proracuna, potrebno je paziti na pojavu prevelikih naprezanja u dijelovima ljuske,
pogotovo na rubovima i kutovima konstrukcije krova, te pojave izvijanja same ljuske.

Slika 31 - Neopterecena mreZa
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VLACNO-TLACNA ANALOGIJA

Slika 32 - Tlocrtni prikaz opterecene mreze

Slika 33 - Pogled na mrezu u vlaku
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VLACNO-TLACNA ANALOGIA

Slika 34 - Interpolirana ploha — simulacijski model

Slika 35 — Skica izvedenog objekta
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5. Zakljucak

Poznavanje osnovnog principa vla¢no-tla¢ne analogije pruza uvid u mnoge velike
graditeljske pothvate, kako kroz povijest, tako i danas. Mnogobrojne i jednostavne
metode, kako fizikalne, tako i numeri¢ke, omoguéavaju slobodno i skoro neograniceno
postavljanje i trazenje novih kreativnih oblika konstrukcija i obogadivanje graditeljske
bastine stvorene izvan okvira uobicajenih oblika.
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