SVEUCILISTE U ZAGREBU
GRADEVINSKI FAKULTET

ZAVRSNI RAD

Inacice Crossova postupka

Ivan Manovié
Mentor: prof. dr. sc. Kresimir Fresl

Zagreb, rujan 2020.






SADRZA]

1. Uvod

2. Crossov postupak
2.1. Opis, definicijeiizvodi . . . . . .. .. ... ... L.
22, Primjer . ... oL e e e
2.3. Jacobijev iteracijski postupak . . . . .. ...
2.3.1. Crossov postupak kao modificirani Jacobijev postupak . . . .
2.4. Gauss-Seidelov iteracijski postupak . . . . .. ... oL

2.4.1. Crossov postupak kao modificirani Gauss-Seidelov postupak .
3. Nacini obilazenja ¢vorova
4. Primjeri i analiza broja racunskih koraka
5. Zakljucak

Literatura

e <N N \S TN 8}

14

19

24

25

il



1. Uvod

Kroz povijest, gradnja konstrukcija za razne namjene je bila neizbjezna. U pocetku
su to bile jednostavne gradevine koje su se gradile intuitivno i iskustveno po pitanju
stabilnosti i nosivosti. S vremenom su gradevine postajale sve sloZenije pa je nastala
potreba za osnovnim proracunima. U bliZoj povijesti uvedena su odredena pravila,
zakonitosti 1 terminologija kako bi poznavanje i pristup rjeSavanju problema bio dos-
ljedniji, opéenitiji i univerzalniji. Razvijane su mnoge metode proracuna konstrukcija
u teZnji za pojednostavljenjem, odrZanjem dosljednosti i tocnosti istih. Kao $to je ve¢
receno, konstrukcije su postale poprilicno sloZene Sto povlaci i sloZene postupke izra-
cuna velikog broja nepoznanica, uz odredene ulazne parametre i odredena ogranicenja.

Kako bi se izbjeglo iscrpno rjeSavanje sustava jednadzbi u Zelji izravnog otkrivanja
vrijednosti nepoznanica, mudrim odabirom suvis$nih nepoznanica na osnovi pojednos-
tavnjujucih pretpostavaka, iskoriStenjem uvjeta simetrije i rubnih uvjeta mozemo uma-
njiti broj nepoznanica do prihvatljive razine. No 1 dalje, uz odredene uvjete, moze se
olaksati posao odredivanja nepoznanica postupnom aproksimacijom. Postupci proz-
racuna koji se temelje na ideji postupne aproksimacije rjeSenja nazivaju se iteracijski
odnosno relaksacijski postupci.

Ovdje je razloZen jedan od relaksacijskih postupaka — Crossov postupak. Objas-
njen je sam postupak i povezan je s Jacobijevim iteracijskim postupkom i1 Gauss-
Seidelovim iteracijskim postupkom rjeSavanja sustava jednadzbi. Nadalje, usporedene
su inaCice Crossova postupka odnosno moguci nacini obilaZenja i uravnoteZavanja
¢vorova. Kako se ¢vorovi ne bi obilazili ru¢no 1 postupci bili podloZni slu€ajnim gre-
Skama, za potrebe ovog rada upotrijebljen je programski alat SageMath. U njemu je
implementirana pojedina inacCica te je ispravnost samog koda utvrdena usporedbom
dobivenih rezultata s onima iz programa RFEM. U konacnici napravljena je analiza i

usporedba inacica provedenih kroz nekoliko primjera.



2. Crossov postupak

2.1. Opis, definicije i izvodi

Crossov postupak ili metoda raspodjele momenata je iteracijski odnosno relaksa-
cijski postupak za rjeSavanje statickih sustava. Dakle, umjesto da se izravnim putem
(npr. rjeSavanjem jednadzbi metode pomaka Gaussovim eliminacijskim postupkom)
dolazi do ravnoteznog stanja sustava, u ovom slucaju se postupnim uravnoteZavanjem
¢vorova postiZze ravnoteza. Ovim postupkom se iteracijski priblizava rjeSenju zadovo-
ljavajuce tocnosti. Buduéi da postupak brzo konvergira, ve¢ se nakon nekoliko koraka
iteracije postiZe prihvatljivo rjeSenje.

U proracun se ulazi uz nekoliko pretpostavaka i ograni¢enja. Pod djelovanjem
vanjskog opterecenja ¢vorovi sustava ¢e se zaokrenuti za neke kutove ¢ 1 pomak-
nuti za veli¢inu u, koja je za sve ¢vorove grede jednaka. U Crossovu postupku ce
se eventualne pomake wu sprijeciti dodatnom vezom (za tlo), a ¢vorovi ¢e se smatrati
nepomicnima i u ekvivalentom sustavu ¢e im se sprijeCiti zaokretanje. Na taj nacin
dobiva se nepomicni osnovni sustav.

Vanjsko optereéenje preuzima se momentima upetosti M, ;, na krajevima §tapova.
Osim zadanog djelovanja, momente na krajevima Stapova uzrokuju i zaokreti ¢vorova,

pa je ukupna vrijednost momenta na kraju ¢ Stapa {7, j} jednaka

U samome cvoru ¢ djeluju momenti jednakog iznosa, ali suprotnoga smjera kao Sto
su na krajevima prikljucenih Stapova {1, j; } 1 eventualni koncentrirani vanjski moment

M ;. Ravnotezu ¢vora nalaze uvjet

Ji

Ako s M; oznaCimo zbroj svih poznatih nam momenata

M; = Z(—M”Z) + M;,
Ji



jednadZba ravnoteZe ¢vora poprima oblik

- (Z 4/%) pi — Y 2kijps, + M; = 0. (2.2)
Ji ji

Kutovi ¢ moraju zadovoljavati jednadZzbu (2.2) za svaki ¢vor konstrukcije. Umje-
sto izravnog izraCunavanja pravih vrijednosti ¢y, moZe im se postupno priblizavati.
Pretpostavkom kutova zaokreta goéno) susjednih ¢vorova naruSava se ravnoteZa proma-

tranog ¢vora za M <(>n<>). Opcenito Ce vrijediti

. (Z 41%’) o) =3 2k + My = M (2.3)
Ji

Ji

gdje je Mi("i) neuravnoteZeni ili rezidualni moment. Prave vrijednosti koje zadovolja-

(no)

vaju jednadzbu (2.2) razlikuju se od kutova ¢, °’ za priraste Agg:

Ji Ji

Oduzme li se od te jednadzbe jednadzba (2.3), dobiva se rezidualna jednadZba

- (Z 4/@,],) Api— ) 2 A + MM =0, (2.4)
Ji Ji

Pri ponovnom uravnoteZavanju opet se ostali ¢vorovi pri¢vrste, a promatrani ¢vor do-

datno zakrene, pa je prirast kuta potreban za uravnotezenje

(ni+1) _ Mz‘(ni)
Ayp; = > ik, . (2.5)
Izraz (2.5) se moZe upotrijebiti u slu¢aju kada su Stapovi {i, j;} obostrano upeti.
Ako nisu svi Stapovi obostrano upeti, onda je izraz malo modificiran. Za primjer pri-
kazan na slici 2.1 Ce vrijediti malo drugacija formula uvjetovana rubnim uvjetima na

krajevima j; Stapova {i, j; }:

A@(nﬁ_l) _ Mi(m)
! 41{5@',]' + 41{5@1 + 3ki,k + ki,m‘

Iskoriste 1i se jednadZzbe (2.1) 1 (2.5), mogu se dobiti sljedeca dva izraza:

Ak

" N 1 o
AM]&-,;+1) — 2]{]“1A80§ i+1) _ §AMZ(JZ+1) 2.7)



T7777777.

Slika 2.1

Iz prethodnih jednakosti da se zakljuciti kako promjenu kuta zaokreta prati promjena
momenta, pa se brojano izraCunavanje kutova ¢, moZze izostaviti. Momenti se mogu
odmah racunati zbog prolaznosti znacenja vrijednosti kutova zaokreta. Prethodno na-
vedeno razlikuje Crossov postupak od Calisavljevog.

Neka je koeficijent krutosti ¢vora ¢ definiran sa
ki = Z 4ki:ji7
Ji

a razdjelni koeficijent u ¢voru ¢ za Stap {i, j;} definiran sa

Ak j,
Mij; = B

Ocito vrijedi
Z pij;, = 1.
Ji

UvrStavanjem izraza za p; j, u jednadzbu (2.6) dobiva se

AMi(,?Z+1) = 'UJi»jiMz‘(m)
iz Cega slijedi
> AN — )
2,04 (2
Ji
odnosno

04

=AM+ M =, (2.8)
Ji



Izraz (2.8) pokazuje kako je moguce uravnoteZiti ¢vor ¢ dodavajuéi moment jed-
nakog intenziteta, ali suprotnog smisla vrtnje rezidualnog momenta Mi(m). Dodani
moment se, nadalje, raspodjeljuje na prikljucene Stapove u omjerima njihovih krutosti
(slika 2.2). Navedeno upucuje na dodatni naziv Crossova postupka — postupak raspo-

djele momenata.

M~(ni) M(n,)

@ | AV cks o

—
‘Mi(ni) ‘ AM(nﬁ_l) {’\

Slika 2.2

U jednadzbi (2.7) se vidi kako uravnoteZenje ¢vora ¢ narusava ravnoteZu susjed-
nih ¢vorova. To¢nije reeno, polovina vrijednosti momenta na kraju 7 Stapa {4, j; } se
prenosi na kraj j — prijenosni koeficijent jednak je 1/2. Sve prethodno vrijedi za slu-
¢aj obostrano upetih Stapova. Ako je Stap jednostrano upet ili mu je na jednom kraju

klizno upeti leZaj, prijenosni koeficijenti su 0 i -1 redom (slika 2.3).

1/2 ; \ / -1
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Slika 2.3

Crossov je postupak relaksacijski, jer se pri svakom uravnotezenju izracunavaju
prirasti vrijednosti momenata. Kona¢ne vrijednosti momenata se dobiju tako da se na
svakom kraju Stapa zbroje vrijednosti svih momenata — momenata upetosti, raspodije-
ljenih i prenesenih momenata koji su se na njemu pojavili.

U nastavku rada bit ¢e navedeni i opisani moguci redoslijedi obilazaka ¢vorova,

prednosti 1 nedostaci pojedine inacice te usporedba brzine konvergencije.



2.2. Primjer

U nastavku je rijeSen primjer sa slike 2.4 Crossovim postupkom.

=

e

P=100 kNm _|E| ._;E)
g=24 kN/m'
a LWL ]
@ 8El @ 8El @ 8El W@
El El UE)
7 8)
A P cccced N
L 5m L 5m L 5m L
4 7 7 Ll
Slika 2.4
Prvo se odreduju krutosti Stapova
k12 =ksa=kys=kse = %,
kos=kyz=kss = %

1 krutosti ¢vorova

38EI | 4-BI _ 28EI
ko = 3k12 + dkoy = =5 + =57 = =5,

k‘4 — 4]%,274 + 4]%,374 + 4]{:475 + 3]{:477 — 4TEI + 4-85EI 4 4-8K1 4 % — 715EI’

ks = dkys + Aks g + 3k g = L8EL 4 2L 4 S8BT GOBI

Nadalje, dobivaju se razdjelni koeficijenti:

_ 3ki2 __ 6 _ dkos 4 _ 4k4s 08
H2,1 = — 7 Ha2 = == = 71> M54 = 3.~ = 15°
_ 4koa 1 _ 4k3a _ 32 _ 4dkss 1
M2,4 - k2 - 7 /1473 - k4 - 71° ILL5,8 - k5 15°
_ dkas _ 32 _ 3kss _ 6
Hajs5 = 5~ = 71> H56 = 3.~ = 15

/’1’4,7 = k4 == ﬁ5



Na osnovi zadanog vanjskog optereCenja P = 100 kN i ¢ = 24 kN/m’ izracuna-

vaju se momenti upetosti

]_W4’2 = —]_W24 = Ploa = % = 62,5kN1’1’1,
]\_/[4,5 =—M;s4= Ths _ 2‘{252 = 50 kNm.

Nakon $to se odrede pocetni rezidualni momenti

MY = 62,5 kNm,
M =112, 5 kNm,
M = —50 kKNm,

za potrebe ovog primjera odabrat ¢e se ¢vor s najveéim rezidualnim momentom. Su-
protna vrijednost rezidualnog momenta se podijeli na uravnoteZujue momente u omje-

rima razdjelnih koeficijenata:

—
~

AMY = juuy - (~M{”) = & - (~112,5) = —6,3 kNm,
AM) = pgg - (—M) = 2. (~112,5) = —50, 7 kNm,
AMY = s - (~M) = 2. (~112,5) = —50, 7 kNm,
AMY = puz - (-M”) = 2 - (~112,5) = —4,8 KNm,

Prepoznaje se da je Zj4 AMSA = —Mio) = —112,5 kNm. Zadovoljen je izraz (2.8)
Sto znaci da je ¢vor u ravnoteZi. Sljedeéi korak je prijenos dijelova momenata na su-

sjedne Cvorove:

MY = M 4 AN = 62,5+ 1+ (6.9 = 65, 7R,
M =M M =04 (30.7) 50, TN,
Mél) _ M5(0) + %AM;&? = —50 + % - (=50,7) = =75,4 kNm.

Dakle, dobiveni su novi rezidualni momenti nakon prvog koraka iteracije. Drugim
korakom iteracije se opet uravnotezuje ¢vor s najveéim rezidualnim momentom. Nas-
tavak iteriranja je prikazan na slici 2.5. Nakon §to se postigne zadovoljavajuca to¢nost
(rezidualni momenti M; — 0), na svakome kraju Stapa se zbroje svi ikad pojavlji-
vani momenti tokom izvodenja postupka. Dobiveni zbrojevi predstavljaju konacne
momente.

Zadani primjer je nepomicni sustav. Stoga se odmah dobivaju kona¢ni momenti
nakon prvog uravnotezavanja ¢vorova. U slucaju da su u sustavu dozvoljeni transla-
cijski pomaci, postupak se provodi u dva dijela. U prvom dijelu se rjeSava nepomicni
sustav koji nastaje spreCavanjem pomaka dodavanjem pridrzanja. Dobivene momente
od stvarnih razlikuje utjecaj pridrzanja. U pridrZzanjima se javljaju reakcije koje se

mogu izracunati iz ravnoteZe horizontalnih sila. U nastavku se sustav opterecuje reak-
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Slika 2.5

cijama suprotnog smjera na mjestima pridrZanja. Na taj se nain poniStavaju reakcije
pridrzanja. Do kona¢nih momenata se dolazi prosirenjem Crossova postupka ili pak

nekim drugim relaksacijskim postupkom.

2.3. Jacobijev iteracijski postupak

Jacobijev iteracijski postupak je iteracijska metoda rjeSavanja sustava linearnih jed-
nadzbi oblika:

a1 + a12T9 + - - - + ATy — bl

2171 + Q22%2 + -+ + Gop Ty = bo

Ap1T1 + ApaTo + + - + GppTy = bn

Isti sustav se moZe zadati i u matri¢cnom obliku Ax = b gdje je

a1; a2 - Aip T by

Q21 Qg2 -+ A2y T2 . by
A= , X = i b=

an1  Ap2 Ann Ty bn




Neka su elementi na glavnoj dijagonali matrice A razliciti od nule. Rastavimo A tako
daje A=L+ D+ R gdjesu

[0 0 - 0] a0 ]
. a.21 0 --- 0 b 0 Q?Q o0
I Apl Gpo - O | I O 0 Ann |

—0 aia aln_

— 0 0 a?n

KR 0 |

L je donja, a R gornja trokutasta matrica s nulama na glavnoj dijagonali dok je D

dijagonalna matrica. Sada se izraz Ax = b moZe prikazati kao
Dx*) = (L + R)x™ + b, k=0,1,2,..

Buduci da su elementi na glavnoj dijagonali matrice D razliciti od nule, postoji inverzna

matrica D™, PomnoZi li se prethodni izraz s lijeva s D!, dobiva se da je
x&) = D YL+ R)x® + D 'b. (2.9)

Izraz (2.9) je ekvivalentan sustavu
oY = apal? +aal” + o+ el + 8

x(2k+ ) — = Qg9 xg ) + ozggx(k) + -+ 042nx7(1k) + B

l'gzk—‘rl) = Oénlxgk) + Oéanék) + -+ Oznn—lxﬁlkf)l + 67“

gdje je a;; = —Z—J i6; = ab— Iz prethodnog vrijedi da je

) Z% W46 = (b—Zaw ) i=1,2,...,n.  (2.10)

J#i j#i

Jacobijeva metoda podrazumijeva rjesavanje prve jednadzbe po z, druge jednadzbe
po x5 1 tako do n-te jednadZbe gdje se racuna x,,. ZapocCinje se tako da se aproksimira
T
rjeSenje sustava x(©) = [@{0), 9350), e a:%o)] . Iz pocetne aproksimacije prvim korakom

iteracije se dobiva prvo priblizno rjesenje xV) = [:cgl), xé ), . x%l) . Iteriranje se

nastavlja sve dok se ne postigne zadovoljavajuca vrijednost x ili odredeni broj koraka.

9



Iz izraza (2.10) se vidi da se jednadZbe mogu rjeSavati bilo kojim redoslijedom, jer
k-ti korak iteracijskog postupka ovisi samo o prethodnim koracima, a ne o rezultatima
iz istog koraka iteracije. Niz x(® x(1) .. x® konvergira ka x, ako i samo ako je
limg o 2% = 24, Vi = 1,2, ..., n. Konkretno, Jacobijev iteracijski postupak ée konver-
girati ako je promatrana matrica dijagonalno dominantna (ponekad moZe konvergirati
i izvan uvjeta). Uvjet konvergencije je |a;i| > >°.;la;|, Vi = 1,2,...,n, uz *>" za

barem jedan i. Konvergencija ne ovisi o odabiru pocetne aproksimacije x(®.

2.3.1. Crossov postupak kao modificirani Jacobijev postupak

Rijesiti neki staticki sustav je zapravo rjesavanje jednadzbe Ku = m gdje je K matrica

krutosti sustava, u je vektor stupac kutova zaokreta, a m je vektor stupac momenata u

¢voru:
_k?n kg - lﬁn- -901- -Ml-
e i P Il I e
_k:nl kpa --- k:nn_ | #n | _Mn_

Sustav jednadZbi neka bude dosljedan onome u Jacobijevu postupku:

k11%0§k+1) = — (k’ 2902 —l— k?13S0 -+ k?1n807(1k)) + M,
k’2290§k+1) = - <k2130§k) + kzssog(),k) + -+ k:ZnSOng)> + M,
knn(P?(Ik+1) = - (knl(pl + kn2(102 +oee 4+ knn,ﬁO;k_)l) + Mn’
odnosno
ki F T = Z kijol + M;. 2.11)
JF

Posto je k;; = Zj 4k; ;1 M; ; = 2k; jp;, gornji izraz moZze izgledati kao

k:+1 M Z

JFi

1z prethodne jednadZzbe vidimo kako novi moment u ¢voru nastaje promjenom postoje-
¢eg momenta za iznos sume prenesenih momenata sa susjednih ¢vorova. Da se uociti
kako su svi preneseni momenti dobiveni u prethodnoj iteraciji, Sto je karakteristi¢no za

Jacobijev iteracijski postupak.

10



Kad bi se izraz (2.11) oduzeo od jednadzbe kiicpgkw) = — Z;;Z kijg@;kJrl) + M;

(sljedecega koraka iteracije), nastao bi izraz

k’u‘ASngH) = - Z kijA¢§k)7
J#
ako je Agpl@ = gogkﬂ) — @’“). Nadalje, kad bi se dobiveni izraz pomnoZio s 4k;; i
podijelio s k;;, dobilo bi se
— Ak —
i Ap" Y = == Thiag)?.
T
Uzme li se u obzir da je ki,i = Zj 4ki,j’ AMZ‘J‘ = 2]{31‘7]‘A(,0j i AMZ‘J‘ = 4]@’”A()OZ,
konac¢no se dobiva ®
Apptrd) — _hi AM;,
" 2k iz 2

JednadZzba (2.12) je op¢i oblik Crossova postupka za istodobno uravnoteZavanje

(2.12)

svih ¢vorova sustava. Ista jednadZba je ekvivalentna jednadzbi (2.10). Prema tome, ako
se u Crossovu postupku istovremeno uravnotezavaju svi ¢vorovi iz iteracije u iteraciju,

mozZe ga se smatrati modifikacijom Jacobijeva postupka.

2.4. Gauss-Seidelov iteracijski postupak

Gauss-Seidelova metoda je jako slicna Jacobijevoj metodi. I u ovom slucaju rijec
je o iteracijskom postupku gdje se postupnim aproksimacijama dolazi do rjeSenja.
Opet promatramo sustav jednadZbi matri¢no zapisan Ax = b. Neka vrijede sve

iste pretpostavke kao i na pocetku odjeljka 2.3. Jacobijev iteracijski postupak. Vrijedi:
(L + D)x® = _Rx®™ 4 b, k=0,1,2,..

Intuitivnije je navedeni izraz odmah mnoziti s lijeva inverznom matricom (L + D)1,
ali ovaj put je bolje pomnoziti s lijeva inverznom matricom D™, jer ju je lakSe pronadi.
Dobiva se

(DL 4+ D)x®&Y = _D'Rx® + Db,

iz Cega slijedi
x&+t) = DIkt _ pD-IRx® 4 -1y, (2.13)

11



Kada bi se jednadZba (2.13) raspisala u obliku sustava jednadzbi to bi izgledalo ovako:

2 = apal? + el + -+ annal” + By
ZL’UH_l) Oégll'gk b + Oz23l':())k) + -+ Q2n$$1k) + BQ
xgﬁ_l) = Olnﬂgkﬂ) + an2$§k+1) +-+ Opn— 1[[‘( ) + ﬂn

Prethodni sustav daje izraz

k+1) Zaw (k+1) n Z i ) + 8.

J=i+1
Ako se uzme u obzir da je o;; = —Z—] 16 = ;’—, onda gornji izraz poprima oblik
1 i—1
o = — <b¢ 3 ayaltty Z aij@ (’“> =120 (214)
Qi ,
j=1 j=i+1

Iz jednadzbe (2.13) raspisane u obliku sustava jednadzbi se mozZe uvidjeti Sto na-
laze Gauss-Seidelov postupak. Kao i1 kod Jacobijevog postupka u prvoj jednadzbi se

traZi x1, u drugoj x5 i tako dalje. Zapocinje se tako Sto se u prvu jednadzbu ulazi sa

inicijalnim aproksimacijama xg’), xéo), e 2. No za razliku od J acobijevog postupka

u kojem se u svaku jednadzbu ulazi s inicijalnom aproksimacijom, u drugu jednadzbu

uvr§tavamo mg ), xé ), . x%o) 1 tako sve do posljednje n-te jednadZbe u koju uvrStavamo

xgl), a:é ), e 7(1 )1 Postupak konvergira uz iste uvjete kao i Jacobijev postupak.

Ako iteracijski postupak konvergira, jasno je da ée x**1) biti blize x nego §to ée

o Y . o oy (k1 ‘o
to biti x. Dakle, brZe se dolazi do rjeSenja ako se za izra¢unavanje xi ;{ ) uvrStavaju
k1) (k41 k+1 Y g
"novije" vrijednosti x( * ), xé * ), e xl( ™) Prema tome moze se zakljuciti da Gauss-

Seidelov postupak brZze konvergira od Jacobijevog (postoje iznimke primjera matrica

gdje to nije tako ili gdje se konvergencija uopce ne ostvaruje).

2.4.1. Crossov postupak kao modificirani Gauss-Seidelov postupak

Kao 1 u pododjeljku 2.3.1. promatra se izraz Ku = m gdje je K matrica krutosti sus-

tava, u je vektor stupac kutova zaokreta, a m je vektor stupac momenata u ¢voru:

kin ki - ki ¥1 M,
ko1 koo -+ ko M.
el T el I
knl an knn ©®n Mn
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Neka promatrani sustav jednadzbi bude po uzoru na onaj Gauss-Seidelova postupka:
k?nSO(kH) <k12902 + ]f13903 +oee kmSOv(ak)) + M,

ka2py D) — <k‘2190§k+1) + k2390§,k) + k’zn@%k)> + M,

oD = (knwgku) T knnfup,(fff)) LML

Vrijedi jednakost

oD ka P = N kil + M (2.15)

j=it1

Zak;;, = Zj 4k; ;1 M; ; = 2k; jp;, gornji izraz postaje

MO -3 T S T
z > Ty 2
U odnosu na modifikaciju Jacobijeve metode, ovdje se pojavio jo§ jedan ¢lan u izrazu.
Zapravo suma koja se javlja kod modifikacije Jacobijeve metode je u ovom slucaju
podijeljena u dvije sume — u jednoj se zbrajaju preneseni momenti prethodnog, a u
drugoj trenutnog koraka iteracije.

Iz izraza (2.15), na isti naCin kao i u modifikaciji Jacobijeve metode, moze se dobiti

da je

i—1 n

k k k
kD) = — Z k?iinﬂg- - Z k?iinﬂg- ),

j= Jj=i+1

odnosno . (e41) "
—k. O AMY " OAMY
AMEY = 79 S B (2.16)
Z i JZ_; 2 j_zzu; 2

JednadZzba (2.16) prikazuje op¢i oblik Crossova postupka u kojemu se uravnote-
Zava Cvorove s "najnovijim" izraCunatim momentima. Da se primjetiti kako je jed-
nadzba (2.16) zapravo modificirana jednadzba (2.14) koja predstavlja Gauss-Seidelov

iteracijski postupak.
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3. Nacini obilazenja Cvorova

Glavni ulazni parametri u dimenzioniranju konstrukcije su unutarnja naprezanja
konstrukcije. Unutarnja naprezanja su posljedica uravnotezenja sustava pod utjecajem
vanjskog optere¢enja. Dakle, kljucni korak za projektiranje stabilne konstrukcije je
upravo odredivanje unutarnjih naprezanja — momenata u ¢vorovima. Ve¢ je spomenuto
kako postoje izravne i neizravne metode proracuna. U ovom radu je razradena jedna
od neizravnih metoda — Crossova iteracijska metoda.

Crossov postupak konvergira. Moze se, izmedu ostaloga, uociti kako redosli-
jed obilaZenja ¢vorova odnosno redoslijed rjeSavanja jednadZzbi ravnoteZe ¢vorova ne
utjece na konvergenciju. Drugim rijeCima, kad-tad ¢e se doci do rjeSenja. Stoga se
postavlja pitanje koji su moguci redoslijedi?

U proSlom poglavlju razjasSnjena su dva osnovna principa iteriranja — Jacobijev i
Gauss-Seidelov. Kod Jacobijevog postupka, samim time 1 kod Crossova postupka kao
njegove modifikacije, uocava se da se rjeSavanje jednadZbi odnosno uravnoteZavanje
¢vorova moZe obavljati istodobno. Iz toga je jednostavno zakljuciti da se neovisno o
redoslijedu obilaZenja ¢vorova dolazi do traZene tonosti rjeSenja s uvijek istim brojem
koraka iteracije. Kako se parametri iz jednadZbe u jednadzbu "osvjezavaju", u Gauss-
Seidelovoj verziji se redoslijedi obilaska ¢vorova razlikuju po pitanju broja potrebnih
koraka iteracije. Stoga, u nastavku, ima smisla "baciti u isti ko§" Crossov postupak
kao modificirani Jacobijev postupak i inacice Crossova postupka na osnovi Gauss-
Seidelova postupka. U nastavku su navedene neke od mogucih inadica Crossova pos-
tupka koje su za potrebu analize broja koraka implementirane u programskom alatu
SageMath. Pored samog opisa za svaku inacicu postupka priloZen je i odgovarajuci
pseudokod.

Prije svega, prvo treba definirati neke varijable i pomo¢ne funkcije koje ée se, na-

dalje, upotrebljavati u pseudokodovima inacica:
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1. nodesForVisit — lista Cvorova sustava koji se relaksiraju;

2. residualMoments —mapa pripadajucih vrijednosti rezidualnih momenata za svaki

¢vor sustava;

3. CALCULATE_RESIDUALS — pomoc¢na funkcija koja rekalkulira rezidualne mo-

mente u ¢vorovima;

4. RELAX_STEP — pomoc¢na funkcija koja za zadani ¢vor obavlja postupak relaksa-

cije (uravnotezuje ga);
5. MAX — pomo¢na funkcija koja vraca ¢vor sa najve¢im rezidualnim momentom;

6. ERROR_FUNCTION — proizvoljna matematicka funkcija pogreske kojom se de-
finira udaljenost od tocnog rjeSenja; vrijednost moze posluziti kao uvjet za zaus-

tavljanje postupka;
7. SHUFFLE — funkcija koja na slu¢ajan nacin mijenja poredak elemenata u listi.

1. Nasumic¢no odabiranje ¢vorova — najjednostavnija izvedba Crossovog pos-
tupka utemeljena na Gauss-Seidelovoj metodi. Ovdje se za svaki iteracijski korak na
slucajan naCin odabire ¢vor koji se uravnotezuje. Uvjet je da se ne odabire ¢vor koji
je odabran u prethodnom koraku, kako bi se izbjegli koraci kojima se ne pribliZavamo

kona¢nom rjeSenju.

Pseudokod 1 Nasumic¢no odabiranje ¢vorova

1: lastVisitedNode < undefined, error <— oo, iteration < 0
2. while iteration < MAX ITER && error > TARGET ERROR do
3: nodel oV isit + SHUFFLE(nodesEorVisit)[0]

4: while nodeToVisit == lastVisited N ode do

5: nodeT oV isit < SHUFFLE(nodesForVisit)[0]
6: end while

7: RELAX_STEP(nodel oVisit)

8: residual M oments < CALCULATE_RESIDUALS( )
9: error <— ERROR_FUNCTION(residual M oments)

10: iteration < iteration + 1

11: end while
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2. Cvorovi s najveéim momentima — uvijek se posjecuju oni ¢vorovi u kojima je
najvedi neuravnotezeni moment. Dakle, uravnoteZenje statickog sustava se zapocinje
u ¢voru koji ima najveéi moment izazvan zadanim optereéenjem. Nakon prve itera-
cije "titulu" najveCeg momenta preuzima neki drugi ¢vor te se njega u drugoj iteraciji

uravnotezuje.

Pseudokod 2 Cvorovi s najve¢im momentima

1: error < oo, iteration < 0
while iteration < MAX_ITER && error > TARGET_ERROR do
nodeT oV isit < MAX(residual M oments)
RELAX_STEP(nodeT oV isit)

error < ERROR_FUNCTION(residual M oments)

2:
3
4
5: residual M oments < CALCULATE_RESIDUALS( )
6
7 iteration < iteration + 1

8:

end while

3. Isti redoslijed u svakom ciklusu — prvo se zadaje ili nasumicno odabire redos-
lijed obilaZenja ¢vorova. Redoslijed uzima u obzir svaki ¢vor jednom. Isti se ponavlja
kroz sve cikluse obilazenja. Na taj nacin je osiguran jednak broj obilaZzenja svakog

¢vora.

Pseudokod 3 Isti redoslijed u svakom ciklusu

1: error <— oo, iteration <0

2: nodesForVisit + SHUFFLE(nodesForVisit)

3: while iteration < MAX_ITER && error > TARGET_FERROR do
4 indexToVisit < iteration % LENGTH(nodesForVisit)

5: nodeToVisit <— nodesForVisit[indexT oV isit]

6 RELAX_STEP(nodel oVisit)

7 residual M oments < CALCULATE_RESIDUALS( )

8 error < ERROR_FUNCTION(residual M oments)

9 iteration < iteration + 1

10: end while

4. Razliciti redoslijed u svakom ciklusu — inacica je sli¢na prethodnoj. Umjesto
da se isti redoslijed provlaci kroz sve cikluse, u svakoj ¢e biti drugaciji. Dakle, za
svaki ciklus uravnoteZenja ¢vorova se nasumicno odabire novi redoslijed. Pseudokod

u odnosu na prethodnu inacicu ima malu preinaku.
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Pseudokod 4 Razliciti redoslijed u svakom ciklusu

1: error < oo, iteration <0

2: while iteration < MAX ITER && error > TARGET FEFRROR do
3: indexToVisit < iteration % LENGTH(nodesForVisit)

4 if indexToVisit == 0 then

5 nodesForVisit <~ SHUFFLE(nodesForVisit)
6: end if

7 nodeToVisit < nodesForVisit[indexT oV isit)

8 RELAX_STEP(nodel oV isit)

9 residual M oments < CALCULATE_RESIDUALS( )
10: error < ERROR_FUNCTION(residual M oments)
11: iteration < iteration + 1

12: end while

5. Istodobno obilaZenje svih ¢vorova — inacica u kojoj nema redoslijeda obi-
lazenja ¢vorova. U svakom ciklusu obilaska ¢vorovi se uravnotezuju istodobno. U
prethodnim nacinima osnova je Gauss-Seidelova metoda dok je u ovom slu¢aju Jaco-
bijeva. Stoga je algoritam malo drugaciji — dobivamo nove parametre tek nakon svakog
ciklusa obilaZenja umjesto svakog koraka (obilaska pojedinog ¢vora). Kako bi ova ver-
zija bila usporediva glede broja iteracija s ostalim verzijama, broj izvedenih iteracija

se mnoZi s brojem ¢vorova.

Pseudokod 5 Istodobno obilaZenje svih ¢vorova

1: error < oo, iteration <— 0

2. while iteration < MAX ITER && error > TARGET ERROR do

3: indexToVisit < iteration % LENGTH(nodesF orVisit)
4: nodeT'oVisit <— nodesForVisit[indexT oV isit]

5: RELAX_STEP(nodel oV isit)

6: if indexToVisit ==LENGTH(nodesForVisit)—1 then
7: residual M oments < CALCULATE_RESIDUALS( )

8: error < ERROR_FUNCTION(residual M oments)

9: end if
10: iteration < iteration + 1

11: end while
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U svaki od odabranih 5. nac¢ina obilaska ¢vorova sustava se ulazi s istim uvjetima,
ograni¢enjima i parametrima. Potrebni su pocetni momenti od zadanog opterecenja te
razdjelni 1 prijenosni koeficijenti za svaki ¢vor. Za realizaciju u bilo kojem program-
skom jeziku moZze ih se zadati u obliku mapa ili lista. Nadalje, priloZeni pseudokodovi
predstavljaju algoritme koje je lako implementirati. Postupak ée se izvoditi sve dok
se ne postigne trazena tocnost rjesenja ili Ce stati u slucaju dostizanja zadanog broja

iteracija. U konacnici je mogud ispis rezultata takoder u obliku lista ili pak grafova.
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4. Primjeri i analiza broja racunskih

koraka

Kako bi se mogle uvidjeti prednosti 1 mane pojedinog nacina obilazenja ¢vorova,
treba ih primjeniti na konkretnim primjerima. Kod uravnoteZavanja ¢vorova je naj-
bitnije da se do zadovoljavajuce to¢nosti dode sa §to manje obilazaka odnosno sa $to
manje koraka iteracije. To je jako bitno pogotovo u slucaju ru¢nog rjeSavanja.

U programskom alatu SageMath su implementirane sve promatrane inacice na os-
novi priloZenih pseudokodova. Svakom inacicom je rijeSen svaki od tri sustava prika-
zanih na slikama 4.1, 4.2 1 4.3.

"

/

R ad

e
S5

Slika 4.1: primjer 1

e
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LTI T ‘

B

Slika 4.2: primjer 2
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Slika 4.3: primjer 3

Postupci rjeSavanja inacica u kojima se nasumic¢no odabire redoslijed su ponovljeni
veéi broj puta kako bi rezultati bili Sto uniformniji i $to manje ovisni 0 samom nasu-
mi¢nom odabiru. Svi postupci su odradeni uz odredene uvjete i ograni¢enja. U prvom
sluCaju uravnoteZavanje sustava se odvijalo sve dok kona¢ni momenti nisu odstupali
od pravih kona¢nih momenata za zadanu vrijednost. U drugom slucaju uvjet prestanka
postupka je bio zadani broj koraka iteracije.

Na slikama 4.4, 4.5 1 4.6 su prikazani potrebni brojevi iteracijskih koraka za dosti-
zanje odredene to¢nosti rjeSenja za svaki od primjera. Potreban broj iteracijskih koraka
za svaki nalin obilaZenja dobiven je za to¢nost rjeSenja reda veli¢ine 1072, Iz priloZe-
nih histograma se vidi da neovisno o problemu koji se rjeSava, uvijek ée iste inaCice
biti bolje od drugih. Lako je za uociti da ako se obilaze ¢vorovi s najve¢im momen-
tima, do traZene to¢nosti rjeSenja se dolazi s naymanjim brojem koraka iteracije. No
razlika izmedu obilaZenja ¢vorova s najveéim momentima i obilaZenja ponavljaju¢im
redoslijedom u slucaju opseznijeg sustava nije tako velika, Sto se moZe vidjeti na slici
4.6. Nasumi¢no obilaZenje &vorova se pokazuje kao najlosiji izbor. Stovise, moze se
uociti da Sto je sustav sloZeniji, to je nasumicno odabiranje ¢vorova, kao metoda, sve
loSija. Dakle, za sustave s manje ¢vorova je daleko bolje obilaziti ¢vorove s najve-
¢im momentima, no s povecanjem broja ¢vorova, relativna razlika medu metodama,

izuzev nasumicne metode, je sve manja. Ovdje nije mjereno vrijeme izvodenja prora-

20



cuna, nego samo broj koraka. Treba napomenuti da usloZnjavanjem sustava nalaZenje

najvecéeg reziduala postaje sve dugotrajnije.

57
34
28
14
nasumicno odabrani  ¢vorovi sa najveéim ista sekvenca u razli¢ita sekvenca u
cvorovi momentima svakom ciklusu svakom ciklusu
Slika 4.4: primjer 1
61
30
25
17
nasumi¢no odabrani  ¢vorovi sa najveéim ista sekvenca u razli¢ita sekvenca u
cvorovi momentima svakom ciklusu svakom ciklusu
Slika 4.5: primjer 2
354
173
140
114
nasumi¢no odabrani  ¢vorovi sa najvecim ista sekvenca u razli¢ita sekvenca u
cvorovi momentima svakom ciklusu svakom ciklusu

Slika 4.6: primjer 3

Definirana je funkcija greske

43

istovremeno
obilazenje svih
¢vorova

49

istovremeno
obilaZenje svih
¢vorova

241

istovremeno
obilazenje svih
cvorova
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za k-tu iteraciju, gdje sustav ima n ¢vorova. Svaka od pet promatranih inacica uravno-
tezavanja ¢vorova je opisana navedenom funkcijom. Kako bi se rezultati mogli zgodno
usporediti, sve funkcije su prikazane na istim grafovima za zadane primjere (slike 4.7,
4.814.9). Na z-osi se nalazi broj koraka iteracije dok na y-osi iznos greske rjese-
nja. Takoder, y-os je u logaritamskom mjerilu kako bi odnosi funkcija bili uocljiviji.
Dakle, nakon svake iteracije je izraCunata funkcija greske (k) — srednja vrijednost
rezidualnih momenata svakog ¢vora. Sve funkcije poCinju iz iste tocke. Razlog je to
Sto, neovisno o inacici, rezidualni moment na pocetku je uvijek isti (za zadano opte-
reCenje). U slucaju istovremenog obilaZzenja ¢vorova funkcija je racunata tek nakon
obilaska svih ¢vorova §to je i vidljivo u grafovima.

Opet se uocava kako su odnosi funkcija viSe-manje isti, neovisno o statickom sus-
tavu koji se uravnoteZuje. Istie se inacica u kojoj obilazimo ¢vorove s najvecim mo-
mentima. U svakom slu€aju najbrZze konvergira ka pravom rjeSenju. Iz priloZenih
grafova se vidi kako za isti broj iteracija daje rjeSenje s puno vecom tocnoséu. Sljedeci
nacin obilaska, poprili¢no ucinkovit, je obilazak u ciklusima. Ako se redoslijed kroz
cikluse obilaZenja ne mijenja, dobit Ce se bolji rezultati nego kad bi se za svaki ciklus
generirala nova sekvenca. Iz grafa na slici 4.9 se vidi kako se "prednost" funkcije za
obilazenje ¢vorova s najve¢im momentima ne povecava nakon odredenog broja itera-
cija. Stoga se za opseZnije statiCke sustave slobodno moZe upotrebljavati i obilazak
redoslijedom. Nadalje, ako se ¢vorovi obilaze slu¢ajnim odabirom, nece se postici
prakti¢no rjeSenje za prihvatljiv broj koraka iteracije. Doduse, zbog konvergencije,

kad-tad ¢e se doc¢i do rjeSenja, ali pokraj ostalih inafica nema ju smisla prakticirati.

10! 4
10°
101 A

102 4

10-3 —CVOrovi sa najvecim momentima
ista sekvenca u svakom ciklusu
=razlicita sekvenca u svakom ciklusu
=nasumicno odabrani cvorovi
=istovremenc obilazenje svih cvorova

104

0 5 10 15 20

Slika 4.7: primjer 1
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Slika 4.8: primjer 2
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Slika 4.9: primjer 3

Medu loSijim (pa i najloSijom (slika 4.8)) pokazala se i ina¢ica u kojoj istodobno urav-
notezujemo sve ¢vorove. Takoder i ona neucinkovito konvergira kao i nasumic¢ni oda-
bir ¢vorova. No ne treba ju potpuno otpisati jer ima ona, u nekim okolnostima, i svoje

prednosti koje su spomenute u zakljucku.
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5. Zakljucak

RjeSavanje statickog sustava je moguce na poprilican broj nacina. Jedan od njih
je Crossov nacin. Pokazano je kako ni Crossova metoda nema jedinstveni slijed pro-
racuna. Iteracijski dio postupka u ovom radu je odraden na pet razli¢itih nacina. Pri-
mijenivsi inacice na razli¢itim primjerima slijedili su rezultati u obliku histograma i
grafova. Na osnovi broja iteracija, brzini konvergencije i funkciji pogreske naprav-
ljena je analiza.

Ustanovljeno je da je inacica u kojoj obilazimo ¢vorove s najve¢im momentima
najbolja u svakom pogledu. Primjenjive su i inacice u kojima ¢vorove obilazimo u
ciklusima. Dobiveni rezultati su za slu¢ajan odabir redoslijeda u ciklusu. Ako se moze
naslutiti povoljan redoslijed, on se moZe i izravno zadati, pa na taj nacin poboljSati
dobivene rezultate. Preostale dvije metode veC iziskuju previSe koraka iteracije za
precizno rjeSenje. U odnosu na ostale inaCica sporo konvergiraju. Metoda sluc¢ajnog
odabira je vrlo jednostavna, pa joj to ide u korist. Takoder i u slu€aju istodobnog
obilaska ¢vorova do rjeSenja se dolazi na jednostavan nacin. Ova inacica je zanimljiva
za paralelna racunala u kojima se svakom ¢voru moze dodjeliti "vlastiti" procesor, pa
se uravnotezenje svih ¢vorova zaista izvrSava istodobno. Isto tako, ako nam je potrebno
okvirno poznavanje rjeSenja, na taj se nacin, ru¢no, u nekoliko jednostavnih iteracijskih
koraka dolazi do prakti¢no primjenjivog rjesenja.

Dakle, u slucaju da sustav uravnoteZujemo kako bismo dobili konacne vrijednosti
momenata, najbolje je obilaziti cvorove s najve¢im neuravnotezenim momentima. Ko-
nacni momenti se dobivaju brzo i zanemarivo odstupaju od pravih vrijednosti mome-

nata te se mogu upotrijebiti za daljnje proracune dimenzioniranja.
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Inacice Crossova postupka

Sazetak

U radu je obraden jedan od relaksacijskih postupaka — Crossov postupak. U
prvom dijelu je opis postupka, izvedeni su svi potrebni izrazi te je postupak dodatno
pojasnjen kroz primjer. Nadalje su objasnjeni Jacobijev i Gauss-Seidelov iteracijski
postupak te je ostvarena poveznica s Crossovim postupkom. Naglasak rada je na ina-
¢icama Crossova postupka. Uz pomo¢ programskog alata SageMath ispitane su sve
inacice na istim primjerima statiCkih sustava. Konacno, napravljena je analiza racun-

skih koraka kao i sama usporedba inacica.

Klju¢ne rijeci: Crossov postupak, Jacobijev postupak, Gauss-Seidelov postupak, ina-

Cice, redoslijedi obilaZzenja ¢vorova, iteracijski postupak, relaksacijski postupak

Variants of Cross method

Abstract

This thesis deals with one of the relaxation methods — the Cross method. The
first part describes the method, all the necessary equations are derived and the method
is further explained through an example. Furthermore, the Jacobi and Gauss-Seidel
iterative methods are explained and a relation with Cross method is made. The emp-
hasis of the thesis is on the variants of Cross method. With SageMath software, all
variants were tested on the same examples of static systems. Finally, an analysis of the

calculation steps is made, as well as the comparison of the variants.

Keywords: Cross method, Jacobi method, Gauss-Seidel method, versions, node tra-

versal sequences, iterative method, relaxation method



