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1. Konstantin CaliSev

1.1. Zivotopis Konstantina CaliSeva

Slika 1 : Konstantin Calisev

Konstantin Cali$ev (slika 1) roden je 1888. u Kupjansku u Rusiji. Nakon zavretka osnovne
Skole krenuo je u drzavnu realnu gimnaziju u Izjumu, gdje je 1906. maturirao. Godine 1911.
diplomirao je gradevinarstvo na Visokoj tehnickoj Skoli u Kijevu. Radio je kod proSirenja
elektricnih srediSnjica u Kijevu 1 Harkovu, a nakon toga se bavio geodetskim poslovima u
odjelu za melioraciju zemljista na poluotoku Krimu. Godine 1913. biran je za nastavnika u
visokoj skoli prometnih inZenjera u Petrogradu, gdje je vodio vjezbe iz nauke o ¢vrstodi i iz
mehanike. Za vrijeme svjetskog rata radio je kao stru¢ni tehnicki Casnik kod popravljanja
pruga i mostova, gradnje provizornih mostova i Zeljeznica, a kasnije i na ispitivanju materijala
1 konstrukcija za zrakoplove kao 1 ispitivanju statickih proracuna zrakoplova. Nakon Prvog
svjetskog rata ostao je u Kijevu radeci kao asistent na Akademiji znanosti. 1919. godine
odlazi u Njemacku na sluzbeno putovanje te se viSe nikada ne vraca u Rusiju. Nakon kratkog
vremena provedenog u Njemackoj dolazi u Hrvatsku gdje je 1921. godine postao asistentom
profesora Stjepana TimosSenka, koji je takoder emigrirao iz Sovjetskog Saveza, na katedri za

tehnicku mehaniku Tehnicke visoke Skole u Zagrebu. Doktorirao je u travnju 1922.
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disertacijom naziva Jednostavan nacin izracunavanja okvirnih nosaca. Zanimljivo je da je on
prvi doktorirao nakon $to su 1920. izdani propisi za dobivanje doktorata tehni¢kih znanosti.
Iste je godine Calidev razvio jedan od prvih relaksacijskih postupaka rjesavanja jednadzbi
metode pomaka. Ostao je raditi na Tehnickoj visokoj skoli u pocetku kao docent, a potom kao
izvanredni pa redoviti profesor predavaju¢i Nauku o cvrstoéi / Otpornost materijala,
Ispitivanje gradiva, Teoriju konstrukcija / Gradevnu statiku i Teoriju elasticnosti. Od 1956.
predavao je i na Arhitektonsko-gradevinsko-geodetskom fakultetu. Na predavanjima se, kazu,
nikada nije sluzio biljeSkama, a predavanja izbornih kolegija znao je drzati makar ih slusao
samo jedan student. Do 1958. godine, kada se povukao u mirovinu, vodio je Zavod za

ispitivanje gradiva, koji je osnovao Timosenko. Umro je 1970. godine u Zagrebu.
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1.2. Caliéevliev postupak - opcenito

Konstantin Caliev bio je jedan od prvih koji je u svojim &lancima uveo jedan relaksacijski
postupak u proracun staticki neodredenih sistema (slika 2). U principu postupak je vrlo sli¢an
Crossovoj metodi. Razlika je $to je Cross radio s momentima na krajevima leZajeva, a Calisev
se koristio kutovima zaokreta i translacijskim pomacima. Opcenito govoreéi Calisev
uravnotezuje momente u ¢vorovima tako da zaokrece ¢vorove. Dakle znamo da ¢e se zbog
djelovanja vanjskih sila na neki nosac¢ njegovi ¢vorovi zaokrenuti za neke kutove ¢ , ali ¢e
takoder do¢i i do translacijskog pomaka tih ¢vorova za neku veli¢inu u. Taj je pomak u za sve
¢vorove iste grede jednak. Buduci da promatramo samo deformaciju zbog savijanja Stapova,
ne uzimamo u obzir pomake nastale radi stlacivanja ili rastezanja Stapova. Prvo odredujemo
momente na krajevima Stapova, koji nastaju zbog djelovanja vanjskih sila, uz pretpostavku da
je jedan ¢vor nosaca horizontalnim Stapom spojen sa ¢vrstim tlom, radi ¢ega mu je pomak
jednak nuli. Dakle prvo gledamo nepomican sistem. Nakon toga odredujemo momente koji
nastaju pod djelovanjem same horizontalne sile koja je jednaka i1 protusmjerna sili u Stapu
kojim smo prethodno spojili ¢vor nosaca s tlom. Ako ta dva stanja zbrojimo prema principu
superpozicije dobit ¢emo stvarno stanje. U slucaju da djeluju samo vertikalne sile pomaknut
¢e se ¢vorovi u horizontalnom smjeru za neku malu veli¢inu koju mozemo u praksi u mnogim

slucajevima zanemariti.
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Slika 2 : Primjer iz originalnog ¢lanka K. Caliseva
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1.3. CaliSevljev postupak — definicije i izvodi

Calisev je kao osnovni cilj svog postupka smatrao odredivanje momenata koji djeluju na
krajevima pojedinih §tapova. Pozitivan smjer momenata, kao i kuteva zaokreta uzima se smjer
suprotan gibanju kazaljke na satu. Buduéi da su krajevi Stapova kruto spojeni u ¢vorovima,
oni koji su spojeni u istom ¢voru zaokrenut ¢e se za isti kut ¢@,,;=@,, Zbog tih zaokreta

dolazi do savijanja Stapova, pa ¢e ukupni moment na kraju m Stapa biti dan izrazom

Mm,i = 4’1‘(m,1'§0m +2km,i¢i+]T4m,i s

. - . : El i : y . D
gdje su M,,; momenti upetosti, a &, ;= - Ako promatramo jedan ¢vor onda na njega djeluju

momenti koji su jednaki, ali suprotnog smjera od momenata koji djeluju na krajevima
Stapova. Iz uvjeta ravnoteze tog ¢vora dobivamo da je };;(-M,,;) = 0, suma vrijedi za sve

krajeve Stapova koji se spajaju u tom ¢voru. Ako u to ubacimo jednadzbu za ukupni moment

dobivamo, nakon mnozenja sa -1,

* (21’41%,1) O+ 2i2kpi0;+ XM, =0.

Kutove ¢ odabiremo tako da zadovoljavaju tu jednadzbu za bilo koji ¢vor konstrukcije.
Vazno je da ne zaokrecemo sve Cvorove odjednom, nego ¢vor po ¢vor zadovoljavajuéi u
njemu uvjet ravnoteze. Krecemo od ¢vora gdje mozemo pretpostaviti da ¢e kut ¢ biti najveci.
U naSem slucaju pretpostavit ¢emo da je to ¢vor m. Budué¢i da je onda samo u njemu

dopusteno zakretanje iz jednadzbe za ukupni moment slijedi

1 —
¢m =- k i 21 Mn, i
myi

21'4

No ako zaokrenemo samo jedan ¢vor, automatski smo narusili ravnoteze susjednih ¢vorova
koji su Stapovima povezani s tim ¢vorom. Moment koji se pojavljuje na suprotnom kraju Stapa
jednak je 2k;,,¢,, Stoga se onda moramo vratiti u te ¢vorove pa ponovo njih uravnoteziti.
Postupak je dakle iteracijski, odnosno do kona¢nog rjeSenja se dolazi postupno. Radi toga
nam je ¢, tek prvi korak iteracije pa ga mozemo oznaciti sa go,(,f) . Nakon §to prodemo kroz

ostale ¢vorove vracamo se na ¢vor m, gdje je tada priblizna vrijednost kutova zaokreta u

¢voru jednaka ga,(f'”) , gdje indeks [, oznacava da je vrijednost kuta ¢,, dobivena nakon £,

uravnotezivanja ¢vora m. Budu¢i da smo prilikom uravnotezivanja susjednih ¢vorova narusili

ravnotezu ¢vora m, suma momenata koja u njemu djeluju nece vise biti jednaka nuli, nego
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rx (Z14km1) B + Zika1§01(ﬁ) + ZiMm,i - mz(fm)'

B)

Moment m,,”™ nazivamo rezidualnim momentom. Jednadzba za ukupni moment bit ce

zadovoljena samo s pravim ¢;, pa oduzimanjem (*) od (**) uz ¢;= —gol(ﬁ ) @;, dobivamo

(4‘ Z1km1)A¢m + Z12km1A§01 (’BM)

Kako bismo ¢vor m ponovno uravnotezili, i dalje moramo sprijeciti pomake odnosno
zaokretanja svih ostalih ¢vorova osim onog kojeg uravnotezujemo, u ovom slucaju ¢vora m.

Prirast je kuta potreban za uravnotezivanje ¢vora m

Got)_ 1)
AP itk

Priblizna vrijednost kuta zaokreta ¢vora m nakon §to smo ga uravnotezivali £, +1 puta iznosi:

gOICanﬂLl)_ (ﬂm)‘l'AqOICfnﬂLl) (1) Zﬁm A (k+1).

U nasim sluc¢ajevima obi¢no ve¢ nakon druge aproksimacije dobivamo dovoljno tocan

rezultat.

Nakon §to smo proudili prvi dio CaliSevljevog postupka, kre¢emo na drugi, odnosno na
djelovanje horizontalne sile u ¢voru u kojem se u prvom dijelu zadatka nalazio Stap koji je
sistem ¢inio nepomicnim. Silu u tom Stapu dobivamo vrlo jednostavno. PresijeCemo
konstrukciju vrhovima stupova, te iz uvjeta ravnoteze grede dobivamo vrijednost sile u Stapu
(slika 3). Rezultantu svih zadanih horizontalnih sila koje djeluju na gredu ozna¢imo sa H, a
poprecne sile koje djeluju u presjecima stupova oznacavamo sa 7;;. Vrijednost tih poprecnih

sila takoder vrlo lako odredimo iz uvjeta ravnoteze momenta oko donje tocke stupa,

e T [ (]WII + ]Wll) + Li»

E

gdje je Tg vrijednost poprecne sile na odgovaraju¢em kraju jednostavno oslonjene grede

jednakog raspona i s istim opterecenjem.
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Slika 3 : Dobivanje horizontalne sile u ¢voru

Zakljucujemo da je vrijednost sile A=H—Z(,;D TI}L" Radi djelovanja te sile 4 dolazi do
horizontalnog pomaka ¢vorova za neku vrijednost #. Buduc¢i da se ¢vor pomaknuo, dolazi i do
zaokretanja kutova izmedu stupova i grede. Medutim kako su Stapovi u c¢vorovima
medusobno kruto spojeni, ti su zaokreti sprijeceni, te kao posljedica toga dolazi do savijanja
stapova. Calidev je umjesto da trazi pomake zbog sile 4, i$ao obratnom logikom, odnosno sam
je zadao neki pomak u, te zatim odredio momente na krajevima Stapova koji odgovaraju
danom pomaku u. Potom je iz tth momenata izra¢unao odgovarajuc¢u horizontalnu silu B.
Budu¢i da su sile linearne funkcije pomaka, momenti su razmjerni silama. Radi toga prave

momente koji nastaju radi djelovanja sile 4 dobivamo tako da mnozimo dobivene momente s
A . . . VT
razlomkom > Na taj naCin dobivamo momente drugog dijela CaliSevljevog postupka.

Konac¢no, prave momente dobivamo tako da zbrojimo rezultate ta dva dijela postupka.

Ako imamo konstrukcije s nekoliko katova, odnosno horizontalnih redova, prvi dio postupka
je u pravilu isti, pa ga ovdje neéu ponavljati. Sto se ti¢e drugog dijela, ima nekoliko
specificnosti. Redom za svaku etazu, tj. gredu, presijeemo sistem ispod grede, te iz uvjeta

ravnoteze za taj dio dobivamo

Ar = Hr,g+2e>rHe'Z(1;yEr 7;;_1"Ze>rAe-
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f,

2 J€ vrijednost rezultante zadanih horizontalnih sila, ako one postoje, na gredu promatrane

etaze. H, je vrijednost rezultanata zadanih horizontalnih sila koje djeluju na stupove i grede
etaze e. U ovom slucaju to znaci da se ta suma proteze po svim etazama iznad nase etaze r.
Treci pribrojnik je zbroj poprecnih sila u presjecima stupova etaze » koje se racunaju kao i
kod jednostavnih konstrukcija, Sto je ve¢ objaSnjeno, dok je Cetvrti pribrojnik zbroj sila u
zamiSljenim Stapovima iznad etaze r. Uvijek kre¢emo od najvise etaze, tako da nam zbroj sila
A,, 1znad etaze koju trenutno racunamo bude poznat. Ako se naSa konstrukcija sastoji od n
etaZa, svaka se eta’a pomakne za neku veli¢inu u. Cali$ev je odredio da pretpostavljamo da su
nam ti pomaci u=1 za pojedinu etazu, dok ostale etaze smatramo nepomi¢nim. Pod
pretpostavkom pomaka 1 raunamo momente na krajevima Stapova odredene etaze. Tako bi
trebali proraCunati momente za svaku etazu posebno. Budu¢i da imamo » etaza, imat ¢emo n

linearnih jednadzbi :
Ay =A +A 0 FA 3 Uz + - Ay pUy,

A :Az‘l g +A2,2 u +A2‘3 u3 + - Az’nun B

N

An :A”’l g +An’2 i +AH,3 u3 + ‘“An’nun .

Vidljivo je da ako imamo puno katova dolazimo do velikog problema, jer ¢emo imati sustav
od n jednadZbi ¢&ije rjeSavanje moze biti dugo i zamorno. Upravo radi toga Calisev je i ovdje
primijenio metodu postupnih aproksimacija, tako da na pocetku sami odaberemo horizontalni
pomak u. Kao pomak u Calisev je prvo uzeo vrijednost koja odgovara apsolutnoj krutosti
horizontalnih Stapova, jer je u praksi najceS¢e krutost horizontalnih Stapova puno veca od
krutosti vertikalnih Stapova. 1z toga zakljuCujemo da ¢e se ¢vorovi samo pomaknuti, ali se
nec¢e zaokrenuti. Ako pretpostavimo da su svi stupovi neke etaze » duljine 4,, kut zaokreta ¢e

im biti

Ravnotezu horizontalnih sila na dijelu okvira iznad presjeka kroz stupove prikazemo kao

Zeere - Z(L_I)Er 71'_, = 0.
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Popre¢ne sile u stupovima izrazimo preko (***), gdje je 73-:0, jer sile 4. djeluju u

¢vorovima. Uz M;; = M;; = —6k; ¥, dobivamo
gjr = - - hrZe>rAe-
12 Z(l;yerkll -

Uvrstavanjem tih kutova u jednadzbu za momente u stupovima navedenu iznad dobivamo
momente upetosti u stupovima, dok u gredama momenata upetosti nema, jer su one apsolutno
krute. Naposljetku dodajemo zamisljene Stapove kojima smo pridrzali konstrukciju, te
izracunamo momente koji odgovaraju odabranim deformacijama i krutostima greda. Nakon
toga radunamo reakcije B. CaliSev je predloZio da umjesto vrijednosti B uzmemo vrijednost

nB koja je to¢nija. n dobivamo metodom najmanjih kvadrata:
Yi(4pB)? - min,
pri Cemu je 1 varijabla.

Uvjet je minimuma :
d d
@ Y {A;pB)* = Y (A;20A;BA+1P B ) =X (24,B+2 1557 )=0,

paiz — ¥, A;B+pY; B; =0

2. AiB;

slijedi 1 = S5

Uglavnom je dobiveno rjesenje zadovoljavajuc¢e, medutim, ako su razlike izmedu vrijednosti
A; 1 nB; prevelike, postupak treba ponoviti sa silama vrijednosti kojih su AA;=A; - yB; pa

rezultate pribrojiti prethodnima.

10
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1.4. CaliSevljev postupak — primjer

- 39 E ..

2,5

5
2,5

K
L

-dimenzije 30/60 cm
-E=3-10" kN/m?

-EI = 162 000 kNm?

./ & M? =-100-222% =-62.5 kNm
Mo T i

],

M? = 62.5kNm
3 1'-1
1an 1
> MY =0

1-2

Me TN

Calisev se u svojim primjerima koristio umjesto kutem ¢ veli¢inom N=2Eq, pa ¢use i ja
njome koristiti prilikom prikazivanja njegova postupka.

11
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EI=EI
T 0.9
l,;-Elp  5:Elg )
El
1-2 8-El
——=—=1.6
1, ,-Elp  5-Elg

2y ——=2:(0.2+1.6)=2-1.8=3.6
*Elo

-za jednostrano upetu gredu :

oy 1Bz 36 1.16=36-08=28
1-Ely 2 l4_3EIy 2

|
1. APROKSIMACIA
EI
Stapovi 1-EI, My L
N' M. =—.
y Bl _1 Bl N
IEly 2 l4—2El, (2N + Np)
-1 0.2 62.5 8.93
1-2 1.6 0 22.32 53.57
2.8 62.5 -62.5
0
, M 62.5
= Ty LEn = g = 22.32
1'Elg 211 —2EIg '
M_, = l’“l‘“ “(2-N"+0)=02-(2-22.32) = 893 kNm
1-1/-Elg
r _ | Elhz 1 El, N — _1 . — .
Mi, = [ — | 2N+ 0) = 16— 5 - 16 (2-22.32) = 1.2 44.64
= 53.57 kNm

My_q, =M%, +M,_,, = —62.5 + 893 = —53.57 kNm

My_, =M} ,+M;_, =0+5357 =53.57 kNm

My_y =M% | +- 221 . N = 62,5+ 0.2 - 22.32 = 66.96 kNm

li—11Elg

12
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500 1 Ry
L~ ‘ i]\_\ ~
] Ty
T1_1, _ Ml_ll:Mll_l
Ty
E 50 T1_1, = 268 kN
\jl\ 4= - Ry =50 — 2.68 = 47.32 kN
}'«[
100 E
¢\ g
My Q
-opterecenje horizontalnom silom
A;=-Rq
A;=4732kN
A - o
b Pay ’ A
b ! T
!
i
/
!
h i
'_""-\.\_Jl
J"-Pl
i
/
LI W
Y = -t . hy Y14
1= 122(i,j)e1kij 1 ezl4le
_Elhy 1

Yaperkiy = ki1, = nEl, 5 0.2

Yos1 A, = A; = 47.32 kN

W, = —.5.47.32 = —98.583
12-0.2

13
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M, 4 =M, _,=—6- if;o’ ‘WY, =—6-0.2-(—98.583) = 118.30 kNm
|
1. APROKSIMACIA
EI
Stapovi IEl, M .
N' M, =
(g
IEIO ) 2 ll—ZEIO ( m + Tl)
-1 0.2 118.30 “16.9
12 1.6 0 4225 -101.4
2.8 118.30 +118.30
0
, -M —-118.30
= EL 1 Bl = 28 = —42.25
I'EIO 2l1-2EIg '
M_,, = E’l; ~(2-N'"+0)=02-(2-(—42.25)) = —16.9 kNm
oo [Ehez 1 B o ioy = (16— L. o __
M, = [11_2-510 411_2%] (2-N'+0) =[16— - 1.6| (2 (—42.25)) = —~101.4 kNm

M,_y, =M,_y, +M;_;, =118.30 — 16.9 = 101.4 kNm

My_,=M,_,+M,_,=0-101.4=-101.4 kNm

My_y = My { + =21 N' = 118.30 + 0.2 - (—42.25) = 109.85 kNm

li—11Elg

14
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-~ Bt
| AN
A
——
-1
Tl—l' % Ti1 = —M1_1,:M1’_1

T,_1, = 42.25 kN

~
Y

B; =-42.25kN

=
=
ﬁfi

~

-korekeijski koeficijent :

_ A _ 4732 g,
By 42.25
M® = M,_y, +nM,_;, = —53.57 + 1.12 - 101.4 = 60.00 kNm

M =M,,_, +nl,_; = 66.96 + 1.12 - 109.85 = 189.99 kNm

M® = M,_, +nM,_, = 53.57 + 1.12- (—101.4) = —60.00 kNm

15
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-M dijagram :
60.00
60.00 4~ |
s
e
g 60.01
A—— ===
s y ]-—'ﬁ o+
e
P
o
s
e
P
189.99
M, —”T'L_%ﬂzs KNm

16
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2. Hardy Cross
2.1. Zivotopis Hardyvia Crossa

Slika 4 : Hardy Cross

Hardy Cross (slika 4) roden je 1885. u drzavi Virginija u Sjedinjenim Americkim Drzavama,
a umro je 1959. Prvu diplomu dobio je iz engleskog jezika na SveucilisStu Hampden-Sydney
1902. godine. Tamo je poceo svoju uciteljsku karijeru predavajuéi engleski. Nakon $to je
diplomirao 1903. nastavio je jo$ 3 godine predavati na Akademiji Norfolk. Gradevinu je
diplomirao 1908. godine na Tehnoloskom institutu u Massachusettsu, te se nakon toga
prikljucio odjelu za mostove Missouri Pacific zeljeznica u St. Louisu. Tamo je proveo svega
godinu dana, nakon c¢ega se vratio u Akademiju Norfolk 1910. Nakon jedne godine
diplomskog studija na Harvardu postao je magistar gradevinarsta 1911. S novostecenim
znanjima na Harvardu odlucio je postati asistent profesor gradevine na SveuciliStu Brown,
gdje je poducavao sedam godina. Godine 1921. prihvatio je ponudu Sveucilista Illinois gdje je
postao profesor iz podrucja konstrukcije. Tamo je proveo svoje najkreativnije godine te stekao
ugled kao profesor. Nazalost patio je od gluhoc¢e, medutim nije dopustio da ga to sputava ve¢
je to okretao u svoju korist koliko je god mogao. Studenti su uskoro shvatili da je radi njegove
gluhoce vrlo tesko improvizirati odgovore, te su ili odgovarali izri¢ito ako su znali odgovor ili
su priznali da ne znaju. Predavao je bez ikakvih biljezaka, a njegova predavanja su uvijek bila
proracunata da proizvedu odredenu atmosferu. Ponekad je znao ranije napustiti predavaonicu
jer nitko nije pokuSao rijeSiti odredeni problem. Nakon tog demonstrativhog napustanja

predavanja znao je pitati nekog tko je gledao njegov izlazak : "Sto misli§ kako su to
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dozivjeli?". Cross je smatrao da je predavaonica, kao prvo, mjesto za razvijanje genijalnosti i
samopouzdanja. Za njega je SveuciliSte mjesto gdje se rade mnoge intelektualne pogreske
koje se onda uce ispraviti. Zajedno s N.D. Morganom, koji je nadopunio njegovo prvo djelo,
izdao je knjigu Continuous Frames of Reinforced Concrete (Kontinuirani okviri od
armiranog betona) 1932. Nadopunio je svoje geometrijske metode rjeSenja problema
cjevovoda nastalih u opéem dizajnu opskrbe vodom. Te metode bile su upotrijebljene za
rjeSavanje slicnih sustava kao npr. plinovoda. Za svoje radove primio je brojna odlikovanja
kao $to su : priznanje Americkog drustva za obrazovanje inZenjera (1944.), priznanje
Ameri¢kog Instituta za beton (1935.), Zlatnu medalju Instituta za Gradevinske InZenjere
Velike Britanije (1959.) te mnoge druge. Godine 1937. preselio se u Yale gdje je postao
profesor i predsjednik Odjela gradevinarstva. Godinu nakon umirovljenja 1951. izdao je
kratku knjigu svojih "otkri¢a", koju je uredio Robert C. Goodpasture, Engineers and Ivory
Towers (Inzenjeri i kule od bjelokosti). Naposljetku valja spomenuti i njegov nama najvazniji
rad, metodu distribucije momenata, koja ¢e biti detaljnije prikazana u ovom radu. Ovu metodu
razvio je za vrijeme svog rada na Harvardu. Iz svega navedenog da se zakljuciti da je Hardy
Cross za vrijeme zivota stekao medunarodnu reputaciju, medutim zaSto se onda danas zna
tako malo o njemu, te je u biti nepoznat ljudima? Mnogi razlog tome vide u razvoju racunalne
tehnologije s kojom su se pojavili i programi koji nam lako rjeSavaju probleme kojima se on

bavio.
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2.2 Crossov postupak — opcéenito

Crossova metoda ili metoda distribucije momenata je relaksacijski odnosno iteracijski
postupak rjesavanja sistema. Ideja iteracijskog postupka sastoji se u tome da uzastopnim
iteracijama polagano dolazimo do konacnog rjesenja. Upravo je u tome prednost ove metode
naspram metode pomaka. Ako imamo velik broj nepoznanica, a samim time i velik broj
jednadzbi u metodi pomaka ona postaje vrlo teska i zamorna, dok se Crossovim postupkom
bavimo uravnotezivanjem momenata u ¢vorovima, te se ¢esto moze doc¢i do prihvatljivog
rjeSenja ve¢ u drugoj iteraciji! Cross je krenuo od cinjenice oslobadanja po jednog cvora,
znaci oslobadanja moguénosti zakretanja u tom c¢voru. Obi¢no kre¢emo od Cvora koji je
najneuravnotezeniji, u ina¢e nepomic¢nom sistemu u kojem su pomaci sprijeCeni. Nakon
otpustanja ¢vora u njemu uravnotezujemo momente priklju¢enih Stapova dobivene na
osnovnom sistemu uz naravno dodatak vanjskih momenata ako postoje u tom ¢voru. Dio tih
momenata koji nastaju uravnotezivanjem na krajevima Stapova potrebno je prebaciti na
suprotne krajeve Stapova. Razdioba neuravnotezenog momenta u ¢vorovima provodi se
pomocu razdjelnih koeficijenata koji se dobivaju iz omjera krutosti pojedinog Stapa i zbroja
krutosti svih Stapova spojenih u ¢voru, dok se dio tih momenata na suprotan kraj Stapa
prebacuje pomocu prijenosnih koeficijenata. Pretpostavljamo da je svaki puta oslobodena
potpuna upetost jednog ¢vora, ali da je zadrzana potpuna upetost susjednih ¢vorova. Nakon
Sto smo zavrsili s postupkom uravnotezivanja u jednom ¢voru ponovno ga upnemo, a
postupak ponavljamo na sljedeCem ¢voru. Tako se "vrtimo" u krug sve dok na svim
¢vorovima neuravnotezeni moment ne postane priblizno nula, ovisno o toc¢nosti s kojom
radimo. Kona¢ne momente na upetim krajevima dobivamo tako da zbrojimo momente
upetosti, raspodijeljene momente i prenesene momente. Crossova metoda je u pravilu radena
za konstrukcije sa sprijeCenim translacijskim pomacima ¢vorova. No moze se i primijeniti na
konstrukcijske sustave s dopustenim translacijskim pomacima ¢vorova i to tako da se u prvoj
fazi rjeSavanja dodaju veze koje sprjeCavaju neovisne translacijske pomake. Iz uvjeta da u tim
dodanim vezama nema sila dolazimo do jednadZzbi iz kojih se izraCunavaju stvarni pomaci, a
zatim 1 konacne vrijednosti momenata u Stapovima. Naravno tih jednadzbi ¢e biti onoliko

koliko smo veza dodali.
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2.3. Crossov postupak — definicije i izvodi

Kao §to sam ve¢ napisao, Cross je krenuo od Cinjenice oslobadanja po jednog ¢vora, znaci
oslobadanja moguénosti zakretanja u tom c¢voru. Promatramo obostrano upetu gredu

konstantnog poprecnog presjeka. Ako znamo koliki nam je prirast kuta zaokreta ¢vora i, kojeg

\ n;i+1
0znacimo sa : A(p.( 1)

} , mozemo ga prikazati kao:

(n)
ap{V-
! X4k

No kao $to znamo grede nisu uvijek obostrano upete, pa prirast kuta zaokreta moze poprimiti

drugi oblik, koji ¢u pokazati u sljedeéa dva primjera :

. o

k i 1 ()

“/4; A '(Tli‘}'l) — i
t 4k thim+kin)+3ky

RANNENNY

m

PANANNNY
P\T‘
1=

ny)
A '(Tll'+1) — mi
l 4(kigtkim+tkin)+ki

m
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Vratimo se na obostranu upetu gredu. Tada ¢e prirast momenta na kraju i elementa (7, ;) biti :

111'+1) _ (1]1'+1)
AMOY = 4 kg 29V

Lji
Kod uravnotezenja ¢vora i svi ostali ¢vorovi su nepomicni i njihovi zaokreti su sprijeCeni.
v . . 171‘+1 ) .
UvrStavanjem izraza za 4¢; dobivamo

AMI_(1_7.1'+1) — 4Keijy . (UJ
/)i 24k

gdje je ml(”’)neuravnoteieni rezidualni moment. Zbroj koeficijenata krutosti svih elemenata

koji su prikljuceni u ¢vor i nazvat ¢emo koeficijentom krutosti ¢vora i i oznaciti sa
k=2 4k, -

Razdjelni koeficijent u nekom ¢voru dobivamo tako da podijelimo koeficijent krutosti

odredenog elementa s koeficijentom krutosti tog ¢vora

- _Ykay
11 /1. - kI .

Dobiveni broj je razdjelni koeficijent za taj element. Taj postupak ponovimo onoliko puta
koliko je elemenata spojeno u odredenom c¢voru. Dakle za svaki element ¢emo dobiti

drugaciji razdjelni koeficijent. Oni se mogu podudarati ukoliko su koeficijenti krutosti

elemenata jednaki.
Razdjelni koeficijent za jednost tu gredu iznosit ¢ =30 G0k du koj
azdjelni koeficijent za jednostrano upetu gredu iznosit e 4;;,=—~=, dok za gredu koja s
) ) L. . . kg, . ) .
jedne strane ima upeto klizni lezaj, on iznosi y; /}-:%> pri ¢emu i u k; krutost k; ;) ulazi
1

pomnoZena sa 3, odnosno sa 1.

Budu¢i da je koeficijent krutosti ¢vora i jednak zbroju svih koeficijenata krutosti elemenata

spojenih u doti¢ni ¢vor, suma razdjelnih koeficijenata u ¢vorovima mora biti jednaka 1:

2 Hajp=1.
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Uvrstavanjem razdjelnog koeficijenta u jednadzbu za prirast vrijednosti momenta na kraju

elementa dobivamo

n+1) _ (ny)
AMI,(/1 =H Gji) .mi :

Budué¢i da je suma razdjelnih koeficijenata jednaka 1, sumiranjem prirasta momenata

dobivamo

n; +1) ( n;)
%, AM.; m™

odnosno, prebacivanjem svega na jednu stranu jednadzbe,
_ Z/ /W(”1+1) +m (n1) =0.

1z toga zakljucujemo da ¢vor i mozemo uravnoteziti tako da na njega dodamo moment istog
intenziteta rezidualnom momentu, ali suprotnog smisla vrtnje (slika 5), te ga razdijelimo u

omjeru njihovih krutosti na prikljucne elemente (slika 6).

mi(nj:I

e

m)

Slika 5 : Uravnotezivanje ¢vora

22




Usporedba CaliSevljeva i Crossova postupka | 2011

Slika 6 : Uravnotezivanje ¢vora pridruzenim momentima na elementima

Upravo radi toga Crossov postupak nazivamo jos i postupak razdiobe momenata ili postupak
raspodjele momenata. Nakon Sto smo razdijelili moment kojim smo uravnotezili ¢vor po
elementima, potrebno je prenijeti dio tog momenta i na drugi kraj elementa. Taj dio koji
prenosimo na drugi kraj elementa dobivamo pomocu prijenosnih koeficijenata. Ako se kraj i
(n;+1)

elementa (i,/;) zaokrene za kut d¢g;

; , na drugom kraju elementa, j;, pojavit ¢e se moment

vrijednosti :

L ApV,

— (”1'+1) —
A/W/};f_z 'k(l;/}) ) AQDI- =3 M

Iz toga zaklju¢ujemo da je prijenosi koeficijent jednak % Dakle nakon $to smo uravnotezili

¢vor i, na drugi kraj elementa dodajemo moment koji je jednak polovini vrijednosti momenta
s kraja i. Prijenosni koeficijent za jednostrano upetu gredu jednak je 0, dok za gredu koja na

jednom kraju ima upeto klizni lezaj on iznosi -1 (slika 7).
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—

oo

QAN

% 2

—

ANNNNNN

— -1

Slika 7 : prijenosni koeficijenti

Uvijek je najbolje krenuti uravnotezivati ¢vor u kojem je rezidualni moment najveci. Postupak
nastavljamo sve dok vrijednost neuravnotezenih momenata ili vrijednosti momenata koje se
prenose ne postanu toliko male da se mogu zanemariti. U slucajevima koje radimo na kolegiju
Gradevna statika 2 uglavnom je potrebno proci ¢vorovima dva do tri puta za dovoljno tocan
rezultat. Kada su vrijednosti toliko male da ih mozemo zanemariti, jednostavno zbrojimo
momente na krajevima elemenata: momente upetosti, raspodijeljene momente i prenesene

momente. Dobiveni momenti su nam kona¢ni momenti u krajevima elemenata.
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2.4. Crossov postupak — primjer

@ SEI O «
AN
e
[T
el
W
EI i
@ k| k'
L ¥ :
4 :T‘ I

-zglobna shema

% S=632=1
. o
2
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]
il A &
AT i / ;F _\b
5 e
| ['u'r[._?_ \.l
[
4
&
=
M, "-ﬂ?; ..'|
S
- 252
My, =100- 2 =62.5 kNm
- 2,
My, =-100- 2222 =_62.5 kNm

52

- reducirane krutosti (EI=El)) :

EI
Ky, =—=0.2
127 5,
8EI
Kya=—=1.6
237 5El,

- razdjelni koeficijenti :

ay =4k}, =08 - p=2"=-0.143
* * -4.8
323 - 3k23 == 4’.8 - ﬂ23:§:‘0.857 b Z '1
Ar=5.6
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.0.857
L0143 i
0
- 53563
625
037
4.469
625
50 R;
S e
]T_‘-l
TEIE
50
N
100 Mo
—

27

M, =66.969 kNm
M;; =-53.563 kNm
Mj3 =53.563 kNm

M32=0

R() =50- T21
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=

[

; o
| JiY
: m‘112:m1211=-6-k12°§=-6'0-2'§:0-24u
!
-1
! =
Pi2=1
0857
u
0,143 I__I_IJ A nm A
— 0.206 4,=0.206u
0.24
0.0% MY,=-0.206u
32=0
-0.01°7
0.24
. -
u
. gRo
A Tu _ M1112+M1211
77 AT s
T¢, =0.086u
4=-0.086u
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R= Ro + R‘5=0
47.32 -0.086u=0

u=550.233

M2 =66.969 + 0.223u = 189.671 kNm

M;; =-53.563 + 0.206u = 59.785 kNm

My3 =53.563 — 0.206u = 59.785 kNm

M32=0
-M dijagram :
597785
2978
ks
E
S R )y
p w1251
P
s /
~
-~
&
il
189.671

MP=%=$=125 kNm
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3. Usporedba metoda Caliseva i Crossa
3.1. CaliSevljev postupak

1a

P P P P PP P A A

m__:ﬂ 6 7 T
-
] T
NN
:1 2 3 4 1
—
- -
—
—=
& 777 77 77
) 3 ) 5 ) 4 )
-stupovi

E=3-10" kN/m*> , b/h=30/30 cm

0.3-0.33
12

= =0.000675 m*

0.3-0.33

E-1g=3-10"- = 20250 kNm?>

-grede
E=3-10" kN/m®> , b/h=30/60 cm

0.3-0.63
12

=0.0054 m*

IG:

=162 250 kNm?

0.3-0.63
E-1g=3-10"- —

-pridrzani sistem :
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JJJJLLLL)

"I'G\
L=
L.

M2,

-momenti upetosti :
.22
MY,y = M5 = M3 = =~ = 7.5 kNm

0 0 0 10-3?
Mll’ = M51 = M65 = T = —7.5 kNm

22
M{, == = 15 kNm

22
_ 2 15kNm

M3y =
21 12

2
M =22 = 41.67 kNm

c2
M, = -2 = —41.67 kNm
42
MY, = 2= = 26.67 kNm
A2
Mo, = -2 = _26.67 kNm

12

c2
Mg, = == = 20.83 KNm

c2
M% = — == = —20.83 kNm

=
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111/ 122/ 133/ 144[ 115 126 137 0.000675 3
e = 0.000225 m

b laar lazr laar sl lag

hz _ Le _ 209% _ 00018 m®

liz  lse 3

Bs —lor = 57 - 00950 _ 00108 m®
123 167 l37
e _ 0909 _ 4,00135 m’
laa 4
1 2 3 4 | 5 | 6
4 1. APROKSIMACIA
$tapov i 10 M° promjena M = | INI -+ N
[ 2 Z%- 104 (kNm) momenta N' mn = 7( mn + Noyn)
1-1' 2.25 -7.5 -0.77
1-5 2.25 7.5 -0.74
1-2 18 15.0 -7.2 -0.17 -13.32
45.0 15.0 7.8 15.0
0.17
2-2 2.25 0 - -1.8
2-6 2.25 0 - -2.25
2-1 18 -15 - -0.40 -17.46
2-3 10.8 41.67 - -7.13
66.6 26.67 26.67
-1.97
3-3' 2.25 0 0.63
3-7 2.25 0 2.59
3-2 10.8 -41.67 -4.32 0.14 -1.30
34 13.5 26.67 11.48 15.26
57.6 -15.0 -7.84 -15.0
2.18
4-4' 2.25 0 - 3.83
4-3 13.5 -26.67 - 0.85 24.84
31.5 -26.67 -26.67
2.0
5-1 2.25 -7.5 -0.38 -0.34
5-6 18 7.5 . 0.01 -3.24
40.5 0 038 0
-3.58
6-2 2.25 0 -09 -1.8
6-5 18 -7.5 0.18 -0.20 -7.02
6-7 10.8 20.83 L 5.08
62.1 13.33 12.61 13.33
9.59
7-3 2.25 0 0.32 4.23
7-6 10.8 -20.83 -2.16 0.87 16.63
26.1 -20.83 -22.67 -20.83
0.03
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7 8 9 | 10
2. APROKSIMACIA
promjena noo_ I " "
momenta AN' N"=N'+AN' Mann = T(ZNmn + Nom)
-0.837
-0.614
0.540 -0.016 -0.186 -13.356
0.710 15.0
0.193
- -1.665
- -2.522
- 0.030 -0.370 -16.668
- -6.793
26.67
-0.978
0.500
2.628
0.324 -0.029 0.111 -1.598
-0.851 13.622
1.653 -15.0
0.152
- 3.542
- -0.063 0.787 22.748
-26.67
-0.380
-0.036 0.027
. 0.089 0.099 -3.294
3616 0.
-3.267
0.068 -2.547
1.602 -11.934
L -0.181 -0.381 1.987
11.260 13.330
0.836
-0.065 4.507
-1.955 0.076 0.946 16.319
-1.990 -20.83
-0.004
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11 12 13 | 14
3. APROKSIMACIA
promjena nr __ I nr nr
momenta AN" N'"'=N"+AN" Minn = 7 (2N + Nagn)
-0.882
-0.477
0.270 -0.010 -0.196 -13.446
0.463 15.0
0.195
- -1.598
- -2.538
- 0.015 -0.355 -16.308
- -6.556
26.67
-0.330
0.464
2.628
0.162 -0.008 0.103 -1.609
0.162 13.568
0.476 -15.0
0.051
- 3.596
- 0.012 0.799 22.964
-26.67
-0.110
-0.023 0.369
o 0.081 0.180 -1.044
-3.29 0
-0.675
0.034 -2.680
1.458 -11.808
- -0.037 -0.418 1.361
2.328 13.33
0.203
-0.018 4.561
-0.400 0.016 0.962 16.265
-0.422 -20.83
-0.004

My = My + My

My, = —7.5 — 0.882 = —8.382 kNm
M,s = 7.023 kNm

M,, = 1.554 kNm

Mzz, = _1598 kNm
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M, = —2.538 kNm
M,, = —31.308 kNm
M,; = 35.114 kKNm
Mss, = 0.464 kNm
M, = 2.628 kNm
Ms, = —43.279 kNm
M, = 40.238 kNm
M,,, = 3.596 kNm
M,; = —3.706 kNm
Ms, = —7.131 kNm
Mse = 6.456 kNm
Mg, = —2.680 kNm
Mg = —19.308 kNm
Mg, = 22.191 kNm
M,; = 4561 kNm
M,; = —4.565 kNm

-leZzajni momenti :

— g0 I11 "
My, = M1r1 + _lm : N1r1

My, = 7.5+ 225 (—0.196) = 7.059 kNm

M,,, = 0 + 2.25 - (—0.355) = —0.789 kNm

Ms,; = 04 2.25-0.103 = 0.232 kNm

My, = 0+ 2.25-0.799 = 1.798 kNm
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15 N 4 R,
: | | | Ty ==
sy Te: Ti3 —
73 Ts; = —0.036kN

—=ip —£2 — Bk Ty, = —1.739kN
10 —] \| . Kjl? Kj;‘; T,3 = 2.396 kN

Ry = —(Tsy + Tez + T73) + 15

R, = 14.379 kN

iy

TIF'D
NP P A

10

Tij _ Mij+Mji
3

Ty, = —0.441 kN

T,y = —0.799 kN

Ts3 = 0.232 kN

Tyar = 1.798 kN

Ry =—(Ry+ Ty + Topr + Tagr + Tyur) + 15+ 30

R, = 29.831 kN
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-zamjenjujuce horizontalne sile u ravnini greda — protusmjerne silama u pridrzanjima :
A, =-R, - A;=29831kN

A, =—-R, - A,=14379kN

A.E
ha
TTN
ha
LTERTT LTI “FIEEAT LR
-pretpostavka apsolutno krutih greda
-odgovarajuci kutovi zaokreta stupova etaze :
1
U= oy * Dex14e
Sner ks = kan + Koz, + Kagy + Kagy = 4- 25 = 4- 2222 = 27000 kNm
1
Yes1de = A1 + A, = 4421 kN
Y, =- 1 .3.44.21 =—0.000409351
12:27000
1
Y2 =~ Oxaarg 2 Zexzde
Z(U)Ez kl] == k15 + k26 + k37 == 3 . % - 3 . 20250 == 20 250 kNm
2

Yosy Ay = A, = 1439 kN

1

"1U1 = —
12-20250

+3-14.379 = —0.000177518

-momenti upetosti stupova uslijed kutova ¥; 1 ¥,

ETAZA 1 :

Elg
My = Myy = Myt = Myry = M3zr = M3z = Myyr = Myry = —6'h—1' L 21

20250
3

= -6

- (—0.000409351) = 16.579 kNm
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ETAZA 2 :
Elg
M5 = Mgy = Mye = Mg, = M37; = M3 = —6-h—2'W2
=—6- 2°§5° - (~0.000177518) = 7.189 kNm
1 2 3 4 I 6
r 1. APROKSIMACIJA
$tapov 1 10 M promjena . = I INL. + N
[ 22%- 10 (kNm) momenta N' mn T( mn + Nm)
-1 2.25 16.579 -1.733
1-5 2.25 7.189 -2.084
1-2 18 0 -6.426 | -0.385 -20.286
45.0 23.768 17.342 23.768
-0.335
2-2' 2.25 16.579 - -1.607
2-6 2.25 7.189 - -1.737
2-1 18 0 - -0.357 -19.782
2-3 10.8 0 - -10.109
66.6 23.768 23.768
-9.467
3-3' 2.25 16.579 -0.999
3-7 2.25 7.189 -1.521
3-2 10.8 0 -3.856 | -0.222 -8.651
3-4 13.5 0 -7.101 -13.095
57.6 23.768 12.811 23.768
-0.498
4-4 2.25 16.579 - -2.367
4-3 13.5 0 - -0.526 -17.199
31.5 16.579 16.579
-2.987
5-1 2.25 7.189 -0.866 -1.568
5-6 18 0 o -0.156 -6.660
40.5 7.189 6.323 7.189
-1.039
6-2 2.25 7.189 -0.803 -1.064
6-5 18 0 -2.808 -4.896
6-7 10.8 0 - -0.058 -3.758
62.1 7.189 3.578 7.189
-2.529
7-3 2.25 7.189 -0.500 -1.544
7-6 10.8 0 -0.626 | -0.232 -5.638
26.1 7.189 6.063 7.189
0.007
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7 8 9 | 10
2. APROKSIMACIA
promjena Al — I i "
momenta AN' N"=N'+AN' Minn = T(ZNmn + Nom)
-1.953
-2.241
2.556 -0.049 -0.434 -19.494
2.221 23.768
0.080
- -0.968
- -1.037
- 0.142 -0.215 -15.552
- -1.477
23.768
-1.266
-1.179
-1.719
1.534 -0.040 -0.262 -7.981
1.283 -12.893
2.319 23.768
-0.004
- -1.940
- 0.095 -0.431 -15.174
16.579
-0.535
-0.110 -1.553
. 0.028 -0.128 -5.166
-1.149 7.189
0.470
0.320 -0.623
0.504 -3.420
L 0.027 -0.031 -3.262
-1.705 7.189
-0.116
-0.090 -1.670
0.292 -0.008 -0.240 -5.519
0.209 7.189
0.000
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11 12 13 | 14

3. APROKSIMACIJA

promjena

Yl I " "
momenta AN" N"'=N"+AN" Mmn = I(ZNmn + Nom)

-1.994
-2.306
0.342 -0.009 -0.443 -19.476
0.422 23.768
-0.008

- -0.882
- -0.943
- 0.019 -0.196 -15.030
- -7.139
23.768
-0.226

-1.211
-1.807
0.205 -0.007 -0.269 -7.927
0.230 -12.852
0.431 23.768
-0.029

- -1.863
- 0.017 -0.414 -14.810
16.579
-0.094

-0.020 -1.622
o -0.011 -0.139 -5.490
0.450 7.189
0.077

0.043 -0.563
-0.198 -3.474
o 0.004 -0.027 -3.445
-0.271 7.189
-0.293

-0.016 -1.798
0.043 -0.001 -0.265 -6.016
0.027 7.189
-0.625

an = an + M;rltln
My, = 16.579 — 1.994 = 14.585 kNm
M;s = 4.883 kNm

M, = —19.476 kNm
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M,,, = 15.697 kNm
M,s = 6.246 kNm
M,; = —15.030 kNm
M,; = —7.139 kNm
Ms3, = 15.368 kNm
M3, = 5.382 kNm
M;, = —7.927 kNm
M;, = —12.852 kNm
M,,, = 14.716 KNm
M3 = —14.810 kNm
Ms; = 5.567 kNm
Msg = —5.490 kNm
Mg, = 6.626 kNm
Mgs = —3.474 kKNm
M, = —3.445 kNm
M3 = 5.391 kNm
M,s = —6.016 kNm
-leZzajni momenti :

V3 RV I111 nr
M111 - erl + 1 : N1/1

171

My, = 16.579 + 2.25 - (—0.443) = 15.582 kNm
M,,, = 16.579 + 2.25 - (—0.196) = 16.138 kNm
Ms,3 = 16.579 + 2.25 - (—0.269) = 15.974 kNm

My, = 16.579 + 2.25 - (—0.414) = 15.648 kNm
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4 B:
| ‘ ‘ 7 _ Myj+My
= Myt
S AE 97 o
Ty = 3.483 kN
—2 —b —”[% Top = 4291 kN
\jﬁi}ﬂ \j}%ﬂ %n T, = 3.591 kN
Ty BTN
By = —(Tsy + Tez + T73) = —11.365 kN
<1 B,
|

T11, = 10.056 kN
Ty, = 10.612 kN
T33, = 10.447 kN
Tys) = 10.121 kN
B, = _(711’ + Tzz’ + 733’ + T44’ + B;)

B, = —29.871 kN
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-korekecijski faktor :

_ Ay|By|+A,0B,| _ 29.831-29.871+14.379-11.365
~ B?+B} 29.8712+11.3652

= 1.032

-kona¢ni rezultati :
M) = My, + Mo+ 1)
M®) = My, + #y;, -1 = 6.670 KNm
M = 12.062 kNm
MY = —18.545 kNm
M) = 14.601 kNm
MY = 3.908 kNm
MY = —46.819 kNm
MY = 27.747 kNm
M® = 16324 kNm
M = 8.182 kNm
M = —51.460 kNm
M = 26.975 kNm
M® = 18.783 kNm
M = —18.990 kNm
M = —1.386 kNm

M = 0.790 kNm

M%) = 4158 kNm
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M = —22.893 kNm
M = 18.636 kNm
MY =10.125 kNm
M = ~10.774 kNm
M%) = 23.140 kNm

171

M%) = 15.855 kNm

212

M) = 16.717 kNm

M) = 17.947 kNm

-M dijagram :

£2.833

- ALEE3s_
-7 T - -~ _  l07M
790 — 7
| B2 415 /I/ 10125
51,460
i 46819 gl
! s
! - B~ 975
f - - - - -_ —_—
i . — __ 12990
! s
I,/AE.E’.-'EI - 1401 e 18795
12.062 5508 2.lez W
E
12 545
i’
’
#

23.140 15855 16717 17247

44



Usporedba CaliSevljeva i Crossova postupka | 2011

3.2. Crossov postupak

1a

r
AP P P P PP PP A

. _E 3y GEl 0] SET ) T
| [ EI E1 20 N
. /
S PP P P P P 0 " P P P P P R A
: 5 oEl 5 ZE1 8 3E1 ]
-
j FI FI EI oo
-
i 3 ) 5 N 4 ;
-stupovi 30/30 cm
-grede 30/60 cm

-E =3-10" kN/m*

-EI,= 20 250 kNm®

-EI, = 162 000 kNm”

02=7, 3=2,05=2,906=2,903=7,09=7, 011 ="

-reducirane krutosti (EI=El)) :

k1z— —0 33=Ky3 = Kys5 = ks = k7g = kgg = Kig1g
k25— =2.67=K34
k58—5 =1.6=Kgq

- SR

8117 21,

-zglobna shema

S=3-12-8-2-3—-4-2-6-2=36—-8-6—-8—-12=2
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=

TP

T

-razdjelni koeficijenti :

*Cvor 2

*¢vor 3

*¢vor 5

*&vor 6

ay, = 4kj, = 1.33

ay = 4kys = 10.67

ay; = 4k3 = 1.33
Ay=13.33

as, = 4ks, = 1.33

azs = 4kzg = 10.67
Ay=12
as, = 4ks, = 10.67
ac, = 4ke, = 1.33
asg = 4k = 6.4
age = 4ke = 1.33
As=19.73
agz = 4k = 10.67
ags = 4k, = 1.33

agg = 4keo = 6.4

H21= 1333

=23 _ 0.10

-10.67

H25= 7333 =-0.80

-1.33
Ur3= _13.33 =-0.10

_ -133

HU32= 7 =-0.11

-10.67
H36= T =-0.89

Us,=-0.54
Us4=-0.07
Usg=-0.32
Use=-0.07 -
Uez3=-0.58
Ues=-0.07
Ugo=-0.35 —

2 -1

-1

ugz?

Ll11:?
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As=18.4
*¢vor8  ags = 4kgs = 6.4
ag; = 4kg, = 1.33
3211 = 4k211 =8
agy = 4kgg = 1.33
Ag=17.07
*evor9  agg = 4kgg = 6.4 -

agg = 4kgg = 1.33

Ag=17.73

%X * *
¢vor 11 3118 = 4k118 =8

aj110 = 4Kj110 = 133 -

A3;=9.33

Ugs=-0.38
ﬂ87:'0.08
Ug11=-0.46

ﬂ89='0.08 - 2 -1

l'l'96=-0'83

/i98='0.17 - 2-1

H118=-0.86

t110=-0.14 - ¥-1

i 77 Yk s
My, = Mp; = Mg = 22~ = 7.5 kNm
My, = M3, = Mgz = —% = —7.5 kNm
Mg =125 = 2083 kNm
Mog = — 2% = ~2083 kNm
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- .32
M5 = 2= = 15 kNm

- .32
My, = -2~ = —15kNm

R c2
Myg = 2= = 41.67 kNm

— 20-52 _

Mgs = — - = —41.67 kNm
[ .42
M1y = =2~ = 26.67 kNm
.42
M118 - _% == _26.67 an’l
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e &
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b (e
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EEEER
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M12 - 7.04‘1 kNm
M23 - 7.021 an’l
M,s = 1.404 KNm

M36 == 7.065 an’l

M,s = —0.812 kNm
Msg = 35.333 kNm
Mse = —2.549 kNm

Mgo = 21.984 kNm
Mgy = 2.600 kNm
M, = 0.226 kNm
Mg,, = 40.178 kNm

M1011 = 1776 kNm

b

9

9

9

b

b

3

3

b

b

b

5

M,, = —8.416 kNm
M, = —7.065 kNm
Ms, = —31.160 kNm
Mg = —19.312 kNm
Ms, = —1.624 kNm
Mgs = —43.231 kNm
Mg = —2.674 kNm
Mo = —4.522 kNm
Mog = 4.519 kNm
Mg, = 0.453 kNm
M;1s = —3.550 kNm

M1110 = 3551 kNm

15, aBRe
| | |
3T_:; T Tas
10 K‘i]ﬁ 7 \\’%Isﬂ \’%IE'S
ehas MM Ve
I \ Tos,
32 63 - N )
30 b | < o
T2 Ts4 Ts7 Ti110
T2 . Tsy TS-E T'_'_'_:uE
21 ;.:d}ih xfs KI 110
15_
Mys Mg Mion

50

_ Mi+Mji

T, ==L

Tsp = —0.015 kN
Tes = —1.741 kN
Tog = 2.373 kN
T,, = —0.458 kN
Te, = —0.812 kN
Tg; = 0.226 kN

T1110 = 1.776 kN
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Rg = T32 + T65 + T98 - (T21 + T54 + T87 + T1110) + 30 = 29885 kN

+u9
Lr ,Il I III_ o _II|
! ! !
= = A
! —ug ! Tl ! _ Tl
; V3 = S | Pse 3 ) Fas 3
g A i
T T S
my3 =my3 = —6-ky3+ W3 =—6-033- _Tug = 0.667uq
Mg = Mgy = —6 - kgg - W5 = —6-0.33 - _Tug = 0.667uq

m89 = m98 = _6 ° k89 . 11U89 = _6 ° 033 — = 0667“,9
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s —
[

- == f s,
e e
e 1%%%
et s

ﬁ B f = &
'1@ = 5K

-0.89

-0.1

=

hﬁéﬁ%&

=

—ou
8@@0
SS9

0.1
0.1

et
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M}y =-0.027us , M,; =—0.055u,
My7 =0.583uy , Mgy =0.575u,
M, = —0.52%uy , Mgy =—0.392u,
Mye = —0.575us , Mgs = —0.342u,
My =—-0011us , M, =—0.024u,
Mgg = —0.221ug , Mg = —0.289%u,
Mg? = 0.637uy  , M2 = 0.647u,
Mg = —0304us , My =—0.538u,
Mgg = 0.565uy  , Mgy = 0.538u,
M;g = —0.025us , Mgs = —0.050u,
Mgy, = —0.226uy , M;75 = —0.019u,
Mg, =0.010uy , M7, =0.019,
Uug  , U9
Ty = w

7.9 = 0.386u,
Ug

T,o = 0.428u,
Ug

Ty = 0.368u,

T2 = —0.027u,
Ug
Ug

T87 = _0.025u9
Ug

T, 70 = 0.010uy

Riltg = —(T3; + Tes + Tog) = —1.182u,

Rﬁg =T33 + Tes + Tog — (T21 + Tsq + Tg7 + T1110) = 1.236u,
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+ugg

—=

|

|
/777%

b Upq L Uyg ' e
:’Uaz =3 f‘fyaa =3 \[P% BED
v LS e
| [ b
! ! ;
I / ! (B
; ! ! *
4y <y Y A
/ ! ! !
—uy —-u — Tt — Tt
= p, = T Whe == Wio11 = —
; 3 ! 3 ! !
u u —u
m1211 = mzil =—6- k12 . 11112 =-6-0.33- % = 0-667u11
Ut _ U111 — o U11 W11 U1 o U11
Mys™ = Mgy = Myg™ = Mgy;” = Mygyq = Myg10 = 0.667u1;
u u u
m3%1 — m2;1 =—6- k23 . l'UZS =—6-033- % = —0.667u11
U1 __ U1 _ U1 _ Uin _ _
m56 — m65 = m89 = m98 = 066711,11
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M}t = 0.666u;, . My =0.664u,,
My3t = —0.637uy; , Mg}t = —0.599uy,
M2t = —0.029uy; , Mgt = —0.032uy,
Mzt = 0.599uy, , Mg =0.348uy,
M2t = 0.666uy, , Mgt =0.663uy,
Mgt = 0.034uy, , Mgl =0.092uy,
Mgt = —0.666uy; , Mgt = —0.658uy,
Mgdt = 0.309uy, , Mgt = 0.551uy,
Mgdt = —0.592uy; , Mgdt = —0.550uy,
Myt = 0.677uyy , Mgt = 0.688uy,
Mgit = —0.18%uy; , M;3 =—0.565uy,
M3, =0.616u;; , My, = 0.565uy,
11, et
Ty = =

Teot = —0.412u,
Todt = —0.441uy,
Toet = —0.381u,
Ty = 0.443uy,
Tolt = 0.443uy,
Tgt = 0.455uy,

T, = 0.394u,,

Ry, = —(Tsz + Tgs + Tog) = 1.234uy,
R511 = T32 + T65 + T98 - (T21 + T54 + T87 + TlllO) = —2_969u11

56



Usporedba CaliSevljeva i Crossova postupka | 2011

R +R” +R{" =0

R} + R + Ry =0

14.383 — 1.182ug + 1.234u;, = 0
29.885 + 1.236u — 2.969u;; = 0
Uy = 40.109

U1 = 26.763

Mij == Ml] + Milj-g + Mlyjn

My, =23.782kNm , My, = 7.149 kNm
My; = 13357 kNm , My, = —0.033 kNm
Mys = —20.590 kNm , Mg, = —47.739 kNm
Mso = 0.033kNm  , Mg = —23.715 kNm
M,s = 16571 kNm , Mg, = 15.157 kNm
Msg = 27379 kNm , Mg = —52.361 kNm
Msg = 5.176 kNm  , Mg = 5.667 kNm
Mg = 18.061 kNm , Mo, = —11.355 kNm
Mgo = 9.148kNm  , Mog = 11.378 kNm
M,s=17342kNm , Mg, = 16.861 kNm
Mg, = 26.055kNm , M;,5 = —19.433 kNm

M1011 ES 18.663 kNm . M1110 == 19.4’34’ kNm
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-M djjagram :
23715
~ /] 18,061
- T T = o~ — 11355
-
0033 sl 11.378
§2.361 |
; 47.739 g
/ g - =7
s 2737, —~ 7

! P = 26.055

! - e . 19433

!

o
7.149 15/ha7 18861 19.434
13.357 5176 9413
i

20 5

£

/
7
I

237832 16.571 17.342 18663
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3.3 RjeSenje iz programa LinPro

-M dijagram :

-23.55

-16.45

59

16,56
329 13,09
52,39
o —— 13,09
; 276 E ‘
03 T8 05
3,91 4 61
20,05
1z 107 EEE] Tz
i 757
2545 ;
T7Ee 1889

20,08
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3. Zakljucak

Nakon detaljnog opisa postupaka Calisevljeva i Crossa, dolazim do zakljucka da je Cross
doista usavrsio i unaprijedio metodu CaliSeva. RjeSavajuéi isti primjer na oba na¢ina, mogu
zaklju¢iti da je CaliSevljev postupak dosta zamorniji i teZi. Usporedimo li broj aproksimacija
kod rjesavanja istog zadatka na oba nacina - kod Crossa sam izvr$io 5 aproksimacija dok kod
Calisevljeva postupka 3 - dalo bi se zaklju¢iti da je Calievljeva metoda upravo radi toga
lakSa i brza. No upravo suprotno, sama cinjenica da mi je vremenski gledano za 5
aproksimacija kod Crossa trebalo manje vremena nego za 3 kod Calieva govori u prilog
tome. Drugi razlog zasto sam zakljucio da je Crossova metoda jednostavnija je i preglednost
rjeSavanja. Dok je kod Crossa sve vrlo pregledno i jasno vidljivo budu¢i da se zadatak u biti
rjeSava na samoj konstrukciji, kod Cali$evljeva postupka sve je dosta nepregledno i mogao
bih re¢i "ugurano" u jednu tablicu. Upravo radi toga smatram da je kod Crossa puno manja
mogucénost pogreske kod rjesavanja.

Usporedbom kona¢nih momentnih dijagrama nakon rjeSavanja istog zadatka pomocu obje
metode, dobio sam vrlo sli¢ne rezultate s odstupanjima u pojedinim ¢vorovima od oko 1
kNm. Usporedujuéi te rezultate s rezultatima koje sam dobio rijeSivsi zadatak u programu
LinPro na racunalu, vidljivo je da su obje metode vrlo precizne, §to naravno ovisi o broju
aproksimacija. Sto ih je vise, priblizavamo se toénijem rjeSenju. Zbog toga smatram da je
Crossovim postupkom lakSe do¢i do tocnijeg rjeSenja, jer u istom vremenskom intervalu
mozemo izvrsiti viSe aproksimacija.
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