GS 2. — 6. veljace 2024.

Zadatak 1.

Inzenjerskom metodom pomaka nacrtajte dijagrame unutarnjih sila! Izracunajte duljinu
pomaka tocke A!

a
tga = 3/4 X

NE
EI = 162000 kNm? % -
U = 2 mm

N

Lipe pred crkvom istom sam nagadao u ogromnim konturama
crnih neodredenih masa $to su se u tamnoj tamnini jos tamnije
od ostaloga valovlja tmine za sebe kocile i talasale.

K.S. Gjalski: Notturno

zglobna shema i kinematicka analiza zglobne sheme (dodavanje spoj(ev)a s podlogom):

@

@ ®

[¢vor 3 — lezajni (nepomican) |
¢vor 1 nepomican
Smin = 2:-2—3 =1 — ¢vor 2 nepomican

ili

@

X

[¢vor 3 — lezajni (nepomican) |
¢vor 2 nepomican
— ¢vor 1 nepomican

(spoj s podlogom u évoru 2 moze biti na bilo
kojem pravcu osim osi §tapa {2, 3})

= 5 = Smin = 1



osnovni sistem za inzenjersku metodu pomaka:

- ili
©)
nepoznanice: o i 07 (ili uy ili wy) nepoznanice: g i we (ili ug

mehanizam za utjecaj prisilnoga pomaka lezaja:

ili

rjeSavanje pomocu lijevoga osnovnog sistema:

zora radi, plan pomaka za neovisni translacijski pomak #; (horizontalnu komponentu

pomaka lezaja po kosom praveu): w uz = w1

=

J
L

izrazi za kutove v; ; kao funkcije neovisnoga translacijskog pomaka u; (izvedeni pomocu

dijagrama projekcija pomaka na vertikalnu os):

0 SN A
¢ 1,2 v ”I i "o g
, | w .
| W”'*“ h = % = EU1 = @/){1,2}
Yy = —% = P23}
@

[£]

(potpunosti radi, skiciran je i
dijagram projekcija pomaka na

vertikalnu os)



zora radi, plan pomaka za prisilni pomak lezaja:

K U2,3 = U32
p¥

@

izracunavanje kutova v, ; pomoc¢u dijagrama projekcija pomaka na horizontalnu i na

vertikalnu os:

@ 1,2 ©) o 7 _
%{é‘g ' Yy = Z = ¢{2,3}
Il Enw — —
1 %-3: WI"5
_ 3 _
a Y = —- Yy
5
|JI| EII 3
[ * ! I - —%a—ﬁ{m}

vrijednosti momenata upetosti:

—_— — El 3 _
Mis = Myy = —6kp %1,2} = —6 — [——U]

162
=6-6000

-0,15- 0,002 = 58,32kNm

M Vi — El u 162000
Mys = Mzo = —6kpsy g = _6?1 - _6.

-0,25-0,002 = —97,2kNm

(izrazi za) vrijednosti momenata savijanja na krajevima Stapova:

My = 2kpay 2 — kg dpay + Mig

5
= 2-32400 ¢ — 6-32400 - EUI + 58,32 64 800 o — 81000 u; + 58,32
My = 4kpgypo — 6k Y2 + MQJ

)
= 4-32400 ¢y — 6-32400-Eu1 + 58,32 = 129600 py — 81000 u; + 58,32



Moz = 4kp3zyp2 — Gkpasy ey + MQ,{S

432400 0y — 6 - 32400 [—%] ~ 972 = 129600 s + 48600 u; — 97,2

Mszs = 2kpp3y 02 — 6 ka3 U3 + Moy 3
Uy

4

232400 y — 6-32400[ ] — 97,2 = 64800 s + 48600 u; — 97,2

jednadzba ravnoteze momenata u ¢voru 2:
—Myy + (—=Ms3) = 0 ‘ x (—1)
[129600 ¢, — 81000 u; + 58,32] + [129600 5 + 48600 u; — 97,2] = 0

259200 ¢ — 32400 u; — 38,88 = 0

jednadzba rada na virtualnim pomacima:

(,,Vodeéi” je virtualni pomak pomak 6%; koji odgovara neovisnom translacijskom pomaku 1,
pa je dijagram projekcija (virtualnih) pomaka na horizontalnu os jednak dijagramu prikaza-
nom na najdonjoj slici na stranici 2, uz zamjene u; — duy i 9; — dt;, a veza je kutova dvy;
i orijentirane duljine du; ista kao veza vy ;1 1 uy:

dPr1 o) = bdu /19 & dihrozy = —6u1/4)
(M1,2 + M2,1) dY19) + (M2,3 + M3,2) Y23 = 0

)
(64 800 o — 81000 u; + 58,32 + 129600 ¢ — 81000 u; + 58,32) : (E 6u1)

5
+ (129600 @5 + 48600 u; — 97,2 + 64800 5 + 48600 u; — 97,2) - <_%> _ 0

(32400 5 — 91800 u; + 72,9) duy = 0 Vo
32400 gy — 91800 u; + 72,9 = 0 ( x (~1)

—32400 ¢ + 91800 u; — 72,9 = 0
sustav jednadzbi i njegovo rjesenje:

259200 ¢ — 32400 u; = 38,88

—32400 ¢y + 91800 u; = 97,2

w2 = 0,000295 385 &) u; = 0,00116308 m
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vrijednosti momenata savijanja na krajevima stapova:

M, = 64800 -0,000295385 — 81000 -0,00116308 + 58,32 = —16,7485 kNm

M1 129600 - 0,000295 385 — 81000 - 0,00116308 + 58,32 = 2,39242 kNm
Ms s = 129600 - 0,000295385 + 48600 - 0,00116308 — 972 = —2,39242 kNm

M;o = 64800 -0,000295385 + 48600 -0,00116308 — 97,2 = —21,5334 kNm

dijagram momenata savijanja:

e

N\

vrijednosti poprecnih sila:

M 2

Nij N:
%1,21 \/_wlT:1 T \\/v
N
, 11s £
A
4 M3 2
2K
Tis-5+ My + My = 0
Tz = _w _ __16’7485; 23R _ 9 8T122KN = T, o
Tiy+ Toy = 0
Ty = ~Tip — —287T122kN = Tie,, 5 )
Tys+5 + Moy + My = 0
- _M2,3;M3,2 B _—2,392425— 2584 _ s 16N = T o
Tys + Typ = 0

Ty = —Thz = —4,78516kN = T, , 5



vrijednosti uzduznih sila:

3 4
—Ty1 — Ty — =Nys = 0
2,1 5 2,3 5 2,3

5 3
N2,3 = Z_l (_ 2,1 — 3T273) = _0,000 147 jad O = N(§(273)=0+)

N273 + N372 =0
N3y = —Na3 =~ 0 = N(£<2,3>=5*)

4
—Ngl + gTQS =0
4
Nay = Tos = 3828131EN = Ng,, 5

NLQ + Ng}l =0
Niz = —Ngy = —3,828131kN = —Ng,, —o+)

dijagrami poprecnih i uzduznih sila:

5 P
\ © N
A ®
S 2

=]

duljina pomaka tocke A:

geometrijski postupak:
nepoznanica u; (koja to vise nije, jer smo je izracunali) duljina je horizontalne
komponente pomaka tocke A

Ul 3 (SA

N
N NZI w4
5

5
= = = 11
0a i 1 0,001163 08

0,00193847 m

= 1,94 mm



metoda jedini¢ne sile & redukcijski stavak:

\1

H

redukcijski stavak: jedini¢na sila na bilo kojem osnovnom sistemu za metodu sila

pomak neke tocke zbroj je pomaka od utjecaja momenata savijanja i pomaka od
utjecaja prisilnoga pomaka na osnovni sistem za metodu sila (ako prisilni pomak

utjece na njega)

utjecaj momenata savijanja:

M
a(M) =Y mEll ds

_ % l(%.16,75-5)<%.4> (—1) + (%-2739.5> @4) (=1)

+ (% 2,39 - 5) 4) (1) + (% - 21,53 - 5) (4)] = 0,000738477

utjecaj prisilnoga pomaka na osnovni sistem za metodu sila:

uA(ﬂ)
‘7;‘(&) —g Sa (@) \
da(u) 3
‘ﬁ UA(I_L) N 5

3 3
da(u) = guA(ﬂ) = ga = 0,0012

51 = 6a(M) + 84(w) = 0,000738477 + 0,0012 = 0,00193848 m = 1,94 mm

7



ili:

R\
N o
A -
X ]

A(M) = % K%-16,75-5) (%-2,5) (1) + (%-2,39-5) (2-2,5) (—1)
+ (%-2,39-5) (%-2,5) (—1) + (%-21,53-5) <%25)}

= —0,0000614712

— U
@ w. = E
ua(@) = 1),;-6 = 0,0012
B wa(@) = ¢-8 = 0,0016
¥ (@ Ba(n) = ol (@) + wi(a)
' = 0,002
|
() ?

ili, iz dijagrama projekcija
na pravac pomaka tocke A:

Sa() = ¢,-10 = 0,002
5,4(17,)



51 = Sa(M) + 64(7) = —0,0000614712 + 0,002 = 0,00193853m = 1,94 mm

ili, osnovni sistem za metodu sila na koji prisilni pomak ne utjece:

N
T
1\ My
S
i 7/
A
>
%
rjeSavanje osnovnoga sistema (za metodu sila) na koji djeluje jedini¢na sila:
P, =0: 1"+ A" =0
3
h !
A = 1" = —%
A 5 5 3
= == A=A = - =075
AR T 1 T 1 TR
ZFZ:() 1" — A" — B =0
AY 3 , 3 3 9
a2 A’}zfA}”_ff, _
Ah 4 4 4 < 5) 20
, y 4 9 5
B=1"-A" = - — ([——) = 2 = 195
5 20 4
My =0 Ms + B-8 =0
=4
My = —-B-8 = —2-8 - —10
. - - , 15
vrijednost momenta savijanja u spoju stapova:  M,_5) = B-3 = i 3,75

1 [/1 2 1
o = Sa(M) = = l(§-16,75-5> (5'10,0+§-3,75>

1 1 2

=.239-5)(=-10,0+=2.3,75

1 2 1 1

Z.939. Z. Z.91.53- . -1
+(2 39 5)(3 3,75>+(2 53 5)(3 3,75)( )]

= 0,00193840m = 1,94 mm
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rjeSavanje pomocu desnoga osnovnog sistema za inzenjersku metodu pomaka

(najgornja slika na stranici 2):

zora radi, plan pomaka za neovisni translacijski pomak ws:

lur] = |uz| |uz]

U1 = U2 U2

= =

izrazi za kutove 1); ; kao funkcije neovisnoga translacijskog pomaka ws (izvedeni pomocu

dijagrama projekcija pomaka na vertikalnu os):

@

1,2

@

| ! [t b
' ir—
wa I

10

4 3 6 _3
3 5
5
z%g
W2 5
= A = 9w2 = ¢{1,2}

w
Yy = 32 = Y23}

(potpunosti radi, skiciran je i
dijagram projekcija pomaka na

horizontalnu os)



zora radi, plan pomaka za prisilni pomak lezaja:

@)oo
v i h % 3
I
Pl 5 4
h_o3 o o2
%{3 | 5 4 4
@00 T -
I Il Y = 3 = 1—5u = 1/’{1,2}
Eu =0 = E{m}
U
(potpunosti radi, skiciran je i
dijagram projekcija pomaka na
vertikalnu os)
vrijednosti momenata upetosti:
— — — ET 4
Mis = My = —6k = —6— —u
1,2 2,1 {1,2} w{m} 5 15 Uu
162000 4
= —6- = T 0,002 = —103,68 kNm

(izrazi za) vrijednosti momenata savijanja na krajevima stapova:
Mo = 2kpoyp2 — 6kpoy gy + Ml,Z
)
= 2-32400 ¢, — 6-32400 (—5 ’UJQ] — 103,68 = 64800 ¢ + 108000 wy — 103,68
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Moy = 4dkpoy oo — 6oy ey + Mo

)
432400 ¢ — 632400 [§ wg] — 103,68 = 129600 o + 108000 wy — 103,68

Mys = 4dkpzyp2 — Gkioz Va3
= 4-32400 ¢ — 6-32400 - L2 _ 129600 o — 64 800 wo

Msy = 2kp3y 02 — 6k(o3 V3
= 2-32400 ¢ — 6-32400 - L2 _ 64 800 o — 64800 wo

jednadzba ravnoteze momenata u ¢voru 2:
—Myy + (=Ms3) = 0 ‘ x (-1)
[129600 2 + 108000 wy — 103,68] + [129600 ¢ — 64800 wa| = 0

259200 2 + 43200 wy — 103,68 = 0

jednadzba rada na virtualnim pomacima:

(,,Vodeéi” je virtualni pomak pomak &w koji odgovara neovisnom translacijskom pomaku wo,
pa je dijagram projekcija (virtualnih) pomaka na vertikalnu os jednak dijagramu prikazanom
na najdonjoj slici na stranici 10, uz zamjene wz — dwy i ¥; — 8¢, a veza je kutova 8y, ;
i orijentirane duljine dwy ista kao veza ty; jy 1 wa:

P10y = =5 6“)2/9 € 0o 3y = 6“’2/3)
(M1,2 + M2,1) OY19) + (M2,3 + M3,2) Y23 = 0
5
(64 800 ¢y + 108000 wy — 103,68 + 129600 ¢o + 108000 we — 103,68)- <—§ 5w2>

5
+ (120600 0y — 6480w, + 64800 0y — 64800 ws) - == = 0

(—43200 o — 162667 wy + 115,2) dwy = 0V dwy
43200 gy — 162667 ws + 1152 = 0 ) x (—1)
43200 @y + 162667 wy — 1152 = 0

sustav jednadzbi i njegovo rjesenje:
259200 @y + 43200 w, = 103,68

43200 2 + 162667 wy = 115,2
w2 = 0,000295026 &) we = 0,000629 844 m

12



vrijednosti momenata savijanja na krajevima stapova:

M, = 64800 -0,000295026 + 108000 - 0,000 629844 — 103,68 = —16,7752 kNm

=
I

129600 - 0,000295 026 + 108000 - 0,000629 844 — 103,68 = 2,578 52 kNm
M, 5 = 129600 - 0,000295026 — 64800 - 0,000629844 = —2,57852 kNm

=
I

64800 - 0,000295026 — 64800 - 0,000629844 = —21,696 2 kNm

nastavak je price (dijagrami & duljina pomaka) isti kao za lijevi osnovni sistem

(uz lagana prilagodavanja vrijednost)
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Zadatak 2.

Pomocu utjecajnih linija izracunajte vrijednost vertikalne reakcije u lijevom i vrijednost
reaktivnoga momenta u desnom lezajul!

q = 62,5kN/m
[
S = J/ 17
L2 4 L2 g, 2 4. 2

utjecajna linija za vrijednost reakcije u lijevom lezaju (kinematicki postupak):
pretpostavljeni smisao djelovanja reakcije: 1

momentni spoj: spoj koji sprecava zaokret, a dopusta pomak po bilo kojem pravcu
podsjetnik iz Mehanike 1.:

L T U N

mehanizam i utjecajna linija kao plan pomaka za jedini¢ni pomak hvatista reakcije u

smislu suprotnom od smisla djelovanja reakcije:

Q1 Q2

Al M) = Qim + Qa2 + M -0

— (62,5-2)-1 + (62,5-4) -~ = 250kN

DN | —

14



utjecajna linija za vrijednost reaktivnoga momenta u desnom lezaju

(kinematicki postupak):
pretpostavljeni smisao vrtnje momenta: C

mehanizam i utjecajna linija kao plan pomaka za jedinicni zaokret osi u hvatistu

momenta u smislu suprotnom od smisla vrtnje momenta:

— = <]

y

izracunavanje vrijednosti reakcije:

"

Ma(q, M) = Q-0+ M- (—tga) = 125- (—(—1)) = 125

15



Zadatak 3.

Pomocu utjecajne linije izracunajte vrijednost reakcije u srednjem lezaju! (Hvatiste vanj-
skoga momenta je iznad srednjega lezaja.)

& EI &' 2Er TN
\ 2 2 | 2 | 2 \

zdravorazumsko rjesenje:

e sistem je osnosimetrican u odnosu na vertikalnu os koja prolazi srednjim lezajem:;

e pri pomaku srednjega lezaja (tocke na osi simetrije) po vertikalnom pravcu (po osi
simetrije) progibna ¢e linija biti osnosimetricna u odnosu na istu os;

e tangenta na progibnu liniju u tocki iznad srednjega lezaja, koja je na osi simetrije,
bit ¢e horizontalna; drugim rijecima, u toj je tocki kut zaokreta prognute osi grede
u odnosu na njezin pocetni oblik i polozaj (odsjecak osi x) jednak nuli;

e prema teoremu Miiller-Breslaua utjecajna je linija za reakciju u srednjem lezaju
(koja djeluje na vertikalnom pravcu) jednaka progibnoj liniji pri jedini¢nom po-
maku toga lezaja po vertikalnom pravcu (u smislu suprotnom od pozitivnoga smisla
djelovanja reakcije);

e utjecaj momenta se pri primjeni utjecajnih linija izracunava prema izrazu

n(M) = =M tgaw,

gdje je ays kut izmedu tangente na utjecajnu liniju u hvatistu momenta i apscisne
0si;

e kako je taj kut jednak nuli, bit ¢e
B(M) = —M tg0 = —M -0 = 0.

e prema tome, vrijednost je reakcije u srednjem lezaju jednaka nuli.

skolsko rjesenje (uz crtanje utjecajne linije, kao provjera zdravoga razuma):
kinematicki postupak (primjena teorema Miiller—Breslaua):
izbor metode crtanja momentnoga dijagrama:

inzenjerska metoda pomaka: mnepoznanice: s, @3, @4, Wws, Wy = 5 nepoznanica

metoda sila: sistem je jedanput staticki neodreden = 1 nepoznanica

metoda sila:

i T “% 0.8
X1

01Xy = 51,0 = —1

/¢]

1

¢

16



s o (o) () (L) (2l
L= 2 Er\ 2 3 2FET \ 2 3 3

6 Bl
2 X = -1 X, = -4
Bl = ! 6

M(z) = X;mq(x)

momentni dijagram i utjecajna linija:

& B ZEN 2E1 EI \A

mjerilo duljina:

o 1 [ecm] :: 0,8 [m]

mjerilo kutova:

1[cm] = é

‘ =

[
7]

5

+
o

AV
-

P2 ®3

BN OO U
PLZ VL= 57677 %
| X |
o Llroay .,
2= = 5\ 12 !
X=3

stranica 2 veriznoga poligona (tangenta 2 na veriznu krivulju) je usporedna sa

zakljuénom linijom = ay=ay =0 = tgay=tgay =0

17



Zadatak 4.

Relaksacijskim postupkom nacrtajte momentni dijagram! Provjerite rezultat!

P, = 125 kN P
EI BN}
EI 2
— v
2
ol N
\ 2 | 2 |
prvi korak: Crossov postupak na nepomic¢nom sistemu:
vrijednosti momenata upetosti:
Pll
@N
@ =
— (e — 1— P/
M2(1) = Moy — =My = — 21022
’ 2 8
P
’ _ 3Plpy  3-50-4
a 6 6
@
_ — Pl 125-4
@E Mysz = Msy = ! 8{273} = 3

razdjelni koeficijenti:

1 Pyl 9

2 8

—37,5kNm

— 62,5kNm

raspodjela i prijenos momenata:

Koy = ks = F 0,57 |
ke = 3k + 4k = 7k 0,43\ |’ 62,5 —62,5I|
3k 3 e
37,5 =
pox = o0 = 2 0.43 e 42,8 69,7
2 48,2
tgs = ‘;_k _ % _ 057 62,5 — 37,5 = 25,0
2
~95,0-0,43 = —10,7
ps1 + pse = 0,43 + 0,57 = 1 _ﬂ‘ 0,57 = —14,3
—25,0
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vrijednosti reakcija u zamisljenim spojevima:

oYy i B
' =i— e S
T(1)<— - R(l)
2T : 760 o
N
P
B
e ’R:El)
_TQ(,11) + Ry =0 _TQ(,? + RV =0
B - 1) RY - 1
4T+ M) 2P, =0 4T3 + Mgy + Miy) +2-P =0
1 1 1
(1) M2(,1) Py (1) M2(,3) + M3(,2) Py
Tyy = - Ty Iy = ———— — &

’ 4 2 ’ 4 2
482 50 o 482-69,7 125
4 2 B 4 2
= —37,1kN = —5H7,1kN

R{Y = —371kN RY = —571kN
drugi korak: prosirenje Crossova postupka:
vrijednost momenta upetosti: raspodjela i prijenos momenata:
S 0,57 |
NN\ T T
ﬁ% 0,43 10,7 —5,3 !
— -10,7 -5,3
18,8
-8,1
. 100~ 100 10,7
57 Bol, EI
=7 (¢ T _ ) - _
ML = —3 Kz Vi & 18,8043 = 8,1
E B 0,57 = —10,7
_ _qE < “3> 18,8
a 4\ 4 ’
100
_ a3 Bl
4 4
= 18,8 kNm
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vrijednosti reakcija u zamisljenim spojevima:

g,
' =~ P
T(2)‘_ - R(Q)
Qe 2 743 e
Kng(i)
B
— VR§2)
-1, + RY =0 -3 + R =0
2 2 2 2 2
MY 10,7 MY + My
2 2,1 ) 2 2,3 3,2
@ _ ~10,7 - 5,3
R 2,7kN _ ; S 4 0kN
4
R® — 40kN
treci korak: prosirenje Crossova postupka:
vrijednosti momenta upetosti: raspodjela i prijenos momenata:
NN\
S5 0,57 |
043N\ 375 375 !
_ ] 214 10,7
16,1 —16,1 —26,8
16,1
_ 100 100
w P P —
' Eoy, EI
wll s = My | 37,5-0,43 = 16,1
- @E 6 iy 1 1) —ﬁ 0,57 = 21,4
S = (1,2} ¥{2,3} 375
ET w,
- 6 — —
4 4
100
— —6- EI Er
4 4
= —37,5kNm
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vrijednosti reakcija u zamisljenim spojevima:

Ty MY
' ==} — 1 D <
(3) +— - R®
B 2 783 M3
KJMQ(B;)
B
—Tfi) + Ré?’) =0 —TQ(,?;) + RF’) =0
4T + MY =0 4-T3) + M3y + M) =0
MY 16,1 MY + MY
3 2,1 ) 3 2,3 3,2
4 )

RY = 10,7kN

. i, na kraju:

RMY + RP 0 + R0y = 0

R + R 01 + R 0, = 0

=571 + 400, + 10,702 = 0

—37,1 + 2,7@1 + 4,0 0o =0

01 = 13,08 ¢ 02 = 0,45
konacne vrijednosti momenata:

Mij = M3 + o0 M7 + 0o M7

My, = —482 + 13,08-10,7 + 0,45-16,1 = 99,0kNm
Mys = 482 + 13,08 (—10,7) + 0,45 (—16,1) = —99,0 kNm
Mss = —69,7 + 13,08 (—5,3) + 0,45 - (—26,8) = —151,1 kNm
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u horizontalnom Stapu nema uzduzne sile, pa u vertikalnom stapu izmedu ¢vora 2 i hvatista

sile P» nema poprecne sile, a moment se ne mijenja

uzduzne sile nema ni u vertikalnom Stapu, pa u horizontalnom Stapu izmedu ¢vora 2 i hvati-

Sta sile P; nema poprecne sile, a moment se ne mijenja

dijagram momenata:

151,1
99,0
99,0
provjera:
sistem je staticki odreden
Pll
M,
Yt
\_
L
P
A
-
MFE, =0: P—B =0 = B = P = 125kN
ZM/BZOI —A4+P22+P12—MB:0

My, = A-2 = 100kNm  (u hvatistu sile P)

Ai P, tvore spreg, pa se iznad hvatista do ¢vora 2 moment ne mijenja: My gotje = Mp 2
ravnoteza ¢vora 2: M qolie = M2, desno

moment se u horizontalnom stapu do hvatista sile P; ne mijenja

iz svega slijedi da je dijagram momenata isti kao dijagram na vrhu stranice, s neznatno
drukéijim (i, u stvari, toénijim) vrijednostima (u Crossovom smo postupku

zaokruzivanjem na jednu decimalu izgubili toénost)
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