Sveuciliste u Zagrebu
Gradevinski fakultet

Petra Gidak

Elizabeta Samec

Staticki neodredeni sistemi

Zagreb, 2022.



ISBN 978-953-8168-58-1



Sadrzaj

Uvod 1
1 Metoda sila 2
1.1 Ometodisila . .. ... ... .. ... . 3
1.2 Prisilni pomak lezaja obostrano upete grede . . . . . .. .. ... .. 6
1.3 Obostrano upeta greda optereéena koncentriranom silom . . . . . . . 12
1.4 Staticki neodredeni sistem s jednom prekobrojnom veli¢inom . . . . . 15
1.5 Okvirni sistem sa zategom . . . . . . .. ... ... L. 19
1.6 Prisilni pomaci lezajeva okvirnoga sistema . . . . . . . . ... .. .. 25
1.7 Utjecaj jednolike temperature na okvirni sistem . . . . . ... .. .. 33
1.8 Odredivanje pomaka metodom jedini¢ne sile . . . . . . . .. ... .. 40
1.9 Utjecaj nejednolike temperature i deformacijska kontrola . . . . . . . 48
1.10 Dodatak 1: Verescéaginov teorem . . . . . . .. .. ... ... ... 54
1.11 Dodatak 2: utjecaj poprecne sile na iznos pomaka tocaka kons-
trukcije . . . ..o 56
1.12 Dodatak 3: "slozene" povrsine . . . . . . . ... ... ... .. .. 58
2 Metoda pomaka 61
2.1 Ometodi pomaka . . . . . . . ... ... ... ... 62
2.2 Pomicniokviri . . . . . . . . ... 67
2.3 Nepomicni sistem — kontinuirana greda . . . . . . . . . ... ... .. 7
2.4 Dodatak 1: tablica momenata upetosti . . . . . . ... ... ... 85
2.5 Dodatak 2: matrica krutosti Stapnoga elementa . . . . .. . .. 89
2.6 Dodatak 3: staticka kondenzacija. . . . . . . .. .. ... ... .. 91



SADRZAJ

3 InZenjerska metoda pomaka 93
3.1 O inzenjerskoj metodi pomaka . . . . . . ... ... 0L 94
3.2 Pomicniokvir . . . ... Lo 95
3.3 Pomicni okvir s kosim stupom . . . .. ..o 108
3.4 Utjecaj promjenjive temperature i prisilnih pomaka . . . . . . .. .. 119
3.5 Utjecaj jednolike temperature . . . . . . . . .. ... ... ... ... 130

4 Relaksacijske metode 139
4.1 O relaksacijskim metodama . . . . . .. ... ... ... 140
4.2 Nepomicni viSeetazni okviri . . . . . . . . ... ... ... 142
4.3 Pomicni viseetazni okvir — primjena postupka Wernera i Csonke . . . 157
4.4 Kontinuirani nosa¢ . . . . . . . . . . ... 174
4.5 Uvijeti simetrije . . . . . . . . .. Lo 178

5 Utjecajne funkcije 189
5.1 Definicija i postupci odredivanja utjecajnih funkcija . . . . . . . . .. 190

5.2 Odredivanje utjecajne linije za moment savijanja u presjeku kontinu-
Iranoga nosaca . . . . . . . .. uu e e e e e 192

5.3 Odredivanje utjecajne linije za popre¢nu silu u presjeku kontinuira-

NOZA NOSACA .+« v v o e e e e e e e e e e 199

5.4 Odredivanje utjecajne linije za reakciju u lezaju . . . . ... ... .. 205
5.5 Utjecajna linija okvirnoga sistema . . . . . . . . ... .. .. ... .. 213

6 Metoda gustocéa sila 220
6.1 O mrezama prednapetih kabela i metodi gustoc¢a sila . . . . . . . .. 221
6.2 Metoda gustocasila. . . . . .. ..o oo 228
6.3 Iteracijska primjena metode gustoc¢a sila . . . . . . . . ... ... .. 230




Uvod

Naglasak je ove knjige na statici Stapnih konstrukcija kao dijela tehnicke mehanike
[31, 36]. Pri tome pod $tapnim konstrukecijama shva¢amo konstrukeije sastavljene od
Stapnih elemenata duljina kojih je znatno vec¢a od dimenzija (visine i $irine) poprace-
noga presjeka. Gradevna statika 1.1 Gradevna statika 2. na Gradevinskom fakultetu
Sveucilista u Zagrebu osnovni su tehnicki kolegiji te poveznica izmedu temeljnih
zakona mehanike krutih tijela (Mehanika 1. 1 Mehanika 2.) i ¢vrstoce, krutosti i
stabilnosti elemenata konstrukcija (Otpornost materijala 1. i Otpornost materijala
2.). Bez dobroga poznavanja gradiva navedenih kolegija rezultat je promisljanja nad
sadrzajem ove knjige nepredvidljiv |2, 34, 35, 37, 38].

Nadalje, Gradevna statika 1. prethodi kolegiju Betonske i zidane konstrukcije
1., Metalne konstrukcije, Drvene konstrukcije i Mostovi na preddiplomskom stu-
diju, a zajedno s Gradevnom statikom 2. i nizu kolegija na diplomskom studiju, od
kojih izdvojimo Teoriju elasticnosti i plasticnosti na smjeru Teoriyja © modeliranje
konstrukcija, smjeru Geotehnika i smjeru Materijali. To¢nije, svi kolegiji povezani
s proracunom konstrukcija zgrada, cesta, mostova, hidrotehnickih i geotehnickih
gradevina temeljeni su na sadrzaju kolegija Gradevna statika [22].

Opisane metode prora¢una primjenjuju pojednostavljene modele realnih ravnin-
skih nosivih sistema. Modelirati realno ponasanje konstrukcije temelj je statickoga
proracuna, "ru¢nog" ili "raCunalnog", te podrazumijeva inZenjersko promisljanje
o ponasanju konstrukcija. Istodobno, zamisao opisane metode pomaka temelj je
metode konac¢nih elemenata primjena koje danas nadilazi gradevinarstvo.

Autorice smatraju da studenti na Gradevinskom fakultetu ne bi smjeli propustiti
priliku potaknuti vlastitu inzenjersku prosudbu rjesavajuéi jednostavnije primjere

modela ravninskih konstrukcija [12, 14].
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Metoda sila
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1.1 O metodi sila

Poznavajuéi vrijednosti prekobrojnih statickih veli¢ina staticki neodredenih sis-
tema jednadzbama se ravnoteze mogu odrediti vrijednosti ostalih statickih veli¢ina,
na lezajevima i u presjecima elemenata, te skicirati dijagrami unutarnjih sila. Za-
misao je metode sila definirati staticki odredeni sistem raskidanjem odabranih pre-
kobrojnih (lezajnih i/ili unutarnjih) veza te zahtijevati jednakost (kompatibilnost)
pomaka zadanoga statickog sistema i odabranoga staticki odredenog sistema |1, 3|.
Dakle, cijeli se proracun odvija na odabranom, staticki odredenom sistemu koji se

naziva osnovnim sistemom.

Slika 1.1: Zadani staticki neodredeni sistem

Na slici 1.1 prikazan je staticki neodredeni sistem s jednom prekobrojnom vezom
opterecen distribuiranom silom ¢(x). Crvenom je linijom skicirana progibna linija
zadanoga statickog sistema. Ako se reakcija na pomic¢nom zglobnom leZaju odabere
kao prekobrojna veli¢ina, osnovni je sistem u metodi sila konzola sa slike 1.2. Pro-
gibna linija odabranoga osnovnog sistema optere¢enog jednakim opterec¢enjem kao i
zadani sistem (distribuiranom silom ¢) svakako nije jednaka onoj zadanoga sistema
(slika 1.3). Medutim, ako se osnovni sistem optereti silom X koja djeluje na mjestu i
u smjeru raskinute prekobrojne veze, "zbrajanjem" progiba sa slike 1.3 i 1.4 osnovni
se sistem dovodi u stanje jednako stanju zadanoga sistema [15]. Problem nastaje

zato Sto iznos sile X nije poznat.

\
\ TX

Slika 1.2: Osnovni staticki odredeni sistem
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Slika 1.4: Osnovni sistem optereéen silom X

Medutim, zbog linearnosti koja vrijedi u slu¢aju malih pomaka i malih defor-
macija (teorija I. reda), ako sila iznosa X = 1 uzrokuje pomak Jx x—1, tada ce
sila iznosa X uzrokovati X puta veéi pomak (dx x). Buduéi da je pomak zadanoga
sistema na mjestu sile X jednak nuli moze se zapisati:

Oxq+X - -0xx=1=0,

gdje je 0x, pomak na mjestu sile X uzrokovan vanjskim opterecenjem, odnosno
distribuiranom silom ¢(z). Gornji je izraz uvjet kompatibilnosti pomaka zada-
noga i osnovnoga statickog sistema [27, 30]. U slucaju statickoga sistema s n

prekobrojnih veli¢ina uvjeti kompatibilnosti tvore sustav od n jednadzbi:

51)0 +51,1 - X, +51,2 - X, +51,3 - X, +---+51,n X, =0
52)0 +52,1 - X, +52)2 - X, +52)3 - X, +...+52)n X, =0
53)0 +53,1 - X, +53)2 - X, +53)3 - X, +...+53)n -X,=0

5,7)0 +5m1 - X, +5n)2 - X, +5n’3 - X, +...+5n)n X, =0

Koeficijenti uz nepoznanice u tim jednadzbama nazivaju se koeficijentima fleksi-

bilnosti. Koeficijenti fleksibilnosti i slobodni ¢lanovi odreduju se na temelju sljedeé¢ih

1zraza:
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m,-m. n-n. List
= Lds + [—Lds + k- [—ds
El EA GA

. M, -m N =, K
Gp5=| ;5[ ds + | ;JEA ds+k-j'(°;—Ads+j(fc,-mi)ds+j'(£,-ni)ds

Pri tome je 6;; pomak na mjestu i u smjeru sile s indeksom ¢ uzrok kojega
je jedini¢no djelovanje na mjestu j, dok je d; o pomak na mjestu i u smjeru sile s
indeksom 4 od vanjskoga djelovanja (opterec¢enja). Osim koncentriranih i linijskih
sila i momenata, vanjsko djelovanje moze biti promjenjiva temperatura (At) i/ili
jednolika temperatura ts. Promjenjiva temperatura uzrokuje dodatnu zakrivljenost
(k¢) elementa na kojem djeluje, dok jednolika temperatura uzrokuje promjenu duljine
elementa (Af) pa stoga i pomake nekih ili svih elemenata statickoga sistema.

Vrijednosti integrala u izrazu za koeficijente fleksibilnosti odreduju se prema
Verescaginovom teoremu (vidi poglavlje 1.10).

Rjesenja jednadzbi kompatibilnosti (X;) uvrstavaju se u sljedece izraze za odre-
divanje vrijednosti unutarnjih sila na zadanom sistemu (izrazi se temelje na principu

superpozicije):

M(x)=M,+ X, -m((x)+X, -my(x)+X; -my(x)+..+ X, -m (x)
T(x)=1T,+X, - t,(x)+ X, - t,(x)+ X; - ;(x)+...+ X -1 (x)
NX)=N,+ X, - n(x)+ X, -n,(x)+ X; -n(x)+...+ X, -n _(x)
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1.2 Prisilni pomak lezaja obostrano upete grede
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Slika 1.5: Zadani staticki sistem

Zadani sistem je tri puta staticki neodreden, odnosno ima tri (vanjske) veze vise
od minimuma potrebnoga da bude geometrijski nepromjenjiv (drugim rije¢ima, sta-
ticki odreden). Zamisao je metode sila zadani staticki neodredeni sistem pretvoriti u
staticki odredeni otpustanjem (raskidanjem) prekobrojnih lezajnih veza (napomena:
moguce je osnovni sistem definirati i otpuStanjem unutarnjih veza; primjerice, do-
pustanjem zaokreta u nekom presjeku nastaje zglob). Odabrani staticki odredeni

sistem nazivamo osnovnim sistemom te se na njemu provodi daljnji proracun.

X3
A R

-J
‘

“
‘

Slika 1.6: Zadani sistem i odabrani osnovni sistem s naznacenim silama u
prekobrojnim vanjskim vezama

Polje pomaka osnovnoga sistema pod djelovanjem vanjskoga opterecenja i jedi-
ni¢noga opterec¢enja na mjestu raskinutih veza treba izjednaciti s poljem pomaka
zadanoga sistema pod djelovanjem vanjskoga opterecenja. Stoga se sustav jednadzbi
rjeSenja kojega su vrijednosti prekobrojnih sila zadanoga sistema sastavlja na temelju

uvjeta kompatibilnosti pomaka zadanoga i osnovnoga sistema i naziva jednadzZbama

kompatibilnosti.
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Slika 1.7: Jedini¢no djelovanje X; = 1 i pripadni dijagram n,

{ ——

Slika 1.8: Jedini¢no djelovanje X, = 1 i pripadni dijagrami ms i to

; = ®)

Slika 1.9: Jedini¢no djelovanje X35 = 1 i pripadni dijagrami ms i t3

Sustav je linearnih jednadzbi koji ¢ine tri jednadzbe kompatibilnosti pomaka
oblika
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Oy Xy ¥ 0,5 o Xy + 0, v X 48, =0
Oy ¥, +a‘ X +5 =0
Lol £ K Al KL A, =1

Vrijednosti koeficijenata fleksibilnosti (koeficijenti uz nepoznanice u jednadzbama

kompatibilnosti pomaka) odreduju se prema Vereséaginovu teoremu:

1 £
& . i e S
) EA( ) EA
51.2= ‘21=0
51.3= iy =0
- 1 1-0 2 k ) I | ¢ k
0, =] ——ema] ] e fme e ——
2 El Z 3 GA \ { ¢ 3EI GA-(
1 (l-f 2 k (1 1 ( k
Bp =i — il || e =
7 2 3 GA \ ( ( 3K GA-¢

. 1. §1-€ 1 E{x .1 ( k
523:é3.2:_7. 7.7.1 4+ —- f.[.f =4
’ Bt L2 3 GA\L ! 6EI GA-(

Prvi je pribrojnik u posljednja tri koeficijenta fleksibilnosti utjecaj momenata
savijanja na pomak 0, ;, dok drugi pribrojnik izrazava utjecaj poprecnih sila. S
obzirom na to da je veli¢ina utjecaja poprec¢nih sila promjenjive prirode i da ovisi o
omjeru visine popre¢noga presjeka i raspona (h) njezin se doprinos pomacima tocaka
konstrukcije (odnosno iznosima koeficijenata fleksibilnosti u metodi sila) detaljnije
analizira u poglavlju 1.11, a u vecini se slu¢ajeva moze zanemariti.

Opravdano je utjecaje poprecnih i uzduznih sila zanemariti ako u popre¢nim
presjecima postoje momenti savijanja, te u slu¢aju zanemarivanja poprecne sile ako
je odnos visine i raspona veéi od %

Vanjsko je djelovanje prisilni vertikalni pomak w jednoga upetog lezaja, te se
stoga koeficijenti fleksibilnosti koji su vrijednosti pomaka na mjestima raskinutih
vanjskih veza od utjecaja pomaka w odreduju iz plana pomaka na mehanizmu s
mogucénim pomakom w. Mehanizam nastaje raskidanjem veze koja je na osnovnom

sistemu sprecavala pomak w, slika 1.10.
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Slika 1.10: Plan pomaka (odredivanje utjecaja prisilnoga pomaka w)

Na mjestu djelovanja prekobrojnih sila (to¢nije momenata) X; i X3 u planu

pomaka odreduju se pomaci (odnosno zaokreti) uzrokovani prisilnim pomakom w:

0

O =
52.0 =

3,0

~[2 s

Jednadzbe kompatibilnosti pomaka glase:

(
X H0 X 40X, =0 = X, =0

0-x,+ -+ ) LI
3ET | GA- 6E1  GA-(

GEs Ly Tyl E b,
6EI  GA-{ 3B GA-!

Posto je X; = 0, sustav jednadzbi poprima sljedeé¢i oblik:

(L.F k J'X2+(_L+ _k 'X3=E
3ET GA-( 6EI GA-( (
(_L_l_L .Xz_l_[L_l_L 'ijﬁ

6EI GA-( 3EI GA-( (

Rjesenje sustava jednadzbi glasi:
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_6El w G4 w
TR 2
=008 e
T ¢ k2

Rjesenja su veli¢ine momenata savijanja na upetim lezajevima zadanoga sistema.
Uzimajuéi u obzir ve¢ receno o veli¢ini utjecaja pojedinih unutarnjih sila na pomake

tocaka konstrukcije, rjesenje se moze s dovoljnom to¢noséu zapisati kao

P .
¢
6ET w

B =t 5
(¢

Dijagram momenata savijanja i popre¢nih sila (opéenito i uzduznih sila) na

zadanom sistemu za zadano vanjsko opterecenje odreduje se na temelju izraza

M(x)=X2 'mz(x)+X3 'm3(x)
T(x)=X; 1,(0) + X, 1,(x)
N(x)=X2 'nz(x)+X3 -nj(x)

GEI_W_O 6El w _GEIw

Mx=0=1—"—0.-—
( ) g £ £ 7 (*
6EI w 6EI w 6EMw
Mip=di= s’ flsm— o= =20
( r ( 4
T(x=0)=@-1 1 6EI w 1212’251 w
A ¢ L L ( 4
6FEIw 6FEIw
€2<§ §>2
12w 12Ew
0 I
14

Slika 1.11: Skica stvarnih djelovanja

10
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Na slici 1.11 prikazane su stvarne vrijednosti i smjerovi reakcija zadanoga static-
kog sistema, dok su na slici 1.12 prikazani dijagrami unutarnjih sila. o S obzirom na
da je X; = 0, dijagram uzduznih sila ne postoji. U sljede¢im se zadacima utjecaj
poprecnih sila na pomake tocaka konstrukcije zanemaruje kao i utjecaj uzduznih sila

u elementima statickih sistema u kojima se mogu pojaviti momenti savijanja.

6FEIw
E (1)

12EIw @ ‘ @

63

Slika 1.12: Dijagrami momenata savijanja i popre¢nih sila

11
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1.3 Obostrano upeta greda optereé¢ena koncentrira-
nom silom

Staticki sistem iz prethodnoga poglavlja opterecen je vanjskom koncentriranom
silom P. Odabran je osnovni sistem koji nastaje raskidanjima tri prekobrojne vanjske

(lezajne) veze (prosta greda).

Slika 1.13: Zadani staticki sistem

Dijagrami unutarnjih sila na osnovnom sistemi uzrokovanih jedini¢nim vrijednos-
tima prekobrojnih sila isti su kao u prethodnom primjeru.

Razlika je u postojanju dijagrama momenata savijanja na osnovnom sistemu
uzrokovanih silom P (dijagram M;) te posljedi¢no u izrazima za izra¢unavanje

slobodnih ¢lanova d9 1 3 (slika 1.14):

Slika 1.14: Dijagram momenata savijanja na osnovnom sustavu uzrokovanih silom
P

12
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P-ab_a P-ab‘
5 = L. 67.(_%2_1.1}67.
) 2 3¢ 3 P

__owbz_Pa”b_Pwrﬁ
M P . Bl 6-4-BT 3-PP-HI

P‘a‘b Pab b
s oLl ¢ ff2a) "y P(2a1
S ) { 2 3 ¢ 2 3 4 3

P-a-b P-&*-b° P-a-b’
30 — 2 + 2 +
3.0--KI 3-¢--EI 6-/-EI

2Pa’b—2Pa’h’ —4Pab’ —(2Pa2b—Pab2 ) -l

X, =—
? 36
4Pa’b +2Pa*h? —2Pab’ —(Pazb —2Pab? ) 0
Xy=— -
kY
b=l—-a
‘Pa-(€2+¢f-—2a€) fkp(g__a)z Pab?
X2 = 2 = 2 = 2
14 ¢ 4
a=0-b
Pa’b
X3 - _6—2

M(x):Mo +X2 'mz(x)+X3 'm3(x)
I'(x)=1+X, -1,(x)+ X; - 1;(x)

13
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Slika 1.16: Dijagrami unutarnjih sila
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1.4 Staticki neodredeni sistem s jednom prekobroj-
nom veli¢inom

Zadan je jedanput staticki neodredeni sistem (koji nazivamo poluokvirom) opte-

rec¢en koncentriranom horizontalnom silom H.

Gl L H =50 kN
—

— =

9

3,0

>

\

|A
|

Slika 1.17: Zadani staticki sistem

Odabran je osnovni sistem (slika 1.18) s dopuStenom rotacijom na upetom lezaju
zadanoga sistema. Stoga je moment savijanja na tom lezaju prekobrojna veli¢ina i

ujedno nepoznanica u jednadzbi kompatibilnosti pomaka (slika 1.19).

H
_>E

¥ I\

Slika 1.18: Odabrani osnovni sistem

Na slici 1.19 prikazan je osnovni sistem optere¢en vanjskim optere¢enjem (silom

H), i momentom X; = 1. Za navedena su opterecenja skicirani pripadni dijagrami

15
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momenata savijanja na temelju kojih se odreduju koeficijent fleksibilnosti 4 ; i

slobodni ¢lan 4, ¢ potrebni za rjeSavanje jednadzbe komaptibilnosti pomaka

= 5 |

13

9 (m)
0 /T
1
E
H=50kN 200
Pay
T Vi
166, 67 kN
7 VS
50 kN T
66,67 kN'

Slika 1.19: Osnovni sistem i postupak rjesavanja

51’1 - X +51,0 =0

PO L P
- EI'\ 2 3 ET

510:L. 200'3.%.1+200.4.1 :1000
T El 2 3

5y 1000
El Bl
X, =200
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Rjesenje jednadzbe komaptibilnosti pomaka vrijednost je momenta na upetom
lezaju, a s obzirom na to da je zadani sistem jedanput staticki neodreden, nakon
odredivanja jedne prekobrojne veli¢ine moguce je na temelju jednadzbi ravnoteze
odrediti iznose ostalih (vanjskih i unutarnjih) sila. Na slici 1.20 prikazana su stvarna

djelovanja zadanoga statickog sistema dobivena iz jednadzbi ravnoteze.

H =50 kN
favy

4,0

50 kN

7777777

A
200 kNm

3,0

Slika 1.20: Skica stvarnih djelovanja

Prilikom odredivanja vrijednosti unutarnjih sila (prema donjim izrazima) oda-
bire se predznak unutarnjih sila koji ne mora biti jednak dogovoru o pozitivnim

smjerovima unutarnjih sila u presjeku:
M(x) =M, + X, -m(x)
M(x=3)=200-200-1=0

T(X)ZZ) +X1 'tl(x)
T(x:O):66,67—200-%:0

N(x):No +X1 'nl(x)
N(x=0)=50-200-0=50kN (tlak)

Na primjer, odredujuéi vrijednost uzduzne sile na gredi, vrijednost uzduzne sile

od vanjskog opterecenja (50 kN) uvrstena je kao pozitivna (iako je zapravo rije¢ o

17
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tlac¢noj sili). Konac¢na vrijednost uzduzne sile je (+)50kN, ali radi se o tla¢noj sili, jer

se predznak te konacne vrijednosti uzduzne sile podudara sa predznakom unutarnje

(tlacne) sile na gredi koja je u izraz N(z = 0) uvrstena kao pozitivna.

H =50 kN

— e

H =50 kN
—

50

T777777777

200

Q

=

@)

Slika 1.21: Dijagrami unutarnjih sila
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1.5 Okvirni sistem sa zategom

VY YVYVVVVVVVVVVVVYYVYVVYYYY VYVVVVYVVYVVVVVYVVVYVVVVY
2,0
O g D (
2.0
SillF Q TI777777 A7

5,0

Slika 1.22: Zadani staticki sistem

U prethodnim zadacima staticki su se sistemi sastojali isklju¢ivo od grednih
nosaca. U metodi sila koeficijenti fleksibilnosti i slobodni ¢lanovi za staticke sisteme
od grednih nosaca mogu se s dovoljnom to¢noséu odrediti zanemarivanjem utjecaja
uzduznih sila, dok za staticke sisteme sastavljene isklju¢ivo od Stapova uzduzne sile
jedine odreduju vrijednosti koeficijenata fleksibilnosti i slobodnih ¢lanova. U oba je
slucaja utjecaj poprecnih sila zanemariv ili popre¢ne sile ne postoje.

U slucaju statickoga sistema s grednim nosac¢ima i Stapovima vrijednosti ko-
eficijenata fleksibilnosti i slobodnih ¢lanova u metodi sila sastoje se od doprinosa
momenata savijanja na gredama i uzduznih sila u Stapovima, kao Sto je slucaj u
primjeru sa slike 1.22.

Staticki je sistem sa slike 1.22 tri puta staticki neodreden (zadane su vrijednosti
umnozaka EA = 4000000 kN, EI = 68000 kNm? i opterecenja ¢ = 10 kN/m), te
je osnovni sistem nastao raskidanjem tri prekobrojne veze (slika 1.24) od kojih su
dvije vanjske (X7, X3) i jedna unutarnja (X).

Za odredivanje vrijednosti koeficijenata fleksibilnosti i slobodnih ¢lanova treba
odrediti dijagrame momenata savijanja (od jedini¢nih vrijednosti prekobrojnih sila
te od vanjskoga optereéenja) na osnovnom sistemu kao i vrijednosti sile u Stapu

(zatezi).
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o
X, X,
X, X, X, X,
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Slika 1.23: Neki od moguéih osnovnih sistema

N
XA,
y T\X, X,
b S A >
Ve
2,5 2,5

Slika 1.24: Odabrani osnovni sistem
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q=10kN/m g8 = 31,25
F VY VVVVVVVYVVVVYVYVYYVYYVYYVYY 31725 o j\) =~ 31,25
i q[2/8
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q-l 7777777777 T
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2 25kN
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:E - H:
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- 0,5
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0,2
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Slika 1.25: Postupak rjesavanja
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Slika 1.26: Postupak rjesavanja

Na slici 1.23 prikazani su (neki) moguéi osnovni sistemi koji nastaju raskidanjem
tri prekobrojne veze (vanjske i/ili unutarnje) zadanoga sistema. Staticki sistem sa
slike 1.24, poznat pod nazivom trozglobni nosa¢ sa zategom, odabrani je osnovni
sistem zbog moguénosti lakoga odredivanja dijagram momenata savijanja primjenom
grafoanalitickoga postupka [15]. Svi potrebni dijagrami unutarnjih sila prikazani su
na slikama 1.25 i 1.26.
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Sustav jednadzbi kompatibilnosti pomaka te pripadni koeficijenti flaksibilnosti i

slobodni ¢lanovi sljedecega su oblika:

0y~ Xy ¥ 8 Xy 0,5~ X, +-8,5, =0
By 4 Ky ¥y 2 Mgty <K, 5 =10
53,1 'Xl +53,2 'Xz +53,3 'X3 +53,0 =40

s =L 122,117,052 (1, 213,05252 45,
: 3 32) 2 \3 32 2 3

2 1 1 1 75 5
+——05/+—-5-|=—93—
2 3 j EA (4 4) EI  16EA

522:L. E% +1-5-1 +L.(0.5.5.0.5):£+i
- EI 2 3 EA 3EI 4FEA
o, :L. 2%2 4 +L.(2.5.2):£+£
- BN 2 3 EA 3E] EA
1 1.2 1 1 4 5
6,; =0, =—| ——-=2:2 |[+—-(05-5-2) = ———+—
’ El 2 3 EA 3EI EA
510:L. ilord %lJrl _#252 2 1 +L. —15.625-5-1 =
EI 2 32 5 2 32) FA 4
3125 78.125
3E] 4FA
520:L- 31'25'2-2-2—1-31.25-5-1 Jri-(15.625-5-0.5):93'75+78'125
i 2 3 3 EA Bl 2FEA
MZL. _31'25'2.1.2.2 +L.(15.625.5.2):_£+156'25
o EI 2 3 EA 3E] EA
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Rjesenje sustava vrijednosti su prekobrojnih veli¢ina X, X5 i Xj3:

—+

3.75 S .X1_|_ L_i .X2_|_

1 16EA4 3E] 8FEA
L_i .X1_|_ £+i .X2_|_
3E] 8EA 3E] 4FA

10 5y (4 5, (3
3EI 2FA 3EI EA

Xy =10.371
X, =-14.48
X,=2016
q=10kN/m
VYYVYVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYY
e 77AT77
251
4.93
\10._31 |10
2.02 @ 2.0

Slika 1.27: Dijagrami unutarnjih sila

10 31.25 78.125
- |- X, + ~ =0
3EI 2FA 3EI  4FA
4,5y 250, 7815
3EI EA) 7 EI  2FA
32 201, 125 15625 g
3EI EA) "7 3EI EA
16.96 16.58
14.48
3.66 4.0
0.37
o (30)
9.32
Q
S +12.34 ©
25.07 24.93
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1.6 Prisilni pomaci lezajeva okvirnoga sistema

U primjeru obostrano upete grede vanjsko je djelovanje bio prisilni pomak lezajne
tocke. U tom je primjeru utjecaj prisilnoga pomaka na pomake na mjestima (raski-
nutih) prekobrojnih veza odreden o¢itavanjem iz plana pomaka te su tako definirane
vrijednosti slobodnih ¢lanova ;. Ako je prekobrojna veli¢ina odabrana na mjestu
zadanoga prisilnog zaokreta, desna strana u jednadzbi kompatibilnosti pomaka (koja
se odnosi na pomak na mjestu raskinute veze, gdje je zadan i prisilni zaokret) nije
jednaka nuli ve¢ vrijednosti prisilnoga zaokreta. To su dva nacina uvodenja prisilnih

pomaka i zaokreta u postupak proracuna po metodi sila. U sljedeéem primjeru

7|

prikazat ¢e se i trec¢i nacin.

Slika 1.28: Zadani staticki sistem

Staticki sistem sa slike 1.28 dva je puta staticki neodreden. Zadana je vrijednost
koncentrirane sile P = 40 kN, dok su iznosi prisilnih pomaka w =1,5cmiu=1,0
cm. Umnozak je modula elasti¢nosti i momenta tromosti presjeka EI = 68000
ENm?2. Osnovni sistem nastaje oslobadanjem dvije vanjske ili unutarnje veze. Oslo-
badanjem horizontalnoga pomaka na (donjem) nepomi¢nom lezaju zadanoga sistema
nastaje mehanizam (slika 1.29). Prema tome, kod odabira prekobrojnih veza i tvorbe
osnovnoga sistema ne smije se osloboditi horizontalni pomak na nepomic¢nom lezaju

zadanoga sistema.
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Slika 1.29: Zglobna shema stupnja S=0, ali radi se o0 mehanizmu!

Odabran je osnovni sistem sa slike 1.30 u kojem su oslobodeni vertikalni pomak

nepomicnoga lezaja i zaokret upetoga lezaja zadanoga sistema.

3

X

2

Slika 1.30: Odabrani osnovni sistem

U nastavku su odredeni dijagrami momenata savijanja na osnovnom sistemu od

vanjske koncentrirane sile P i od prekobrojnih sila jedini¢nih vrijednosti.
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Slika 1.31: Postupak rjesavanja
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Sustav jednadzbi kompatibilnosti pomaka sastoji se od dvije jednadzbe. Slobodni

¢e se ¢lanovi sustava jednadzbi odrediti na dva nacina:

1. pomocu plana pomaka,

2. pomocu rada.

Za oba se nac¢ina utjecaj koncentrirane sile P odreduje na isti nacin, primjenom

Verescaginova teorema, a oznacit ¢e se oznakom 6; o(P):

511:L. 25:2,52 5 252205 2 ) () 1504
W 2 3 3 El
1 (2,525, 2,5-22,25 2 7,06
512:521:_‘ 5 5 l+ 5 B _1 — 5
2 TR 2 2 3 El
1 1-422,25 2 4,07
8., =— 12502 —gif.¢
2Rl 3 EI
510(P):i- _100-25 2 ) 2002225 2 () 9945
’ El 2 3 El
1 [ 100-2,5 . 200-22,25 2 4395
8, ,(P)=—| — 2 — i | PO
! EI 2 3 3 El

1. Odredivanje slobodnih ¢lanova jednadzbi kompatibilnosti pomocéu

plana pomaka

Za odredivanje utjecaja prisilnih pomaka na pomake na mjestima prekobrojnih
statickih veli¢ina (X7 i X5) treba konstruirati planove pomaka osnovnoga sistema za
zadane prisilne pomake (u 1 w). Za svaki se plan pomaka definira mehanizam koji
nastaje oslobadanjem one veze koja u osnovnom sistemu sprecava pomak na mjestu
i u smjeru zadanog (jednog) prisilnog pomaka.

Dakle, ako je osnovni sistem u metodi sila staticki odreden (S = 0), mehanizam
koji nastaje prilikom crtanja plana pomaka ima stupanj slobode gibanja S = +1.

U nastavku su prikazani planovi pomaka potrebni za odredivanje utjecaja prisilnih

pomaka.
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Plan pomaka za prisilni pomak "u" (na mehanizmu koji nastaje raskidanjem veze
koja u osnovnom sistemu sprecava pomak "u"):

@%2(

2

Y

AR

V=

TX 0,,(u)=0
u
: 52,0(“):l//1:z

— il

Plan pomaka za prisilni pomak "w" (na mehanizmu koji nastaje raskidanjem veze
koja u osnovnom sistemu sprecava pomak "w"):

\ ©
\

VJ
TXI 6y (W) =—w
52),0 (w)=0

w

Slika 1.32: Planovi pomaka

Iz svakoga se plana pomaka odreduje pomak na mjestu prekobrojne veli¢ine X7,

a oznacava s 019(u), odnosno 4y o(w). Istovjetno su definirani pomaci na mjestu
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prekobrojne sile (to¢nije momenta) X5 uzrokovani prisilnim pomacima u i w te su
uvedene oznake 0 (1), odnosno dzo(w).

Sustav jednadzbi je sljedecega oblika (s pripadnim rjeSenjem):

15,04 X+ 7,06 X 94,5 0o
El El

7,06 X+ 4,07 X 4395 u . _,
El El 4

X, =553,81

X, =-894,44

2. Odredivanje slobodnih ¢lanova jednadZzbi kompatibilnosti pomodéu

rada

Na slici 1.33 prikazani su sluc¢ajevi jedini¢noga opterecenja osnovnoga sistema u
metodi sila te su na temelju jednadzbi ravnoteze odredene vrijednosti reakcija. Na
mjestu prisilnoga pomaka u za slucaj opterecenja X; = 1, vrijednost reakcije iznosi
0, a na mjestu prisilnog pomaka w reakcija je iznosa 1.

Rad koji reakcije na osnovnom sistemu za slucaj opterecenje X; = 1 obavljaju

na prisilnim pomacima u i w jednak je:
radqy =u-0+1- w.

Na jednak se na¢in moze odrediti rad sila (to¢nije reakcija) osnovnoga sistema

koje nastaju od opterec¢enja Xy = 1 na prisilnim pomacima u i w:
radpy = —0,25-u+0- w.

Ako se gornja dva izraza uvrste u prvu, odnosno drugu jednadzbu kompatibilnosti
s desne strane, nastaje sustav jednadzbi jednak sustavu nastalom prilikom odrediva-
nja slobodnih ¢lanova jednadzbi kompatibilnosti pomocéu plana pomaka. Dakle, oba
nacina (1. pomoc¢u plana pomaka i 2. pomocu rada) vode istom sustavu jednadzbi,
odnosno istom rjesenju.

Stvarna djelovanja zadanoga statickog sistema prikazana su na slici 1.34, dok su

dijagrami unutarnjih sila prikazani na slici 1.35.
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0 .
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radg, =u-0+1-w

TXl =1

15,04 7,06 ., 994,5

X, + X, rad,,,
Bl =l b
7,E(;6 X+ 4,E(;7 X, - 43E9I,5 - rad,
X, =553,81
X, =-894,44

Slika 1.33: Jedini¢no opterecenje osnovnoga sistema i sustav jednadzbi
kompatibilnosti pomaka
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Slika 1.34: Skica stvarnih djelovanja
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Slika 1.35: Dijagrami unutarnjih sila na zadanom sistemu
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1.7 Utjecaj jednolike temperature na okvirni sistem

Zadan je dva puta staticki neodredeni sistem na koji na desnom stupu djeluje
jednolika temperatura t, = 50° C (slika 1.36). Zadana je vrijednost umnoska ET =

68 000 kNm?2. Koeficijent linearnoga toplinskog Sirenja betona iznosi a; = 1075 K1,

) O

4,0

Slika 1.36: Zadani staticki sistemu

Ako na element statickoga sistema djeluje promjenjiva temperatura, ona uzrokuje
dodatnu zakrivljenost elementa (k;), odnosno savijanje elementa zbog zagrijavanja
gornje strane poprecnoga presjeka, a hladenja donje (ili obratno).

Medutim, jednolika temperatura (oznake t;) uzrokuje ravnomjerno zagrijavanje
(ili hladenje) popre¢noga presjeka, kao $to je prikazano na slici 1.37. Stoga ¢e element

na koji djeluje jednolika temperatura promijeniti duljinu za iznos

Aﬁzat-ts-é
tS
A A
L
2
h i
i
2
A
tS
b

Slika 1.37: Dijagram jednolike temperature u popre¢nom presjeku

treba napomenuti da i promjenjiva temperatura moze uzrokovati promjenu duljine
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ako srednja temepratura nije nula, odnosno na rubovima presjeka temperature nisu
istog iznosa i suprotnog predznaka (—t i +t).

U izrazu za Al, o je koeficijent toplinskog Sirenja materijala, dok je ¢ (pocetna)
duljina elementa pod utjecajem jednolike temperature t,. Poznavajuéi duljinu ¢ i
njezinu promjenu A¢ moze se odrediti iznos deformacije od temperature t; prema

1zrazu

AL

Etzé

Osnovni sistem (slika 1.38) nastaje raskidanjem dvije veze: oslobadanjem zaokreta
na upetom lezaju (X; je moment na tom lezaju) i relativnoga zaokreta stupa i
grede (X3 je par momenata na spoju stupa i grede). Produljenje Al koje uzrokuje
temperatura t, jednako je A¢ =107°-50-3 =1,5- 1072 m. Vrijednost deformacije
€; iznosi ¢, = % = 0,0005.

Osim temperature ¢, ne postoji druga vrsta djelovanja na zadanom sistemu te
su funkcije unutarnjih sila na osnovnom sistemu nulfunkcije. (Ponovimo: tempera-
turna djelovanja kao ni prisilni pomaci ne utjecu na funkcije unutarnjih sila staticki
odredenih sistema.)

Dijagrami momenata savijanja na osnovnom sistemu koje uzrokuju prekobrojne

staticke veli¢ine X;7.X5 jedini¢nih vrijednosti prikazani su na slici 1.39.

X
o 2(”)}
3,0
X
> b
< 4’ 0 >

Slika 1.38: Odabrani osnovni sistem

Na temelju dijagrama sa slike 1.39 odredeni su iznosi koeficijenata fleksibilnosti

J

i
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Slika 1.39: Postupak rjesavanja

Produljenje ¢iji je uzrok temperatura ts zapravo je vrsta prisilnoga pomaka, te
se moze primijeniti jedan od postupaka iz prethodnoga primjera. Osim ve¢ opisana
dva postupka (1. pomocu plana pomaka, 2. pomocu rada), objasnit ¢e se i postupak
pomocu dijagrama deformacije ¢;.

Ako se jednadZzbe kompatibilnosti pomaka zadanoga i osnovnoga sistem zapisuju
pomocu slobodnih ¢lanova §;¢(Af¢) vrijednost kojih se odreduje na temelju plana
pomaka za pomak A/, tada treba odrediti taj plan pomaka na mehanizmu s moguéim

pomakom u smjeru osi onoga elementa koji mijenja duljinu zbog temperature
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(slika 1.40).
Zaokret je elementa na kojem se nalazi prekobrojna staticka veli¢ina X nula (zato
Sto su dvije tocke toga elementa nepomicne: apsolutni pol diska [ i apsolutni pol

susjednog diska I7), dok zaokret elementa na kojem djeluje jedan od para momenata
Al
T .
Drugi se moment iz para momenata X5 takoder nalazi na elementu zaokreta nula.

X, iznosi

Prema tome, slobodni su ¢lanovi

51)0 (A)=0
Al
52,0 (Al) = Wy =T
4
2 \/»»2*,3
1,2 7
> 17 TG X
yi
I -3
fiksno
NV
@’7/77 V4
i AL
W=y, =0
AVA
V= T

Slika 1.40: Plan pomaka za pomak A/

Pripadni sustav jednadzbi kompatibilnosti pomaka zadanoga i osnovnoga sistema

ima sljedeci oblik i rjeSenje:
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O~ Xyt 0, - X, H0,,(AL)=0
0, X, +0,-X,+0,,(Al)=0

i-X1+i-)(2+0:0
El 2E7

3 D% 13X—¥:

B 1_|__. 5 0
2FET 3EI 4
9
X, =———EI-Al=-5,961
154

X, _ O ErAr=7978
77

Jednadzbe kompatibilnosti pomaka mogu se zapisati pomoc¢u rada prekobrojnih
sila jedini¢nih vrijednosti na pomaku koji uzrokuje temperatura t;. Na slici 1.39
odredene su reakcije osnovnoga sistema za slucajeve optereéenja X; =11 Xy = 1,

te se mogu odrediti desne strane jednadzbi kompatibilnosti kao
rad(l) =0- Ag,
T‘(Ld(g) = % WAV

U izrazu za rad(;) sila koja obavlja rad na pomaku A/ vertikalna je reakcija elementa
koji je opterecen temperaturnim djelovanjem %, a ta je sila nula. Analogno, u izrazu
za rad(y) sila koja obavlja rad na pomaku A/ vertikalna je reakcija iznosa }1, a rad je
pozitivan (jer su i reakcija i pomak istog smjera). Jednadzbe kompatibilnosti pomaka
su oblika (jednake jednadzbama sastavljenima odredivanjem slobodnih ¢lanova na

temelju plana pomaka)

Oy~ X +0,-X, :rad(l)
Oy X, +8,, - X, = raa’(z)

AP B
El 251

3 Y I3 Al

i
2E] 3ET 4
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Slobodni se ¢lanovi u jednadzbama kompatibilnosti mogu odrediti i na temelju

ve¢ poznatoga izraza za pomake tocaka konstrukcije

M, -m. N, -n. L.t
0. = 0 ids+ [ "ds+k- [ "ds+[(x -m)ds+[(c -n)ds
i,0 .[ [ .[ EA .[GA .[( t 1) .[(t 1)

Dva se zadnja ¢lana u tom izrazu odnose na utjecaj promjenjive (At) i jednolike
(ts) temperature na pomake to¢aka konstrukcije. Za rjeSenje naznacenih integrala
treba odrediti funkciju zakrivljenosti od promjenjive temperature, odnosno funkciju
deformacije od jednolike temperature. Na slici 1.41 konstruiran je graf funkcije ¢;.

Slobodni su ¢lanovi jednadzbi kompatibilnosti su

S, = [ (&, -1)ds = 0,0005-3-0=0

1 Al
d,y = J(E, -nl)ds:o,oooss.zz7

0,0005
o o
e f® 0
A" Ve
<l 4’0 -

Slika 1.41: Dijagram deformacije od jednolike temperature

Ti koeficijenti tvore isti sustav jednadzbi kao i oni dobiveni odredivanjem slobod-
nih ¢lanova na temelju plana pomaka ili pomocu rada.
Skica stvarnih djelovanja prikazana je na slici 1.42, a dijagrami unutarnjih sila

na slici 1.43.
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o
L 3,0
1,987 kN 1,987 kN
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Slika 1.42: Skica stvarnih djelovanja

7.978
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T = 2,017
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Slika 1.43: Dijagrami unutarnjih sila na zadanom sistemu
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1.8 Odredivanje pomaka metodom jedinicne sile

Metodom jedini¢ne sile odredit ¢e se horizontalni pomak tocke A. Za provedbu
metode potreban je dijagram momenata savijanja koji uzrokuje vanjsko djelovanje na
zadanom statickom sistemu (slika 1.44). Vanjska su djelovanja jednolika temperatura
na donjem stupu sistema (t, = 14°C') i prisilni pomaci lezajeva (w = 2,0 em, v = 1,5
em, @; = 0,0005 rad). Zadana vrijednost umnoska ET iznosi 90 000 kNm?. Zadani
je sistem dva puta staticki neodreden te ¢e osnovni sistem nastati oslobadanjem

dvije prekobrojne veze.

% 2z,

S
(@l

z

i e
3,0

<
¢

3.0

N A

Slika 1.44: Zadani staticki sistem

X,
¥ T\
TV

Slika 1.45: Odabrani osnovni sistem

Prekobrojne veze oslobodene su s obzirom na zadane prisilne pomake (zbog jed-

nostavnosti postupka rjesavanja). Napomena: horizontalna reakcija na upetom
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lezaju ne smije biti prekobrojna staticka veli¢ina u metodi sila, jer njezinim osloba-
danjem sistem postaje mehanizmom (oslobodene su mu sve veze u horizontalnom
smjeru). Stoga su oslobodeni vertikalna reakcija u lezaju sa zadanim vertikalnim pri-
silnim pomakom i moment na upetom lezaju (na kojem je zadana prisilna rotacija),
Sto rezultira osnovnim sistemom sa slike 1.45.

Uzimajuéi u obzir djelovanje jednolike temperature i prisilnoga pomaka u na
mjestu kojega nije oslobodena prekobrojna staticka veli¢ina jednadzbe kompatibil-

nosti pomaka glase

51,1 -X) +51,2 Ko +51,0(“)+51,0 (t)=-w
52,1 - X, +52,2 vz +52,0(”)+52,0(ts) =

Slobodni ¢lanovi 1 o(ts) 1 d2,0(ts), odnosno pomaci uzrokovani jednolikom tem-
peraturom, mogu se odrediti na dva nacina: pomoc¢u dijagrama deformacije zbog
jednolike temperature (produljenje ili skracenje elementa) ili shva¢anjem deformacije
nastale od jednolike temperature kao prisilnoga pomaka te odredivanjem njezina

utjecaja iz plana pomaka.

- aN

T777777777 77777
1,01
X, :1,0T 1,0T
7777,()777<L
VS

fo

Slika 1.46: Postupak rjesavanja za X; = 1,0

Dijagrami momenata savijanja i uzduznih sila od opterecenja X; = 1 prikazani su
na slici 1.47, dok su na slici 1.49 prikazani dijagrami momenata savijanja i uzduznih
sila od opterecenja Xy = 1, te su pomocu njih odredeni pomaci od jedini¢nih

opterec¢enja odnosno pripadni koeficijente fleksibilnosti 6y 1, 01,2 1 d2,1:
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3,0
pay ey
©
3,0 1,0
(m) (%)
o A

Slika 1.47: Postupak rjesavanja za X; = 1,0, nastavak

X, =1,0

1T°
3

Slika 1.48: Postupak rjesavanja za Xo = 1,0
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1,0 . -

W | —
O)

() ()

A 7Y

Slika 1.49: Postupak rjesavanja za X5 = 1,0, nastavak

Za odredivanje pomaka od jednolike temperature treba prvo odrediti iznos toplin-
ske uzduzne deformacije ¢; kao umnozak zadane temperature i toplinskog koeficijenta.
Pomak se definira kao integral umnoska funkcije toplinske deformacije i funkcije uz-
duzne sile, odnosno primjenjuje se Verescaginov teorem. Dijagram ¢; dan je na slici
1.50.

ZaN

J777777777

i (=)
.

Slika 1.50: Dijagram deformacije od jednolike temperature

5,,=1,4-10" -3-(—%} =-14-10"
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i
Al

Slika 1.51: Plan pomaka za pomak uzrokovan temperaturom t,

8,,(A0)=0
5,0 (Al) = % = 3,3-3 =g =1,4-10"

Iste se vrijednosti pomaka (d10,020) od utjecaja jednolike temperature mogu
dobiti ako se produljenje (ili skracenje) koje uzrokuje jednolika temperatura prikaze

kao prisilan pomak za koji se konstruira plan pomaka (slika 1.51).

N X

7777777777 T777777777

A ] W%W i

Slika 1.52: Plan pomaka za prisilni pomak

Za utjecaj prisilnoga pomaka u na jednadzbe kompatibilnosti odreduje se plan
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pomaka na mehanizmu koji nastaje oslobadanjem na osnovnom sistemu veze na
mjestu i na pravcu prisilnoga pomaka u. Buduéi da se dobiveni mehanizam pod
utjecajem horizontalnog pomaka samo translatira u horizontalnom smjeru, nema
rotacije niti vertikalnoga pomaka na mjestima oslobodenih prekobrojnih veza, te su
pripadni slobodni ¢lanovi §; o(u) jednaki nuli.

Do istoga se zakljucka dolazi odredivanjem rada reakcija nastalih od jedini¢nih
opterecenja na prisilnom pomaku u buduéi da ni u prvom ni u drugom slucaju
jedini¢noga opterecenja ne postoje horizontalne reakcije na mjestu i smjeru prisilnog
pomaka wu.

Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti slobodnih ¢lanova u jednadzbe kompatibil-
nosti dobiva se sustav dviju jednadzbi rjesenja kojih su trazene prekobrojne veli¢ine

X 1 X5 pomocu kojih se odreduje kona¢ni dijagram momenata savijanja (slika 1.53):

O x 2 x, -0
EI EI
9 6 Py
— . X, +—- X, -1,4-10* =0,0005
EI EI
X, =—83,84kN
X, =135,36kNm
116,4 38,80
paN
T777777777 777777777
2515 83,83
ral
T777777777 T777777777
135,36
777777777 T777777777

Slika 1.53: Konac¢ni momentni dijagram i dijagram popre¢nih sila

Uz poznati je konacni dijagram momenata savijanja mogucée odrediti pomak

bilo koje tocke zadanoga sistema. Na istom osnovnom sistemu koji je upotrijebljen
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tijekom rjesavanja zadatka (Sto nije pravilo) zadaje se jedini¢na sila na mjestu i na
pravcu trazenog pomaka tocke, kako je prikazano na slici 1.54.

Od zadane se jedini¢ne sile odreduje dijagram momenata savijanja radi primjene
Verescaginovoga teorema za odredivanje vrijednosti integrala umnogka funkcije mo-
menta savijanja od jedini¢ne sile (na mjestu i pravcu traZenoga pomaka) i funkcije
kona¢noga momenta savijanja zadanoga statickog sistema.

U planu pomaka od prisilnog pomaka u prije su promatrani pomaci koji su
odgovarali oslobodenim prekobrojnim vezama (zaokret i vertikalan pomak), a sada
u planu pomaka treba provjeriti postoji li horizontalan pomak promatrane tocke A.
Zadani se sistem pod utjecajem prisilnog apomaka u translatira, pa je u'j = u, te
tu vrijednost treba pridodati ukupnom pomaku tocke A. Isto vrijedi i za pomak
od jednolike temperature. Dijagram deformacije od temperature prikazan ranije i
dalje vrijedi, a treba dodatno odrediti uzduznu silu od jedini¢nog optereéenja na
mjestu i pravcu trazenoga pomaka za dio nosac¢a optere¢en jednolikom temperaturom.
Ponovno se pomoc¢u Verescaginovoga teorema odreduje integral umnoska funkcije
toplinske deformacije i funkcije dobivene uzduzne sile. Zbrajanjem svih odredenih
pomaka na mjestu tocke A dobiva se ukupan iznos horizontalnoga pomaka koji se

moze zaokruziti na 2 cm:

2 2 [ ¢
e

A

OL—()’ @1,0' 3.0 @_(

OO
1,0

AV VS A7

2 Tl, 0

Slika 1.54: Odredivanje pomaka tocke A metodom jedini¢ne sile
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EI 2

1,4-10*-3-1+0,015=0,02029 m

116,4-3 2
3
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1.9 Utjecaj nejednolike temperature i deformacijska
kontrola

Postupkom naziva deformacijska kontrola mogu se kontrolirati dijagrami unu-
tarnjih sila. Pritom se provjerava deformacija lezajnih tocaka, buduéi da je u tim
tockama poznat barem jedan iznos pomaka ili rotacije (ovisno o tipu rubnoga uvjeta).
Za zadani sistem i vanjsko optereé¢enje sa slike 1.55 odreden je dijagram momenata sa-

vijanja te je nakon toga provedena deformacijska kontrola (EI = const., ay = const.).

§ - =

1,5-¢ ¢

A
y
[

Slika 1.55: Zadani staticki sistem

Sistem je dva puta staticki neodreden. Iz pedagoskih razloga osnovni ¢e se sistem
definirati oslobadanjem unutarnjih veza: dopusta se rotacija u tocki spoja horizon-
talnoga i vertikalnoga elementa statickoga sistema. Medutim, definiranjem zglobne
veze navedenih elemenata oslobodena su dva relativna zaokreta, jer je zglobom do-
pustena rotacija donjega (vertikalnog) elementa u odnosu na gornji (horizontalni),
a nakon toga i rotacija gornjega (horizontalnog) desnog dijela nosac¢a u odnosu na
gornji (horizontalni) lijevi dio (slika 1.56).

Prema tome, jednu prekobrojnu staticku veli¢inu ¢ini par momenata s mjestom
djelovanja na vrhu vertikalnoga elementa i u tocki spoja horizontalnoga s vertikal-

nim elementom (X7), dok je druga prekobrojna staticka veli¢ina par momenata na
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horizontalnom elementu neposredno lijevo odnosno desno od spoja s vertikalnim

elementom (X5).

/'/\‘\
% NI BZ8 ey
AN
XI
Y . x
vy, N K

Slika 1.56: Odabrani osnovni sistem

¢ Xl_l: = b o——=
X, =1
A7 Vi 84
o [
— —n — =,

() (m)
Slika 1.57: Postupak rjesavanja

Opdéi je oblik jednadzbi kompatibilnosti pomaka, odnosno u ovom sluc¢aju zaokreta
(pritom su slobodni ¢lanovi 0;0(t) jednaki pomacima na mjestima prekobrojnih

veli¢ina zbog djelovanja nejednolike temperature):

51,1 'Xl +51,2 'Xz +51,0(t) =0
52,1 'Xl +52,2 'Xz +52,0(t) =0
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Na slici 1.57 prikazani su dijagrami momenata savijanja od utjecaja jedini¢nih

sila X7 =1,01 Xy = 1,0, te su izracunani pripadni koeficijenti fleksibilnosti:

1 (1-1,5¢ 2 1-¢ 2 5¢
T s | el a—sil| = —
- EI 3

3 3 3 6EI
1 1-1,5¢ 2 14
O =0, =— . T
EI 2 3 2F]
5. L (LLse2 1e2 ) st
- KT 2 3 2 3 6L
Kf
§ 2N
T
Vi

Slika 1.58: Dijagram zakrivljenosti od promjenjive temperature

Za odredivanje iznosa slobodnih ¢lanova (prema ranije prikazanom izrazu) potre-
ban je dijagram deformacije (k;) nastale od promjenjive temperature At. Pomaci
¢iji je uzrok promjenjiva temperatura odreduju se kao integral umnogka funkcije
toplinske deformacije i funkcije momenta od jedini¢ne sile, odnosno pomocéu Veres-
caginovoga teorema kombinacijom dijagrama promjenjive temperature i momenta

savijanja od utjecaja X; = 1:

At 2t
Kt:at._:at._
h h
0, (t)—j(x-m)ds—i(lSEK -0,5) = 361{
1,0 t 1 E] 4 t
1 3
0,0 =[(x,- mz)ds—E— (L5¢-x,-0,5) = 5 (K,

Uvrstavanjem svih koeficijenata fleksibilnosti i slobodnih ¢lanova u jednadzbe
kompatibilnosti pomaka odreduju se iznosi nepoznanica X; i X5, a ujedno i vrijed-

nosti kona¢noga dijagrama momenata savijanja:
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Syt x4 30220
6Ll 2EI 4 h
L.XlJri.Xz é.g ar.gzo
2EI 6Ll 4 h
9
X, =X, ==~ EIx,

Metodom jedinicne sile provjerit ¢e se je li vertikalni pomak zadanoga sistema
na mjestu toc¢ke A (slika 1.60) jednak nuli. Pritom se primjenjuje redukcijski stavak
prema kojem se moZe odabrati bilo koji osnovni sistem na koji se (prema metodi
jedini¢ne sile) zadaje jedini¢na sila na mjestu i u smjeru trazenoga pomaka (koji je
u deformacijskoj kontroli jednak nuli).

2E]-K‘[ iE[-K,
8

16
[ 2,
iE]-K‘,
16
Vi Sz
3 EI "
e
4 ¢ .
16 /7
7y
Y i
9 FEI
_._.Kt
16 ¢
V8

Slika 1.59: Dijagram momenata savijanja i poprecnih sila na zadanom sistemu

Za provedbu deformacijske kontrole odabrat ¢e se novi, drugaciji osnovni sistem.
Na slici 1.60 prikazan je osnovni sistem s dvije prekobrojne veze na mjestu i u smjeru
reakcija nepomicnoga lezaja horizontalnoga elementa zadanoga sistema. Prema

metodi jedini¢ne sile odreduje se dijagram momenata savijanja uzrokovan jedini¢nim
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optere¢enjem na mjestu i na pravcu trazenoga pomaka (dakle, u tocki A zadaje se
vertikalna jedini¢na sila).

Ako se deformacijskom kontrolom potvrdi da je trazeni pomak jednak nuli, velika
je vjerojatnost da je konacni dijagram momenata savijanja za zadano opterecenje
toc¢no odreden. Vrijednost trazenoga pomaka jednaka je iznosu integrala umnoska
funkcije momenta savijanja (7) nastaloga od jedini¢ne sile i funkcije kona¢noga

dijagrama momenata savijanja (M):

5V(M,n—q)zi. l.g.E].Kt.1,5g.%.1,5g+l.i.E].Kr.g.g.1,5g
EI \2'8 3 216 3
2
S5.(M,m = Ké g

777777
Slika 1.60: Novi osnovni sistem s jedini¢nim vertikalnim opterec¢enjem na mjestu
tocke A
s
1,50
ViS4

Slika 1.61: Dijagram momenata od jedini¢noga opterecenja na mjestu tocke A

Iz dobivenoga je izraza vidljivo da se prora¢unom vertikalnoga pomaka tocke
A ne dobiva iznos nula. Razlog je tome to $to u izraz nije uvrSten pomak koji

tocka ostvaruje zbog djelovanja temperature. Za odredivanje pomaka koji uzrokuje
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promjenjiva temperatura treba integrirati umnozak funkcije momenta savijanja sa

slike 1.61 i funkcije zakrivljenosti zbog temperature sa slike 1.58:

9.x, - 0°
o,(t,m)=x,-1,5¢- 3 -1,se=_L
2 8

Zbrajanjem pomaka uzrokovanih savijanjem i promjenjivom temperaturom uku-

pan vertikalni pomak tocke A iznosi nula:

5, =6,(M,m)+65,(t,m)=0

Time je potvrdena to¢nost konacnoga dijagrama momenata savijanja sa slike
1.59.
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1.10 Dodatak 1: Vereséaginov teorem

Vrijednosti koeficijenata fleksibilnosti u metodi sila odreduju se na temelju izraza

26, 27, 29]:

0,

i.j

m,-m. n-n. List
= Lds + [—Lds + k- [—ds
El EA GA

. M, -m N =, K
Gp5=| ;5[ ds + | ;EA ds+k-j'(°;—Ads+j(fc,-mi)ds+j'(£,-ni)ds

Nagzivnici unutar integrala veé¢inom su konstante i izlaze izvan integrala, te pre-

ostaje odrediti integral umnoska dviju funkcija.

g (x)
A o
Y
g,(x) ... stupnja > 1°
| G,
g (x)
A
Yy

g,(x) ... stupnja = 1°

l 25 (xT (Gl))

I
I
1 A
x=x,(G,) x=h ~

Slika 1.62: Verescaginov teorem

Jedna je funkcija uvijek prvog stupanja, jer predstavlja funkciju unutarnje sile

zbog djelovanja jedne jedini¢ne sile ili momenta. Na slici 1.62 ta je funkcija oznacena
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s ga(x). Stupanj druge funkcije ovisi o tipu vanjskoga opterecenja koje opterecuje
staticki sistem ako se odreduju slobodni ¢lanovi 9, o ili u slucaju odredivanja koefici-
jenata fleksibilnosti ¢; ; funkcija je ponovno prvoga stupnja.

Prema Verescaginovom teoremu integral umnoska dvije funkcije od kojih je (ba-

rem) jedna prvoga stupnja, moZe se odrediti na temelju izraza

L= .[j g(x)g,(x)dx=G,-g, (xr (G1))

gdje je G povrsina izmedu g; (z) i osi  u granicama od x = a do x = b, x1(G1) je

apscisa tezista povrsine Gy, a ga2(x7(G1)) je vrijednost funkcije go(z) za x = z7(G).
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1.11 Dodatak 2: utjecaj poprecne sile na iznos po-
maka tocaka konstrukcije

Poznavajucéi vrijednosti Youngova modula elasticnosti i modula posmika osnovnih
gradevinskih materijala, kao i veli¢ine poprecnih presjeka elemenata statickih sistema
te njihove raspone, lako se mogu izrac¢unati doprinosi pojedinih unutarnjih sila na
pomake tocaka konstrukcije, te ustvrditi da momenti savijanja uzrokuju ¢ak ~ 99%
ukupnoga pomaka ako je odnos visine i duljine % > %

Medutim, povecanjem omjera visine poprec¢noga presjeka i raspona grede, dopri-
nos poprecne sile pomacima toc¢aka konstrukeije (odnosno vrijednostima koeficijenata
fleksibilnosti u metodi sila) znacajno raste.

Za razli¢itu visinu h poprec¢noga presjeka i stoga razli¢it odnos % (uz konstantan

raspon /), utjecaj se poprecne sile mijenja, te se u slucaju % > % > % viSe ne moze
zanemariti (slika 1.63).
Kada je odnos % ~ 1, element se smatra visokostijenim nosacem.

Za zorniji prikaz navedenih utjecaja poprecne sile u izraz za koeficijent fleksibil-

nosti ds 5 iz poglavlja 1.2 uvrstit ¢e se sljedece vrijednosti:

E = 30000000 kN/m?
G = 12500000 kN/m?

{=50m
k=1,2
b =40 cm
8, (M 85 (T
h [m] Wl |A fm2] | I[m4] 522(M) 822(T) 522 22( ) [%] 2;( ) [%]
22 22
0.50 0.10 020 [0.00417] 133333E-05 | 0.000000096 | 134293E-05 | 99.28514694 | 0.714853058
1.00 0.20 040 |0.03333| 1.66667E-06 | 0.000000048 | 171467E-06 | 97.20062208 | 2.799377916
1.50 030 0.60 | 0.1125 | 4.93827E-07 | 0.000000032 | 525827E-07 | 93.91435011 | 6.085649887
2.50 0.50 1.00 | 0.52083| 1.06667E-07 1.92E-08 125867E-07 | 84.74576271 | 1525423729
4.00 0.80 1.60 |2.13333| 2.60417E-08 | 0.000000012 | 3.80417E-08 | 68.45564074 | 31.54435926
5.00 1.00 2.00 |4.16667| 133333E-08 9.6E-09 2.29333E-08 | 58.13953488 | 41.86046512
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Slika 1.63: Utjecaj poprecne sile ovisno o omjeru visine i duljine grede
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1.12 Dodatak 3: "slozene" povrsine

U metodi sila primjenjuje se Veres¢aginov teorem |3, 15] za izraCunavanje integrala
umnoska dviju funkcije od kojih (barem) jedna mora biti prvoga stupnja. Vanjsko
opterec¢enje uzrokuje funkcije unutarnjih sila prvoga ili visega stupnja. Povrsina
omedena takvom funkcijom i osi nosac¢a ponekad se sastoji od viSe jednostavnijih
povrsina kao §to je prikazano na slici 1.64, 1.65 1 1.66. (sivom bojom oznacena je

"slozena" povrsina).

123,05/
p 123 123,05

123,05

Slika 1.64: "Slozena" povrsina
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P = 241,
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///////////// — .
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/ | ~
X, = g'f
2
50 Ty, = g'é
80 : ////MM//M
80 - B = 80-1
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x.=—-/f " N |
= . 3 8 l
g
8

Slika 1.65:

Primjeri "slozenih" povrsina
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Slika 1.66: Primjeri "sloZzenih" povrsina
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2.1 O metodi pomaka

Kruto tijelo u ravnini (kao i infinitezimalni dio ravninskoga statickog sistema) ima
tri stupanja slobode gibanja: dva translacijska te jedan rotacijski stupanj slobode.
Ako se za nepoznate veli¢ine (Stapnoga) staticki neodredenoga sistema odaberu
duljine translacijskih pomaka i(1i) kutovi zaokreta odabranih to¢aka koje nazivamo
¢vorovima, primijenjeni se postupak za prorac¢un funkcija unutarnjih sila naziva

metodom pomaka [2, 3, 15, 29].

q=8,0kN/m

3) ey

4,0

IVYVVVVVVVVVVVYYYY

\
)

VNYVVVVVVVVVVVYVYVYYVYY

5,0

L) »

Slika 2.1: Primjer statickoga sistema i numeracije ¢vorova

Staticki sistem dijelimo na gredne ili Stapne elemente (sile i momenti na njihovim
krajevima mogu se lako izraziti kao funkcije pomaka i zaokreta krajeva tih elemenata)
i ¢vorove (mjesta spajanja Stapnih elemenata, te lezajne i slobodne tocke). Elementi
koji se spajaju u zajednickom krutom ¢voru imaju na tom kraju pomak i zaokret
jednak onima zajednickoga krutog ¢vora.

Na slici 2.1 na zadanom statickom sistemu definirane su tocke Stapnih elemenata
koje se nazivaju cvorovima (od 1 do 4). Nepoznanice su u metodi pomaka (moguéi)
pomaci definiranih ¢vorova zadanoga sistema. Svaka se tocka na elementu moze
proglasiti ¢vorom, a odabiru se one tocke sistema pomocu ¢ijih se iznosa pomaka
i zaokreta lako odreduju funkcije sila i momenata krajeva elemenata te potom i
funkcije unutarnjih sila uzduz cijeloga elementa.

Proracun se u metodi pomaka provodi (kao i u metodi sila) na osnovnom sistemu.
Dodajuéi zadanom sistemu veze s podlogom nastaje osnovni sistem sa sprijecenim

(prethodno definiranim nepoznatim) pomacima i zaokretima ¢vorova zadanoga sis-

62



PoGLAVLJE 2. METODA POMAKA

tema (slika 2.2: zaokreti su sprije¢eni dodavanjem momentnoga spoja naznacene
simbolom kvadrata dok su pomaci sprije¢eni dodavanjem Stapova). Dakle, u metodi
pomaka u osnovnom se sistemu povecava staticka neodredenost, a u slucaju staticki
odredenoga zadanog sistema (koje je takoder moguce analizirati metodom pomaka),

prora¢un provodimo na staticki neodredenom osnovnom sistemu.

¢3>u3>w3 :?

@, U, ,w, =7

Slika 2.2: Osnovni sistem i nepoznanice prema metodi pomaka

U prvom se koraku na osnovnom sistemu odreduju poopcene sile na krajevima
elemenata koje uzrokuje vanjsko opterecenje. U osnovnom sistemu onemoguceni su
svi pomaci i zaokreti krajeva elemenata te se prikazani sistem moze rastaviti na tri
grede s upetim krajevima: element 1 — 3, element 3 — 4 i element 2 — 4 (slika 2.3).
Takve elemente nazivamo obostrano upetim gredama, a vrijednosti su poopcenih
sila na krajevima obostrano upetih greda za neke slucajeve opterec¢enja poznate iz
prethodnoga poglavlja.

U tablici momenata upetosti (poglavlje 2.4) dani su izrazi za momente na kraju
obostrano upete grede opterec¢ene jednolikim kontinuiranim optere¢enjem ¢q. Pritom
je uvazen dogovor sa slike 2.4 o pozitivnim smjerovima poopéenih sila na krajevima
elementa.

Stoga, na elementu 3 —4 primjera sa slike 2.1 poprecne su sile i momenti savijanja

na upetim krajevima
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Slika 2.3: Raspad osnovnoga sistema na obostrano upete grede

U gornjim izrazima prvi indeks oznacava mjesto (odnosno, indeks ¢vora) djelova-
nja momenata ili poprecne sile upetosti, dok je drugi indeks indeks ¢vora na drugom
kraju elementa ¢iji se momenti i popre¢ne sile upetosti odreduju.

Elementi 3—4 i 2—4 su neoptereceni, te su njihove poopcene sile upetosti jednake
nuli.

Prema tome, u metodi pomaka povecava se stupanj staticke neodredenosti osnov-
noga sistema, ali se vrijednosti poopcenih sila na krajevima elemenata odreduju iz
poznatih izraza dobivenih metodom sila za staticki sistem koji nazivamo obostrano

upeta greda.
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Mi,j |M(x) M(X)T Mj,f
Nw.é l i/N('x) NN l; N;,
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Slika 2.4: Pozitivni smjerovi poopcenih sila na krajevima i u presjeku elementa

U drugom se koraku osnovni sistem prisilno pomice i/ili zaokreée na mjestima
dodanih veza osnovnoga sistema. Pritom vrijednosti pomaka i zaokreta nisu poznate,
ali je izraze za sile i momente krajeva obostrano upetih greda koje uzrokuju prisilni
pomaci njegovih krajeva lako odrediti metodom sila (slika 1.12). Na primjer, za
prisilni zaokret ¢vora 3 zadanoga sistema sa slike 2.1, izrazi za momente na upetim

krajevima glase

El &l EI
m =2 7 (03:2'7'(03:7'(03
ML SRR S
my=e g s B,
my, =2 %-(03—2-%-(03

Superpozicijom dva koraka metode pomaka osnovni se sistem dovodi u stanje
pomaka jednako onom zadanoga sistema. Tocnije, ukupna se vrijednost sila na
krajevima elementa odreduje kao

M;; = Mi’j +my

Tij=Tij+1i;
Nij = Nij+nig

gdje je Mi,j moment upetosti kraja elementa ¢ — j, a m;; moment savijanja kraja
elementa ¢ — j iz drugoga koraka metode pomaka u kojem se krajevi elemenata
prisilno pomicu i/ili zaokrecu.

Pri tome su jo$ uvijek nepoznati pomaci i zaokreti ¢vorova s dodanim vezama

s podlogom. Medutim, u zadanom sistemu ne postoje dodatne veze s podlogom
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pomocu kojih nastaje osnovni sistem, pa stoga ne postoje ni reaktivne sile ovih
dodanih veza.

Zahtjev is¢ezavanja reaktivnih sila (i momenata) dodanih veza daje sustav jed-
nadzbi iz kojeg se mogu odrediti nepoznati pomaci (i zaokreti) zadanoga sistema, a
taj je zahtjev jednak uvjetu ravnoteze ¢vorova zadanoga sistema.

Za ¢vorove 3 i 4 zadanoga sistema sa slike 2.1 uvjeti ravnoteze momenata glase:

M, + M, =0
M, +my, + M, +m,, =0

M,;+M,,=0
M43+m43+M42+m42 =0

U poglavlju 2.4 dani su izrazi za momente na krajevima obostrano upete i
jednostrano upete grede za veéinu uobicajenih slucajeva optereéenja.
Osnovna je ideja metode pomaka temelj metodi kona¢nih elemenata ¢ija primjena

danas nadilazi gradevinarstvo.

66



PoGLAVLJE 2. METODA POMAKA

2.2 Pomicéni okviri

Za zadani sistem sa slike 2.1 odredit ¢e se metodom pomaka dijagrami unutarnjih
sila. Nepoznati pomaci i zaokreti kao i osnovni sistem, odredeni su na slici 2.2. Cijeli
se proracun provodi na osnovnom sistemu, to¢nije na obostrano upetim gredama na
koje se osnovni sistem moze rastaviti.

Poopcene sile na krajevima elemenata (koji su po statickom sistemu obostrano

upete grede) iz prvog koraka metode pomaka (faza upetosti) odreduju vektore sila

upetosti:

E 3~ [ _1 3 7_1,3 Mm Ns,l 7_;,1 M3,1]T
:[0 -16,0 10,67 0 -16,0 —10,67]T

— — — — - — _ T

fi4= [ sa Ly M, s Lis M4,3]
=[0 0 0 0 0 0]

— — — _ 4 — _ T

f,,= [ s Ly My, w2 Lo M4,2]
=[0 0 0 0 0 0]

Pri tome je polozaj pojedine poopéene sile u vektoru sila upetosti elementa

odredena prema slici 2.5.

<

2

-

Slika 2.5: Poredak poopcenih sila upetosti na krajevima elementa u vektoru sila
upetosti

Drugi se korak u metodi pomaka naziva fazom dopustenih ili fazom prisilnih
pomaka osnovnoga sistema na mjestima dodanih veza. I dalje se osnovni sistem
moze rastaviti na obostrano upete grede, te se vrijednosti poopcenih sila na njihovim
krajevima odreduju iz poznatih izraza dobivenih metodom sila za prisilne pomake i
zaokrete krajeva elementa. Na slici 2.6 prikazani su elementi (obostrano upete grede)
osnovnoga sistema s prisilnim pomacima krajeva koji odgovaraju nepoznanicama

(us, ws, ps, Uy, Wy, ps,) zadanoga sistema po metodi pomaka.
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Py

@) @

Slika 2.6: Prisilni pomaci krajeva elemenata osnovnoga sistema

Prema izrazu iz poglavlja 1.11 vektor poopéenih sila na kraju obostrano upete
grede (f; ;) jednak je skalarnom umnosku matrice krutosti elementa i vektora pomaka
krajeva elementa [3, 14, 15, 27, 29, 32]. Za element 1 — 3 osnovnoga sistema moze

se odrediti vektor fj 3:

E_A 0 0 _E_A 0 0
4 4
12E1 6EI 12EI  6EI
S 0 - 0 - - L
13 4} 4? 4 4’ 0
s 5 6EI  4EI o 6EI  2EI 0
m | 4’ 4 4’ 4 0
N o o ||
g 4 4 u,
’ 12EI  6EI 12EI  6EI
| P | —— 5 0 . - L 5
4 4 4 4
6EI  2EI 6EI  4EI
0o -— = 0 - —
I 4 4 4 4 |

S obzirom na to da su pomaci ¢vora tri jednaki nuli, prva se tri stupca matrice

krutosti mogu izostaviti, te je vektor f; 3
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[ EA
— 0
4
12E
My 4’
0, . SH
my | _ 4P
! _E_A 0
Li 4
| m,, | 0 12§]
4;
0 6452]]

.
4
12.51
I My | 4
£ o  SE
m, | 4’
Ny, _ E_A 0
L 4
my, 0 g
4
0 64E21

6L1

2FET

6 L]
42
4E1

4

6Ll

2FET

6Ll
42

4E1
4

@,

@,

Elementu 3 — 4 u fazi prisilnih pomaka pomicu se i zaokrec¢u oba ¢vora, te je

vektor poopcenih sila na kraju elementa, fs 4,
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E_A () () _E_A () ()
5 5
12E1 6EI 12EI  6EI
(] 0 3 T 0 T3 2 |1,
3.4 5 5 5 5 u,
54 o _SEL 4Rl 6L  2FI !
m, | 57 5 5 5 ?,
|| LB o 22 g4 o ||™
L 3 5 w,
) 12EI  6EI 12EI  6EI
Lt ) 2 0 3 2 e
5 5 5 5
6EI  2EI 6EI AE]
0 — - 0 - -
i 5 5 5 5 |

Treba naglasiti da u vektoru prisilnih pomaka elementa 1 — 3 (analogno vrijedi
i za element 2 — 4) pomak na Cetvrtom mjestu u vektoru (prije skrac¢ivanja zapisa
zbog nula na prva tri mjesta) mora biti pomak ¢vora s indeksom 3 u uzduznom
smjeru elementa 1 — 3, a taj je pomak prilikom definicije nepoznanica nazvan ws,
jer je rije¢ o vertikalnom pomaku ¢vora s indeksom 3 u globalnom koordinatnom
sustavu zadanoga statickog sistema. Iz istoga se razloga na mjestu pet istoga vektora
prisilnih pomaka nalazi popre¢ni pomak (u odnosu na os elementa 1 — 3) ¢vora s
indeksom 3, koji je u globalnom koordinatnom sustavu nazvan uz i odnosi se na
horizontalni pomak ¢vora s indeksom 3 (slika 2.6).

Konaé¢ne vrijednosti poopéenih sila na krajevima elemenata zbrojevi su vektora
poopcenih sila oba koraka metode pomaka, odnosno opcenito vrijedi

fi,j = E’,j + £ 5,

a za elemente osnovnog sistema iz primjera 1 vektori su konac¢nih vrijednosti poop-

¢enih sila

A — — - — T 7
f1,3 :fl,S + f1,3 = [ 13 71,3 13 N3,1 T3,1 M3,1:| + |:n1,3 t1,3 m Ny, t3,1 m3,1:|

~ — — _ — — - — Vi T
f2,4:f2,4 + f2,4 = N2,4 Tz,4 2.4 N4‘2 7:1‘2 M4‘2 J + [n2.4 t2‘4 m,, Ny, t4‘2 m,, :|
A = - — — - — = i T
f3,4 :f3,4 + f3,4 = |:N3,4 T3,4 M3,4 N4,3 7:1,3 M4,3 ] + |:n3,4 t3,4 myy My t4,3 m,, J

Vektori su poopéenih sila na krajevima elemenata 3—4 i 2 —4 iz faze upetosti nul-
vektori, te su konacne vrijednosti poopcenih sila na krajevima navedenih elemenata

jednake vrijednostima sila iz faze prisilnih pomaka, dok se za element 1 — 3 konacne
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vrijednosti sila na kraju elementa dobivaju zbrajanjem vrijednosti poopcéenih sila iz

oba koraka po metodi pomaka:

4 4
C12E  6EI o _I2EI _GEI
Iz 0 N 43 42 43 42
-16,0 6FEI 2FE] 6L 2FET
0 > —_— W, 0 5 —_— w,
A 10,67 4 4 ) A 4 4
fl 8= + Us |, fz 4= || Uy
0 A 0 N S 0
-16,0 4 @ 4 q"‘
| -10,67 | 0 12F 6FT 0 12FE1 6FEI
43 42 43 42
6FE] 4FE] 6E] 4FE]
0 2 0 2
i 4 4 | L 4 4 |
E—A 0 0 — E—A 0 0
5 5
12E1 6LET 12E1 6E]
0 3 = = T e2 roo
& 5 5 5 u,
6L1 4E] 6E] 2FE] w.
0 — — 0 > — 2
f’ B 5 5 5 S Q.
34
_E4 0 0 £4 0 0 u
> 5 w,
0 B 12E1 6FE] 0 12?[ 6FEI Lo,
5 54 5° 52
6E] 2F1 6FEI] 4FE]
0 —— —_— 0 5 —
L 5 5 5 9 |

Zbog laksega razumijevanja jednadzbi iSCezavanja reaktivnih poopcenih sila na
mjestima sprijeenih pomaka (i zaokreta) zadanog sistema, na slici 2.7 naznacena
su mjesta djelovanja reaktivnih poopcenih sila krajeva elemenata. U ¢vorovima 3
i 4 smjer se djelovanja sila s kraja elementa mora promijeniti, te je on negativan u

odnosu na dogovor o pozitivnom smjeru poop¢enih sila na kraju elementa (slika 2.4).
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Slika 2.7: Pozitivni smjerovi i polozaji kona¢nih reaktivnih poopcenih sila

fL

@
e

]\44’3 _T4,2
8 -M
- 42
N4,2
N
~ 42
M4)2 A
w42

Sve komponente vektora konacnih sila na kraju elemenata usporedne su s osima

globalnoga koordinatnog sustava, te nije potrebno vrsiti transformaciju lokalnoga

koordinatnog sustava elemenata u globalni koordinatni sustav (pomoc¢u matrice

transformacije).

Na ¢vor 3 djeluju poopcene sile od priklju¢nih elemenata (1 —3 13 —4). Treba

primijetiti da na ¢évor moze djelovati i vanjska koncentrirana sila i/ili moment savi-

janja, a u svakom slucaju ¢vor mora biti u ravnotezi. Jednadzbe ravnoteze ¢vorova

314 glase

_N3,4_7;,1 =0
N3,1_7A;,4 =0
M, -M,,=0

31 3.4

N4,3 72;,2 =0
N42 72,3 =0
_M4,2 _M4,3 =0
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Uvrstavanjem izraza za konacne sile na krajevima elemenata, jednadzbe ravnoteze

tvore sustav jednadzbi nepoznanice kojih su pomaci ¢vorova 3 i 4:

_]\73)4 _]A;, =0
5 4 4
]\7 7
12E1 6FEI 12F1 6LI B
Wy 53 "W — 52 % 53 "W, — 52 @, |=0
M M
4E1 6Ll 4E1 6FEI 2FEI
[ 10,67 + u3+T-g03j—[— 52 W, + 5 - + = ‘W, + E ‘¢4J:0
N43 =0
EA 12F1 6FI
”4 E iyt 42 9, |=0
N,, _7:&,3 =
EA 12F1 6FEl 12E1 6FEl
iy |—[ — S - = -+ 5 -w4+5—2-q04 =0
_M4,3 =0
6E] 4E1 6FI 2FE1 6FEI 4ET B
v -u4+—4 @ |—| — = W, + s ‘@, + 5 W, + - ¢, =0
Sustav se moze matri¢no zapisati:
_EA_12EI 0 _SE EA 0 0
5 4 4 5
EA 12EI 6FE1 12F1 61
0 —_——— 0 e _
4 5 52 5 5 n
_G6EI 6El 4El 4El 0 _ GEI (2B | |w
42 5 5 4 5 5 @
EA 0 0 _EA_128 0 22 u,
5 5 4 4 :
0 12£1 _SH 0 _EA_LEL_6HL | |g,|
5 5 4 5 5
. 6EI _2EI 6Ll CG6El  AEI 4EI
52 5 42 5 4 5 |
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Pripadno je rjeSenje sustava

fu,] [ 0,00085m
W, -3,523-10° m
?, —0,0000544 m°
u, | | 0,000842 m
w, 3,523-10° m
%41 | —0,000164 m" |

Matrica je sustava dijagonalno dominantna, simetri¢na i pozitivno definitna te
stoga sustav jednadzbi ima jedno realno rjesenje.

Vertikalni su pomaci ¢vorova 3 i 4 vrlo mali. Na slici 2.6 lako je vidljivo da se
vertikalni pomaci ¢vorova 3 i 4 odnose na pomake u smjeru osi elemenata 1 — 3
i 2 — 4, odnosno radi se o promjeni duljine navedenih elemenata zbog djelovanja
uzduznih sila elemenata. Prema tome, kao i u metodi sila, mala je promjena duljine
zanemariva (ta je ¢injenica bitna za prelazak iz metode pomaka u inZenjersku metodu
pomaka).

Takoder, horizontalni se pomaci ¢vorova 3 i 4 razlikuju tek na petoj decimali,
a ta ¢injenica navodi na zakljuc¢ak o jednakosti ovih pomaka (ponovno, vazno za
razumijevanje pojednostavljenja metode pomaka).

UvrStavanjem gornjega rjeSenja u vektore kona¢nih poopcenih sila na kraju ele-

menata dobiva se

N, _ - N _ _ N, _ B}
- -3,53 o 3,53 o 6,56
Ly | | -25.44 24 | 26,56 34 3,53
po_|Mis|_| 3046 | & | M) 11591 & (M | 731
YN, 3,53 ™ UN,| |33 Y N, —6,56
i —6,56 i 6,56 7. -3,53
5 | | 231 | . 110,32 | 2| -10,32
_M3,1_ _M4,2_ _M4,3_
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10,32 373

7,31
6,56 <
3,53 3,53®

>

6,56

>

7.31]3)

@

30,46
4\16 25,44
3,53

@>#,56

3,53
6,56

10,32

15

Slika 2.8: Poopcene sile na krajevima elemenata

Dijagrami unutarnjih sila na zadanom sistemu prikazani su na slici 2.9. Prilikom

konstruiranja dijagrama unutarnjih sila treba se prisjetiti dogovora o pozitivnim

smjerovima poopéenih sila na krajevima elemenata (slika 2.4).

Na elementu 1 — 3 odreden je momenta savijanja Ml,g = 30,46 kNm, odnosno

]\7[371 = 7,31 kNm. Oba su momenta pozitivna, a prema dogovoru o pozitivnim

smjerovima to zna¢i da im je smjer rotacije suprotan od kazaljke na satu (slika 2.8).

Tako su momenti istoga (pozitivnog) smjera, zatezu razlicite strane elementa 1 — 3.

Analogno je odredena vla¢na strana ostalih elemenata.

Nadalje, predznakom je popre¢nih i uzduznih sila na krajevima elemenata odreden

smjer vektora pojedine sile u odnosu na dogovor o pozitivnim smjerovima poopcéenih

sila na krajevima elemenata (slika 2.8).
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Slika 2.9: Dijagrami unutarnjih sila zadanoga sistema
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2.3 Nepomicni sistem — kontinuirana greda

Zadan je dva puta staticki neodredeni sistem naziva kontinuirana greda (slika
2.10).

ﬁimwmmmg | . s

o lp =S0kN M = 40kNm
VYVYVVVVVVVYYVYY VVVllllllll /’
= T 7 Tay

T777777777 777777777
Sm 3m 2m Sm ‘

Slika 2.10: Zadani sistem

Ako su poznate vrijednosti momenata savijanja grede "iznad" lezajeva, tada je
izmedu tih vrijednosti lako konstruirati funkcije momenata savijanja. Isti zakljucak
vrijedi za konstrukciju funkcija popre¢nih i uzduznih sila (naravno, za konstrukciju
dijagrama tih sila treba znati njihove vrijednosti neposredno prije i nakon lezajeva).
Dakle, ¢vorovi ¢e se definirati na mjestima lezajeva (slika 2.11).

Svaki (opéi) ¢vor zadanoga sistema ima tri stupnja slobode gibanja, odnosno u
metodi pomaka u svakom se (opéem) ¢évoru mogu definirati tri nepoznata (opca)

pomaka: dvije translacije i jedna rotacija.

0 ® ®
e~ ZAN ey ZAN

q="7kN/m

@V VVVVVVVYVYYVYY le l ll" @>| P N 30kNl |@| M - 4OkNm/»@
Wi o

Slika 2.11: Polozaj i numeracija ¢vorova te osnovni sistem

U ¢voru s indeksom 2 kliznim je lezajem sprijec¢en vertikalni pomak, dok je
horizontalni pomak toga ¢vora onemoguéen nepomic¢nim lezajem na mjestu ¢vora

s indeksom 1 (zapravo, nepomi¢nim lezajem tog sistema sprije¢eni su horizontalni
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pomaci svih tocaka zadanoga sistema sve dok ne postoje uzduzne sile, odnosno
uzduzne deformacije). Prema tome, u ¢voru 2 nepoznat je samo kut zaokreta (¢5)
zbog vanjskoga optere¢enja. Analogno, u ¢voru 3 nepoznat je zaokret @s.

U ¢vorovima 1 i 4 poznate su konacne vrijednosti momenata savijanja (MLg =0,
M473 = —40 kNm), a poznate su i vrijednosti translacija tih ¢vorova (u; = w; =
uy = wy = 0). Nadalje, zaokret zgloba na kraju elementa nece uzrokovati reakciju
na drugom upetom kraju tog elementa. Prema tome, zaokreti ¢vorova 1 i 4 nisu
nepoznanice.

Za zadani sistem sa slike 2.10 nepoznanice su: ¢y =7, @3 =".

U fazi upetosti osnovni se sistem raspada na tri grede (slika 2.12). Pritom su
elementi 1 — 31 3 — 4 jednostrano upete grede. lzrazi za sile na krajevima tih greda
mogu se odrediti primjenom metode sila (kao $to je u¢injeno za obostrano upete
grede). Na taj su na¢in izvedeni izrazi u tablici momenata upetosti (poglavlje 2.4).

Medutim, isti se izrazi mogu odrediti postupkom nazvanim staticka kondenzacija

(postupak je kratko pojasnjen u poglavlju 2.6).

i ; M = 40kN
@V VYVVVYVVVVVVYVVYY ‘VVVVVVé X7 T § mf’@
N N
21 3.4 A
e 2vZ v \3)

2

4_
|

|

<

ﬂ

| S
|

|

=) g
|

|
N §

Y 23 _M3,2 oy —M,,
g P:30kNl / M,
AR %»N
2,_ N §@ @% . 3.2
Tz,3 M T32

Slika 2.12: Raspad osnovnoga sistema na tri elementa
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Vrijednosti su poopéenih sila upetosti

_ M 40 _ A .52
~  3M 3-40 - q- -7,0-
p, BBy s LYY
2% 25 8 8
N3’4: NZ, :0
P et o SN F= e FRUE g esgy
% 25 8 8
2 2
i, :p.af :30-322 =14,4 kNm
¢ 5
- (3a+b)-b’ (3-3+2)
= A = =-10,56 kN
Nh:N},z:O
2 2
=P b= 3032 516 m
l 5
- (a+3b)-a’ (3+3-2)-3°
];)2 = — 63 =i— 53 = _19,44 kN

2,1

_n2

t
l e m,, —b,
1

e

t3,4
o 8 t4,3

1 —t2)3 t? 2 @ t3‘4
g et R ho
—m2 2
” —Hs 5 —m;,

2.3

2

Slika 2.13: Faza prisilnih pomaka

Sljededi je korak faza prisilnih pomaka u kojoj se zaokreéu (za nepoznate vri-

jednosti kutova) évorovi 2 i 3. Na slici 2.13 prikazano je opterecenje faze prisilnih

pomaka koje uzrokuje poopcene sile f; ;:
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EI El

m3,4:3'?'(03 m2,1:3'?'(03
EI kI
13,4:_3'5_2'(03 t2,1_3'5_2'(03
n3’4:0 nz)l—O
EI El
14,3:3'5_2'(03 hy=— 5_2(0;
EI EI
m2,3:4'?'¢2+2'?'(03
EI EI
12,3:_6'5_2'(%_6'5_2'(03
nM:O
EI EI
»2_2 ?'(02"'4'?'(03
EI EI
,,=6 2'(02"‘6'5_2'(03
n,, =
M,, M3,4

§>@
D
Sl
>,
-
P

3.4
- n V4
l X T, I, ; l
n n % ~ ~ 43
1.2 —]\42)1 _Tz,l@ —_Tz‘3 _T3,2 @ i34
B Az,l ‘ > ¢ ) A_N“ _1\73.2 g ¢ ) —Ny,
777777777 s -M 39 TN -M 3.4
§ M,,
rA s
A 53 B 17
LT M L,

2.3

Slika 2.14: Konacne sile na krajevima elemenata

Konacne vrijednosti poopcéenih sila na krajevima elemenata (slika 2.14) zbroj su

sila iz dva koraka metode pomaka:
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R _ EI ~ s ET
M3)4:M3’4+m3)4:—20+3-?-¢3 ]\/[2’1:]\/[2’14-}712)1:—21,875—1—3-?-(02
_— El - £l
3,4:7;,4+t3,4:12_3'5_2'(03 51 =4z T = 21875+ 5— @,
34 =0 2)1:0

; Bl 8 £l
I,=T1,;+1, :_12+3'5_2'(03 71,2:7124‘11,2:—13,125—3-5—2-(02
Mzﬁ:A7123+m2,3:14,4+4-%-¢2+2-%-¢3

2 . ET ET
2,3:Tz,3+12,3:_10>56_6'5_2'(02_6'5_2'(03

N,;=N,,=0

. s ET BF
MM:Mlz—l-m})z:—21,64—2-?-(024—4-?-(03

2 = ET El
T3,2:7;,2"'13,2:_19>44+6'5—2'¢2+6'5_2'(03

Na slici 2.14 reaktivni momenti u dodanoj vezi ¢vor 2 i 3 moraju iS¢eznuti,

odnosno u navedenim ¢vorovima vrijede sljedeéi uvjeti ravnoteze :

_Mz,l _M2,3 =0
_Ms,z _M3,4 =0

UvrStavanjem izraza za kona¢ne momente savijanja na krajevima elemenata u
te jednadzbe ravnoteze nastaje sustav jednadzbi rjeSenja kojih su nepoznati kutovi

zaokreta ¢vorova 2 i 3. Vrijednosti kona¢nih sila na krajevima elemenata odreduju se

uvrStavanjem rjeSenja sustava jednadzbi u izraze za konacne poopcene sile, M; ;, T; ;,
N; ;. Sustav jednadzbi ima jedno realno rjeSenje, jer je sustav simetric¢an i pozitivno

definitan (elementi na dijagonali sustava su pozitivni) i dijagonalno dominantan.

El EI

=2, =T 4TS
El EI

g B e I e alE
5 (02 5 ¢3 3
7 1105

Y s = 36ET
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A EI E] 247
M, =-21.8154 33—, =—21,875483-—| =——— | =-23,93 kNm
B 5 5 T2E]
A EI E] 247
L :—21,875—3-—2 @, =-21,875+3 - —:| ——— |=-22,29 kN
’ 5 57 T2FE]
2=
7?2 :—13,125+3-E—ZI w,=—13125—3- ﬂ —ﬂ =-12,71 kN
’ 5 52 T2E]

. EI EI
M,, =14,4+4-?-<02 +2-?-¢3 =23.93 kNm

f,,=-10,56—6- fl -0, —6- fl -0, =—17,10 kN
23— 42 =0
M,, :—21,6+2-%-¢2+4 % @, =1,58 kNm

EI EI
1,,=-19,44+6-— o PO = 12,90 kN

~ El EI 1105

M,,=-20+3-"—.¢,=—20+3-—.——=—1,58 kNm
’ 5 5 36El
1, =12-3. ﬂ @ =12-3- E—f-&_s 32 kN
5 52 36EI
N34
T,,=-12+3- ﬂ @, =—12+3. E—f-&:—wz kN
5 5% 36El

Na slici 2.15 prikazane su konacne poopcene sile na krajevima elemenata sa

stvarnim smjerovima.
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Slika 2.15: Konacne vrijednosti i smjerovi poopcéenih sila na krajevima elemenata

Konac¢ne vrijednosti i smjerovi sila odnose se na krajeve elemenata.

Nakon

konstruiranja dijagrama unutarnjih sila za svaki element (kao na slici 2.15), njihovim

se povezivanjem na istu nultu liniju, odreduju kona¢ni dijagrami unutarnjih sila

zadanog sistema (slika 2.16).
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lP =80k M = 40kNm
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Slika 2.16: Dijagrami unutarnjih sila zadanoga sistema
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2.4 Dodatak 1: tablica momenata upetosti

Static¢ki sistem m; m;
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Staticki sistem m; m;
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Staticki sistem m; m,
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Staticki sistem
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2.5 Dodatak 2: matrica krutosti Stapnoga elementa

@g énl
! ) % Hy
I Iw 3 U g %i

Slika 2.17: Obostrano upete greda ¢ — j: prisilni pomaci ¢vorova i poopcene sile
na krajevima

Za obostrano upetu gredu sa slike 2.17 metodom sila odredeni su izrazi za sile na
krajevima (poglavlje 1.2) za slucaj prisilnoga vertikalnog pomaka jednog kraja. Na
jednak se nac¢in odreduju izrazi za sile na krajevima obostrano upete grede u slucaju

ostalih mogué¢ih pomaka krajeva (wj;, ¢ji, wij, uj;).

4’ 0 0 - 4’ 0 0
gij gij
12E1. 6Ll . 12ET 6F] .
_ _ O : J _ 2’] O _ : 7 _ 2’] B _
) # £ ? | =
B o _SEL AEL 6EI,  2EI, ||w,
2 2
mu - KU gij fij KU (pij
T E4; 5 . E4; ’ 5 u,
tﬂ KU i le
| ™y, | o _12EIU. 6Elij . 12E1ij 6E1ij Kz
3 2 3 2
K,.j KU. K,.j KU.
6F]. 2FEI. 6F]. 4FE] .
0 e v y 0 - i i
| E,.j éij E,.j éij |

Ako se sile na krajevima obostrano upete grede svrstaju u vektor (pri tom se
odabire odredeni poredak sila u vektoru) jednako kao i pomaci njezinih krajeva, tada
se dobiva gornji matri¢ni zapis odnosa sila na krajevima i pomaka krajeva grede

(tocnije, Stapnoga elementa).
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Matrica u koju su upisani faktori uz pomake krajeva iz izraza za poopéenu silu na
kraju elementa zove se matrica krutosti stapnog elementa u lokalnom koordinatnom
sustavu elementa.

Svaki ¢lan matrice predstavlja odredenu krutost Stapnoga elementa. Na primjer,
ako je zadan pomak u;; = 1 (dok je vrijednost svih ostalih pomaka nula), sila n;;

EA

jednaka je =~ (element matrice krutosti u prvom retku i prvom stupcu) te se naziva
ij

krutost elementa na uzduznu silu. Dakle, opéenito i neformalno moze se re¢i da je

krutost jednaka sili (na kraju elementa) od jedini¢noga pomaka (kraja elementa).

| = 3 =
Iw IW]»,- i t it

Slika 2.18: Jednostrano upeta greda i — j: prisilni pomaci ¢vorova i poopéene sile
na krajevima

Na jednak se nacin odreduje matrica krutosti jednostrano upete grede (slika
2.18):

| 3EI,  3EI,  3EIL |
3 T T3
3 fij KU KU
s 3E[u 3E],.j 3E[u v
m. | =|- 1)
7 62 g 62 )
‘. i i i W
! 3E[u 3E]ij 3EIU "
T3 2 3
L gu Kij gu i
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2.6 Dodatak 3: staticka kondenzacija

Vrijednosti se poopcenih sila na kraju jednostrano upete grede mogu odrediti me-
todom sila (kao i u slu¢aju obostrano upete grede). Primjenom postupka naziva
staticka kondenzacija moguce je izraze za poopcene sile na kraju jednostrano upete
grede izvesti na temelju veé¢ poznatih izraza. Poznati su izrazi za poopcéene sile
na kraju obostrano upete grede. Tada se primjenjuje staticki uvjet: poznata je
vrijednost momenta savijanja jednoga kraja jednostrano upete grede.

Za obostrano upetu gredu sa slike 2.17 vrijede sljedeéi izrazi za kona¢ne momente

savijanja na krajevima:

~ _ _ El El El El

Mi,j :Mi,j +m’-)j :Mi,j +4£—(D’+2£—(Dj _6‘F‘Wi’j +6£TWJI
i ig i i,

~ _ — El EI EI El

Mj,i :Mj)i‘l'mjj :Mj’+2£—¢’+4£—(01 _6‘F‘Wi’j +6£TW11
L iJj ij ij

Na slici 2.18 na mjestu ¢vora j moment savijanja jednak je nuli. Na temelju tog

statickog uvjeta iz izraza za M;,; uklanja se zaokret ¢vora j:

_ El El El
M o422 p 142y 622w 462w, =0
M f,j (0’ f,.)j r ﬂi}. < f?} M
- T S N B L
Vi MOAEI 27 20, o204,
~ El El l 1 3 1 3 1
MIJZMIj+4—(01+2'—' AL e @; _—'Wij__—Wj’
g 0 4EI 2 77270, T
El
_6 TWIJ+6 F‘W}]
1,7 ij
~ - 1 - El El El
M, =M, —— M, +3- g =32, 43
i i 2 i g i g Ly 2 Jt
i,j i,j i,j

Dobiveni moment savijanja M; ; izraz je za konac¢ni moment savijanja na kraju ¢

jednostrano upete grede te se moze zapisati kao MZ] = ij +m; j, gdje su
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7 v

J.i

&
EI El El El
W, . =3-—-@ —So——W, Iy +3 W,

ij iy i ij

Moment savijanja m; ; zapravo je drugi redak matrice krutosti jednostrano upete
grede pomnozen vektorom pomaka krajeva.

Na temelju izraza za kondenzirani moment upetosti jednostrano upete grede (ij)
mogu se odrediti momenti upetosti jednostrano upete grede poznavaju¢i momente
obostrano upete grede. Na primjer, za obostrano upetu gredu opterec¢enu jednolikim

kontinuiranim optere¢enjem ¢, momenti savijanja na mjestu ¢vora ¢ i j su

q _ 2
_ q
M, =1
<§M—m§> 12
_ q.gz
i = =T
Mi,j @ @ Mj,i i 12

Ako se ti momenti uvrste u izraz za kondenzirani moment savijanja jednostrano

upete grede, dobivena vrijednost jednaka je onoj iz tablice momenata upetosti:

_ _ 1 _
q & o
ij _Mi,j _E'Mj,i
VVVYVVVVVVVVVVVYVYYVYVYYY @ _ ‘62 l ‘62
(s =5
i,
| 2
Mfc,j :%

Isto nacelo vrijedi neovisno o vrsti opterecenja.
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3.1 O inzenjerskoj metodi pomaka

U inZenjerskoj metodi pomaka nepoznanice nisu vrijednosti svih (moguéih) tran-
slacijskih pomaka ¢vorova statickoga sistema (kao $to je to sluc¢aj u op¢oj metodi
pomaka). Buduéi da su promjene duljina elemenata sistema dovoljno male, moze se
smatrati da su elementi sistema (Stapovi) apsolutno kruti u uzduznom smjeru. To
je pojednostavnjenje temelj inZenjerske metode pomaka, a uzrokuje (¢esto) znatno
smanjenje broja nepoznanica [16, 27, 29].

Dakle, nepoznanice nepomic¢nih statickih sistema u inzenjerskoj metodi pomaka
kutovi su zaokreta krutih i mjesovito kruto-zglobnih ¢vorova. U sluc¢aju pomic¢nih
sistema, uz navedene kutove zaokreta ¢vorova nepoznanice su i iznosi neovisnih
translacijskih pomaka.

Pretvaranjem zadanoga statickog sistema u pridruZenu resetku (koja nastaje omo-
guc¢avanjem rotacija u lezajevima kao i neovisnih rotacija elemenata priklju¢enih u
¢vorove s prije definiranim nepoznatim kutovima zaokreta) odreduje se broj neovis-
nih translacija koje se proglasavaju dodatnim nepoznanicama u inZenjerskoj metodi
pomaka. Broj neovisnih translacija jednak je stupnju slobode gibanja pridruzene
reSetke (koja se Cesto naziva zglobnom shemom).

Za svaku se definiranu neovisnu translaciju skicira plan pomaka, pri ¢emu se
elementi zglobne sheme smatraju apsolutno krutim diskovima, a pomaci dovoljno
malima (diskovi se zaokre¢u po okomicama na pocetne polozaje, a kutova zaokreta
jednaki su tangensima tih kutova).

Sustav jednadzbi s nepoznanicama koje su nepoznati kutovi zaokreta i neovisne
translacije oblikuju jednadzbe ravnoteZe momenata u ¢vorovima (s nepoznatim
rotacijama) te jednadzbe virtualnih radova na neovisnim translacijskim pomacima,
primjenjujuéi pritom teorem o virtualnim pomacima u mehanici krutih tijela (3to je
alternativni iskaz uvjeta ravnoteze). Podsjetimo, ako je ukupni rad aktivnih sila na
bilo kojim virtualnim pomacima jednak nuli, tada su tocka, kruto tijelo ili sistem
u ravnotezi (a teorem ima i obrat). Nadalje, virtualnim se pomacima smatraju
zamiSljeni, mali i moguéi pomaci sistema (a upravo su takvi nepoznati neovisni
translacijski pomaci).

Jednadzbe virtualnih radova zamjenjuju jednadzbe ravnoteze zbrojeva sila u

¢vorovima u smjeru neovisnih translacijskih pomaka.
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3.2 Pomic¢ni okvir

Za zadani staticki sistem sa slike 3.1 inZenjerskom ¢e se metodom pomaka odrediti

dijagrami unutarnjih sila. Pritom je vrijednost umnogka ET = 45000 kNm? dok je

sila P =35 EN.
lp lp
9)

[ Q _

1
[ )

L5 2,0 2,0 (1,0

Slika 3.1: Skica statickoga sistema i njegova proracunska interpretacija

N

3.0

© @ 6 OIS

3,0

©) @
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Slika 3.2: Skica statickog sistema s oznakama ¢vorova

95



PocGLAVLJE 3. INZENJERSKA METODA POMAKA

Staticki je sistem jedanput staticki neodreden. Definirano je sedam ¢vorova (slika
3.2) od kojih su dva lezajna (¢vor 6 i 7).

Element koji povezuje ¢vorove 1 i 2 predstavlja staticki odredeni dio zadanoga
sistema. Naime, presijecajuci element 1—2 neposredno prije njegova spoja s ostatkom
zadanoga sistema (slika 3.3), moguce je samo na temelju jednadzbi ravnoteze odrediti

vrijednosti unutarnjih sila u tom presjeku:

YN=0 3XT=0 M =0
N_,=0 I_,+P=0 M_+P-15=0
T,==35kN M, =—525kNm

lP =35kN yy
t—t
N,

-t

T

1.5 -t

Slika 3.3: Odredivanje vrijednosti unutarnjih sila u presjeku neposredno prije
¢vora, 2

Prema tome, na elementu 1 — 2 poznati su dijagrami unutarnjih sila (slika 3.4),
te se on moze iskljuciti iz daljnjega proracuna zamjenom njegova utjecaja na ostatak

sistema silama u presjeku spoja elementa 1 — 2 i ostatka statickoga sistema (slika
3.5).

L5 /i

452,5@
© 135 @

Slika 3.4: Dijagrami unutarnjih sila na elementu 1 — 2
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(f” =68 1¥ P=35 kNl
M, | 52,5 kNm
S
=
T777777777
2,0 2,0 1,0

Slika 3.5: Zadani staticki sistem bez elementa 1 — 2

S obzirom na to da u ¢vorovima 2 i 4 nisu poznati iznosi (svih) momenata
savijanja elemenata koji se u navedene ¢vorove priklju¢uju, kao niti njihovi zaokreti,
ti se zaokreti proglasavaju nepoznanicama u inzenjerskoj metodi pomaka. Dakle,
P2 =71 g =".

Cvorovi (tocke) u ravnini osim rotacijskih imaju i translacijske stupnjeve slobode
gibanja, te se stoga u inzenjerskoj metodi pomaka osim zaokreta mogu javiti i
nepoznati translacijski pomaci. Ima li zadani staticki sistem dodatnu (ili dodatne)

nepoznanicu u obliku nepoznate translacije, "otkriva" zglobna shema (slika 3.6).

11 i 4

Vi

A7
S=34-4-2.3=2

Slika 3.6: Skica zglobne sheme zadanoga statickog sistema

Naime, ako se u svim definiranim ¢vorovima zadanoga sistema oslobodi rotacija,
nastaje zglobna shema (slika 3.6). Pritom tri zglobna $tapa povezana u obliku
trokuta tvore kruto tijelo, Sto znac¢i da su translacijski pomaci i zaokreti ta tri

zglobna Stapa jednaki. Stoga se u zglobnoj shemi tri zglobna Stapa koji tvore trokut
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promatraju kao jedan disk. Stupanj slobode gibanja zglobne sheme sa slike 3.6 jest

+2, dakle rije¢ je o mehanizmu (S > 0) s moguce dvije neovisne translacije.

;_?\1 i i ar z

Vi

VS
§=3.4-6-2.3=0

Slika 3.7: Skica zglobne sheme sa sprijecenim translacijama

Dodavanjem veza na zglobnu shemu koje sprjecavaju vertikalan pomak ¢vora 3
(oznake ws) 1 horizontalan pomak ¢vorova 2,3,4 1 5 (oznake u), stupanj je slobode gi-
banja jednak nuli (slika 3.7), $to znaci da je sistem postao geometrijski nepromjenjiv,
odnosno staticki odreden. Stoga su translacijski pomaci (ili krace re¢eno pomaci)
w3 1 u dodatne nepoznanice u inzenjerskoj metodi pomaka.

Sumarno, prema inzenjerskoj metodi pomaka zadani staticki sistem ima Cetiri
nepoznanice: o =7, 4 =7, wg =71 u =".

U prvoj fazi inzenjerske metode pomaka svi se definirani nepoznati pomaci (pri-
tom se misli i na translacijske pomake i na zaokrete ¢vorova) sprecavaju. Ta se faza
stoga naziva fazom sprijecenih pomaka ili fazom upetosti. Translacijski se pomaci
sprecavaju dodavanjem zglobnih Stapova u smjeru i na mjestu nepoznatoga pomaka,
dok se rotacije ¢vorova sprecavaju fiksiranjem ¢vorova za podlogu zamisljenim mo-
mentnim spojem (na slici 3.8 u ¢vorovima 2 i 4 za prikaz je sprije¢enih zaokreta
upotrijebljen kvadrat). Dodavanjem tih veza nastaje staticki sistem s veé¢im brojem
prekobrojnih veza u odnosu na zadani sistem koji se naziva osnovnim sistemom (slika
3.8). Prisjetimo se, u metodi sila osnovni sistem nastaje raskidanjem prekobrojnih
(vanjskih ili unutarnjih) veza broj kojih je jednak stupnju slobode gibanja staticki
neodredenoga zadanog sistema. Prema tome, osnovni je sistem u metodi sila u
pravilu staticki odreden, iz ¢ega se moze zakljuciti da se staticki odredeni sistemi ne
mogu rjeSavati primjenom metode sila. S druge strane, u nastavku ¢e se pokazati
da se inZenjerskom metodom pomaka (kao i "to¢nom" metodom pomaka) mogu

odrediti sile i na krajevima elemenata staticki odredenih zadanih sistema.
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Sistem sa sprijeCenim pomacima rastavlja se na elemente: obostrano upete kao

Sto je element 2 — 6 i/ili jednostrano upete kao $to je element 2 — 3 (slika 3.9).

T, P
M, l@ ©) @|—| @l
T L]

© @

Slika 3.8: Faza upetosti: skica sprijec¢enih pomaka

Elemenati se u fazi upetosti optere¢uju zadanim vanjskim opterec¢enjem za koje
treba odrediti vrijednosti momenata savijanja na krajevima elemenata (nastalih
zbog djelovanja tog opterecenja). Momente savijanja na krajevima elemenata u
fazi upetosti nazivamo momentima upetosti, Wiyj. Opterecenje koje djeluje u ¢voru
zaokret kojega se sprec¢ava (na primjer, ¢vor 2) ostaje u tom ¢évoru, jer se elementi
izdvajaju iz sistema sa sprijeenim pomacima presijecanjem neposredno prije spoja

elementa i upetoga ¢vora.

T, ,=35kN P=35kN

M, =525 kNm
l@@ ® 6 a 2 @l@
i E%

4)

V7777777774 @
@

©l . ol @

TR

Slika 3.9: Faza upetosti: rastav na elemente i ¢vorove

Sila P djeluje u ¢voru 5 koji je ujedno i (nepomicni) lezaj te se u cijelom iznosu

prenosi u lezajnu reakciju ne uzrokujuéi pritom moment upetosti na drugom (upetom)
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kraju elementa 4 — 5. Dakle, za zadano vanjsko opterecenje sve su vrijednosti

momenata upetosti nula:

Mg, =M,;=M,; = M4,3 =M,;=0

Nakon faze upetosti (u kojoj su nepoznate translacije i zaokreti sprijeceni) slijedi

faza u kojoj se istodobno oslobadaju (dopustaju) svi prethodno sprije¢eni pomaci.
Ta se faza naziva fazom dopustenih pomaka.

Pritom se ¢vorovi zaokre¢u uvijek u smjeru dogovorene pozitivne rotacije, a

reaktivni momenti na krajevima elemenata od utjecaja dopustenih zaokreta ¢vorova

2 i 4 jednaki su (prema izrazima iz tablica momenata upetosti):

s i El,, El
m2,6(¢2):4' 2’6'(02:4'?'(02 m4,3((04):3' g4) '(04:3'7'%
2.6 43
me, () =2-—2%.0,=2. 52 M (0) =325, =3,

2:6 3 64,5 1>0
El EI
m2)3(¢2):3- 62’3'%:3'7'%

2.3

Tim vrijednostima treba pribrojiti iznose momenata savijanja na krajevima ele-
menata koji nastaju zbog dopustanja translacijskih pomaka w3 i u. Koji se elementi
zakrec¢u (i za koliki kut) dopustanjem navedenih pomaka, odreduje se na temelju
plana pomaka.

Budud¢i da zadani staticki sistem ima dva nepoznata translacijska pomaka, za
svaki treba skicirati plan pomaka dopustajuci naizmjeni¢no jedan od njih uz isto-
dobno sprjecavanje drugoga. Na slikama 3.11 i 3.12 prikazani su planovi pomaka za
translacijske pomake w3 i w.

Napomena: pomaci su u planu pomaka puno manji od duljina elemenata, rijec¢
je o malim pomacima i malim kutovima zaokreta, te vrijedi ¢ = tan(y).

U planu pomaka sa slika 3.11 1 3.12 disk s oznakom I'V tvore tri elementa, odnosno
tri zglobno spojena Stapa. S obzirom na to da su tri zglobna Stapa povezana u trokut
pomaci kojega su jednaki onima krutoga tijela, zglobne Stapove mozemo smatrati

dijelom jednoga krutog diska.
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2

Y ey S
R, o

© 2 @

TR

Slika 3.10: Faza dopustenih pomaka: zakretanja ¢vorova 2 i 4

;_1,62 17 1 3,4
@ 23 &
Nepomicno! V.
R | Nepomicno!

@ ) W,
S 4 V= 7
" _W
Y 3 biig Vi = 0

Slika 3.11: Faza dopustenih pomaka: plan pomaka za ws

Naravno, isti se plan pomaka dobiva i ako se tri zglobna Stapa promatraju svaki
kao posebno tijelo (disk), pri ¢emu su njihovi zaokreti medusobno jednaki, jer rotiraju
oko iste nepomicne tocke (apsolutnoga pola).

Nadalje, u planu pomaka sa slike 3.11 diskovi I i IV su nepomic¢ni. Razlog lezi u
¢injenici da se prilikom odredivanja polova apsolutni polovi diska I i njegova "susjeda"
(diska IT) nalaze na disku I iz ¢ega slijedi da su sve njegove toc¢ke nepomicne. Isto
se moze zakljuciti za disk V. Odnosno, pazljivijim promatranjem moze se uociti

da su diskovi I i IV zapravo proste grede.
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@ 3

1;%} 23 1 34 u
Vi
I
VilTVw
@77;5)7777 @7777>$
u
l//I:l//IV:_E

Slika 3.12: Faza dopustenih pomaka: plan pomaka za u

Reaktivni momenti na krajevima elemenata od utjecaja dopustenih translacija

ws 1 u su (prema izrazima iz tablica momenata upetosti)

mz}(w3):—3-E€i’3 W, =-3 %(—ZJZ% W,
m,, (w,)=-3 EZ: Wy =3 %(%J:%E] W,
mzé(u):—6 iizﬁﬁ "//1:_6'%'(_%j:23£'”
m“(u):—6-lZ;6’6 l//,z—6-%-(—%}zz3ﬂ-u
m45(u):—3-EZ:;: 1,,2—3-?-(—%}:E1-u

Ukupni momenti savijanja na krajevima elemenata u fazi dopustenih pomaka nas-
taju zbrajanjem momenata od dopustenih zaokreta ¢vorova i dopustenih translacija,

m;; = m; (i) +mi;(0;):
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Er 3ET
m2)3:3-7- %3 1 w,
_EI  3EI
m4,3_3'7' 4 4 "W

EF 2ET
m2’6:4 ? 2+T u

EI 2ET
m62:2'? ¢2+T i

BT 3BT
Ms=3 0t

Superpozicijom dva koraka inZenjerske metode pomaka osnovni se sistem dovodi
u stanje pomaka jednako onom zadanoga sistema. Kona¢ni su momenti savijanja na
krajevima elemenata jednaki stoga zbroju momenata iz obje faze inZenjerske metode

pomaka, M; ; = M; ; +m, ;:

M, , :0+3-%-(o2 +%'W3
M4’3=0+3-%-(p4—%-w3

M, :0+4-%-(o2 +23£-u
M, :0+2-%-¢2 +23£-u
M, :0+3-E—(])-(04 +g-u

Za odredivanje vrijednosti nepoznatih pomaka i rotacija potrebne su cetiri jed-
nadzbe s nepoznanicama u obliku nepoznatih zaokreta i translacija zadanoga static-
kog sistema.

Zahtjev i8¢ezavanja reaktivnih sila (i momenata) u dodanim vezama (dodanih
prilikom tvorbe osnovnoga sistema) daje sustav jednadzbi iz kojega se mogu odrediti
nepoznati pomaci (i zaokreti) zadanoga sistema, a taj je zahtjev jednak uvjetu
ravnoteze ¢vorova zadanoga sistema.

Analogno uvjetu i8¢ezavanja momenta u dodanom momentnom spoju (u ¢voro-
vima 2 i 4), treéu i ¢etvrtu jednadzbu pisemo kao uvjet iS¢ezavanja reaktivne sile u

dodanim vezama (zglobnim Stapovima koji sprecavaju pomake w3 i u). Taj se zahtjev
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moze iskazati kao neki uvjet ravnoteze pogodno odabranoga dijela sistema. Medutim,
¢esto je dodatnu jednadzbu lakse izvesti primjenom teorema o virtualnim pomacima
u mehanici krutih tijela (3to je zapravo alternativni iskaz uvjeta ravnoteze).

Teorem glasi: ako je ukupni rad aktivnih sila na bilo kojim virtualnim pomacima
jednak nuli, tada je kruto tijelo u ravnotezi. Virtualni su pomaci u mehanici krutih
tijela zamisljeni ,dovoljno mali pomaci” omoguceni u sistemu. Dakle, virtualnim
se pomacima mogu smatrati i pomaci ws i w (pritom im se dodjeljuje jedini¢na
vrijednost).

Zaklju¢no, u ¢vorovima s nepoznatim zaokretima piSemo uvjete i¢ezavanja mo-

menata () M;; = 0, slika 3.13),

_M2,6 _M2,3 +M, ,=0

~M,,-M,,=0
El 2F] El 3EI
ey T e B T e 4595 =0
3 ®, 3 5 ®, 4 5 >
El 3EI El
3. g+ w32, —El-u=0
7 Pt 1o

>

dok se na temelju planova pomaka za w3 i u odreduju zbrojevi radova vanjskih i

unutarnjih sila koji moraju (prema navedenom teoremu) biti jednaki nuli.
_M4 3 @

?’@ “ SCion
Ch A b

© 2 @

T
N\ A M, A7

Slika 3.13: Skica kona¢nih momenata krajeva elemenata i u ¢vorovima 2 i 4
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Na temelju plana pomaka za virtualni pomak ws = 1 odreduje se ukupan rad ak-

tivnih sila (vanjskih i unutarnjih) koje vrse rad na virtualnim pomacima sa slike 3.14:

J BT 3EL V(1) (5. EL  _3EL \(1)_,
2 T 9 2 2T,

I, P
M{f{
;C([l, 2 11 I 33,4
1@ 23 @
Nepomicno! 1w
R | Nepomicno!
1) @)
T i1
Wy, =—— Vi D)

2

Slika 3.14: Plan pomaka za virtualni pomak w3 = 1 s naznac¢enim vanjskim
opterec¢enjem

1

V=V :_g

Slika 3.15: Plan pomaka za virtualni pomak u = 1 s naznacenim vanjskim
opterecenjem
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Na temelju plana pomaka za virtualni pomak v = 1 odreduje se ukupan rad aktiv-

nih sila (vanjskih i unutarnjih) koje vrse rad na virtualnim pomacima sa slike 3.15:

(MZ,G +M6,2)"//1 +M, 5w, =0

4ﬂ +%u+2ﬂ +2_E].u s _l + 3ﬂ _}_ﬂ.u : _l —0
3 273 3 7 3 10”0 3

Rad vanjskog opterecenja u tim jednadzbama (virtualnoga rada) jednak je nuli,
jer na mjestu i na pravcu sila P i T; ;, u oba plana pomaka, ne postoji pomak.
Koncentrirani moment M;_; ne vrsi rad (u slu¢aju obje jednadzbe virtualnog rada),
jer je mjesto njegova djelovanja ¢vor (s indeksom 2), a u planu pomaka zaokrecéu se
elementi kao kruta tijela.

Sustav jednadzbi i njegovo rjeSenje, iznosi momenata savijanja na krajevima ele-

menata, skica stvarnih djelovanja i dijagrami unutarnjih sila prikazani su u nastavku.

EI 3E] 2FT
AT-—ip, 4 0, — W, ———w =—52.5
6 LTV B T T
0.¢2 _9.ﬂ.¢4+E.W2_E].u:O
2 4 ;
EI EI 3E]
3 — 0, +3-— -0, —-w,+0-u=0
4 ¢2 4 ¢4 4 3
EI EI
2-—-@,—El-¢,+0-w,-13-—-u =0
3 9
16695 1575 9135 6615

e — = e— W ——— -
2=5se.mr "7 sseEr T 278 EIL 556-EI

M, =20,39 kNm
M, ,=20,39 kNm
M, , =32,10 kNm
M,, =12,09 kNm
M, =-20,39 kNm
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lP:35kN lp

S
o
14,73 14,73
— —
Y 12,09
45,20 T24, 80
L5 2,0 2,0 1,0
Slika 3.16: Skica stvarnih djelovanja
P=35kN P 52,5
20.39
A 20,39
on
on p
M)
12,09
T777777777 777777
1,5 2,0 2,0 1,0
10,2 | +14,73
35] 20,39
@ 5
14,73 45.20
G 4

Slika 3.17: Dijagrami unutarnjih sila
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3.3 Pomic¢ni okvir s kosim stupom

Za zadani staticki sistem sa slike 3.18 inZenjerskom ¢ée se metodom pomaka

odrediti dijagrami unutarnjih sila. Pritom je vrijednost umnoska EI = const.

lp )M lp@ | %M

= A

<9 . b Jo €
] [

Slika 3.18: Skica statickoga sistema i njegova proracunska interpretacija s
oznakama ¢vorova

Sistem sa slike 3.18 ima dva prepusta: element 3 — 4 i element 5 — 6. Kao i u
primjeru 1, prepust je staticki odredeni dio zadanoga sistema i vrijednosti unutarnjih
sila prepusta mogu se odrediti samo iz jednadzbi ravnoteze. Odredivanjem vrijednosti
unutarnjih sila na mjestima spojeva prepusta s ostatkom zadanoga sistema prepuste
se moze iskljuciti iz daljnjega proracuna zamjenom njihovih utjecaja na ostatak

sistema silama u tim spojevima.

2N=0 2T=0 XM =0
N .,=0 I +P=0 M ,+P-a=0
I, =P M, ;, =—P-a

t—t e —

Slika 3.19: Odredivanje unutarnjih sila u spoju elementa 3 — 4 i ostatka zadanoga
sistema

U nastavku ¢e se prepusti iskljuciti iz proracuna, odredit ¢e se nepoznanice zada-
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noga sistema u inzenjerskoj metodi pomaka, prikazati izrazi za momente savijanja na
krajevima elemenata u fazi upetosti i u fazi dopustenih pomaka te definirati sustav

jednadzbi koji treba rijesiti radi odredivanja vrijednosti nepoznatih pomaka.

MS*S
M
)
s
>N=0 >T=0 ZM=0

Ns—s:() ]ws—s:O Ms—s_MZO
M =M

Slika 3.20: Odredivanje unutarnjih sila u spoju elementa 5 — 6 i ostatka zadanoga
sistema

U ¢voru s indeksom 4 poznat je samo moment savijanja koji je zamijenio utje-
caj prepusta, dok su ostala dva momenta elemenata koji se priklju¢uju u taj ¢vor
nepoznata (M, s =7, My, =7). Takoder, nepoznat je i kut zaokreta ¢vora 4. Zbog
nepoznavanja momenata savijanja svih elemenata prikljucenih u ¢vor 4 i njegova
zaokreta, zaokret (4 proglasava se jednom od nepoznanica zadanoga sistema u inze-
njerskoj metodi pomaka.

S druge strane, u ¢voru s indeksom 5 poznate su vrijednosti svih momenata

savijanja elemenata koji se prikljuc¢uju u taj ¢vor:

M,,=0

M 54 -M,_,

Moment savijanja Ms 2 jednak je nuli zbog zglobne veze elementa 2 — 5 u ¢voru 9,
a vrijednost momenta Mj; 4 moze se odrediti iz jednoga ravnoteze (zbroja momenata)
¢vora b, iz Cega proizlazi da je M54 jednak po iznosu, a suprotnoga smjera vrtnje
u odnosu na moment M, _,. Prethodno odredene vrijednosti momenata savijanja
elemenata koji se spajaju u ¢vor 5 zapravo su konacne vrijednosti (ne smiju se
promijeniti tijekom prorac¢una po inZenjerskoj metodi pomaka) i cijeli se ¢vor moze
"pretvoriti" u zglob (slika 3.21). Takoder, zbog poznavanja momenata savijanja svih
elemenata na mjestu njihova prikljucka u ¢vor 5, zaokret tog ¢vora nije nepoznanica

u inzenjerskoj metodi pomaka.
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Mtrp'a<" @ MS,SZM
@)

FaY

T777777777
| o) >
| N |
Slika 3.21: Zamjena utjecaja prepusta sa silama u spoju prepusta i ostatka
zadanoga sistema

8]

)i 4

ar

PN

7777777777

§=3.3-3-2.2=2

Slika 3.22: Zglobna shema i njezin stupanj slobode gibanja

Na slici 3.22 odreden je stupanj slobode gibanja zglobne sheme S = 2, §to znadi
da postoje dvije neovisne translacije zadanoga sistema (svi ostali pomaci mogu se
izraziti kao njihove funkcije). Lako je zakljuciti da je jedna od njih translacija
kliznoga lezaja (u horizontalnom smjeru). Druga je moguca translacija horizontalan
pomak vrhova stupova, odnosno ¢vorova 4 i 5. Naime, zbog malih vrijednosti pomaka
u uzduZnom smjeru greda (u odnosu na pomake izazvane momentima savijanja),
produljenje se ili skra¢enje elemenata zanemaruje, Sto znaci da se sve tocke grede

4 — 5 translatiraju u horizontalnom smjeru za isti iznos.
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S = ¥

® @ |

Slika 3.23: Osnovni sistem prema inzenjerskoj metodi pomaka

;ﬁm M4,1 = _2,5 =4
)
2

4.5

=

Slika 3.24: Faza upetosti: momenti upetosti od vanjskoga opterecenja

Sumarno, nepoznanice su zadanoga sistema u inzenjerskoj metodi pomaka zaokret
¢vora 4, horizontalni pomak ¢vora 1 i horizontalni pomak ¢vorova 4 i 5 (odnosno
clementa 4 — 5): ¢4 =7, u; =7, ugs =7. Skica statickoga sistema sa sprije¢enim

pomacima (pritom se misli i na zaokret) nalazi se na slici 3.23.
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e EI EI
m4)1((04)=3- / =, :3'7'%
~1,4
EI EI
mys(@,) =3 / =g, :3'7'%

45

Slika 3.25: Faza dopustenih pomaka: momenti na krajevima elemenata uslijed
zaokreta ¢vora 4

U nastavku je prikazan postupak tvorbe sustava jednadzbi s nepoznanicama koje
su nepoznati pomaci zadanoga sistema. Izrazi su za konacne momente savijanja na

krajevima elemenata

Bl 3E] 3E]

]\44,1 :0+37(p4 _h—z'ul +h—2‘1/l4)5
M EI 3ET

M4,5:7+3'7'¢4 _ﬁ'uu

M, =0+ 3T

U
2,5 4.5
-h

2.5

112



PocGLAVLJE 3. INZENJERSKA METODA POMAKA

N — el
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\ EI EI
\\ U ;
m41(“4,§\):_3' 51’4 ‘//1:3'7'% Uy
\ 1.4 Vi = 7
m, (u )2_3%. _ g B s
45 \Mas ) 2\ s jid B od e
\ EI EI u 1
m, s (u4,5): - \\ {22: Y = 352—5%
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\
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\
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i
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T YV = =
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Slika 3.26: Faza dopustenih pomaka: plan pomaka za 145 i momenti na krajevima
elementa zbog zaokreta elemenata, 1);

U ¢voru s nepoznatim zaokretom zadovoljava se jednadzba ravnoteze momenata

(odnosno, reaktivni moment savijanja u dodanom momentnom spoju mora i§¢eznuti),
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te prema slici 3.28 vrijedi:

~M,, -M,,+P-a=0
EI  3EI  3EI M | EI 3Kl

Gyt ——t s +P-a=10

DT T e T T g

@ Nepomicno!

g)_c I

1,2

>

Slika 3.27: Faza dopustenih pomaka: plan pomaka za u; i momenti na krajevima
elementa zbog zaokreta ;

e E

MM4,1 .
P//44777774
"M,
M2,5
O 6
2,

Slika 3.28: Ravnoteza ¢vora 4
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Slika 3.29: Jednadzba virtualnog rada na virtualnim pomacima zbog u; = 1

Ostale jednadzbe potrebne za tvorbu sustava jednadzbi s tri nepoznanice (koje
su nepoznati pomaci i zaokret zadanoga statickog sistema) definiraju se na temelju
teorema o virtualnom radu. Na slici 3.29 prikazani su virtualni pomaci nastali zbog

jedini¢noga virtualnog pomaka uy, te pripadna jednadzba virtualnoga rada glasi

M, -y, =0
EI 3EI 3EI 1
3.7.¢4_h—2.ul+h_2.u4’5 5 —Z :0

Nadalje, na slici 3.30 skicirani su virtualni pomaci zbog jedini¢noga virtualnog
pomaka us5. Ukupan je rad vanjskih i unutarnjih sila na virtualnim pomacima

jednak nuli, odnosno je sistem u ravnotezi te vrijedi:

M4,1 L4 +]\/[4,5 Wi +M2,5 Wy+M-y, =0

EI 3E] 3EL 1
.7.¢4—h_2.u1+h_2.u4’5 . —Z J’—

2 b b-d “)d \(,.-h h d

2,5°

W
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Slika 3.30: Virtualni pomaci zbog u45 = 1 i vanjsko optereé¢enje — oblikovanje
jednadzbe virtualnoga rada
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Nakon sredivanja sustav triju jednadzbi s tri nepoznanice dobiven na temelju

prethodnog razmatranja glasi:

b+h\) EI ~b-d+h M P-a
E’w(ﬁJh—E’[mj—+—

6 3
I El El

_h_2'¢4+h_3'u1_7'u4,520
~b-d+ W b-d* -0, +h-l,.+b-d*h
I VAN S (NN Y
h-b-d h ) i bed by 2d

Sustav je simetrican, pozitivno definitan i dijagonalno dominantan, te ima jedno

realno rjesenje:

@P-a-M)-b-d*+3M-b-B 0y +(2P-a- by~ M-L,})-b

e 6-(El-b-d® —EI-W*-0, +EI-(,,) ’
3M-b-h3-625+2-(P-a-€25+M-€25)-b-d-h2++

u, = = - =

: 6-(EI-b-d®—EI-W -, +El-(,,)

(@P-a=M)-b*-d* +@2P-a-l,;~M-(,,)-b)-h
6-(El-b-d® ~EI-i* -0, +EI-(,,)
(P-a-t, +M-0,)-b-d-i’
YT 3B b d—EL B +El-0,,)

>

Konac¢ne su vrijednosti momenata savijanja na krajevima elemenata zadanoga

sistema
M, =0,
My =
_(P-a+M)-b-d-W -0, +(EI) -b-d° ~9-((BIY*-K* —(EI)*) 1,
2.5 "

3.(E1.b.d2.gz)5_(EI-hZ—EI)-éi,S)

Kvalitativni dijagrami unutarnjih sila prikazani su na slici 3.31.
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Slika 3.31: Dijagrami unutarnjih sila zadanoga statickog sistema
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3.4 Utjecaj promjenjive temperature i prisilnih po-
maka

+t | ¢ md ki

5.0

LU pan A oy A

Slika 3.33: Promjena temperature po visini poprec¢noga presjeka

Za zadani staticki sistem sa slike 3.32 inZenjerskom ¢ée se metodom pomaka
odrediti dijagrami unutarnjih sila. Pritom je vrijednost umnoska EI = 45000
ENm?, toplinski koeficijent je zadan s oy = 107 K~!, vrijednost temperature
+t = 20°C, —t = 20°C', a visina je presjeka elemenata na kojima djeluje temperatura
h =50 cm.

Zadani je staticki sistem (o¢ito) staticki odredeni, naziva trozglobni nosa¢. No,
da li se staticki odredeni sistemi mogu rjesavati (inzenjerskom) metodom pomaka?
Naime, u poglavlju 1 re¢eno je da se zbog tipa osnovnoga sistema na kojem se

postupak provodi staticki odredeni sistemi ne mogu rjesavati metodom sila. Medutim,
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osnovni sistemi metoda pomaka staticki su neodredeni (¢iji su izrazi sila i momenata
na krajevima poznati), pa su i staticki odredeni sistemi rjesivi ovim metodama.
Prema izrazu za zakrivljenost grede, x; (kao posljedica savijanja zbog utjecaja
promjenjive temperature), ona ovisi o temperaturnom koeficijentu materijala (),
ukupnoj razlici u temperaturi po visini popre¢noga presjeka (At) i visini presjeka

(h), te je konstantna ako su navedene vrijednosti konstantne:

ot At

Ry = 7

Temperatura i prisilni pomak oblici su vanjskih djelovanja, te se stoga njihov utjecaj
na vrijednosti sila na krajevima elemenata u inzenjerskoj metodi pomaka odreduje
u fazi upetosti. Prije faze upetosti treba odrediti nepoznate zaokrete i translacije
zadanoga sistema, te ih se u fazi upetosti sprecava.

Na slici 3.34 oznaceni su ¢vorovi sistema. U ¢voru s indeksom 3 nepoznati su
momenti savijanja elemenata koji se sastaju u tom ¢voru, kao i kut zaokreta ¢vora
zbog vanjskoga djelovanja. Prema tome, zaokret ¢vora 3 proglasava se nepoznatim
u inzenjerskoj metodi pomaka.

® @ ®

1

5.0

® @

Vi S Vi 84
3.0 3,0

2

A
) J

;‘4
V“

Slika 3.34: Skica zadanoga sistema s oznakama ¢vorova

Analogno, zaokret ¢vora 5 takoder je nepoznanica u toj metodi. Stupanj slobode
gibanja zglobne sheme definirat ¢e je li zadani sistem pomican, odnosno postoje li
dodatne nepoznanice u obliku translacijskih pomaka ¢vorova zadanoga sistema (slika
3.35).

120



PocGLAVLJE 3. INZENJERSKA METODA POMAKA

5 Q QZ
17 117
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§=3.4-4-2.3=2

Slika 3.35: Skica zglobne sheme zadanoga sistema

S obzirom na to da je stupanj slobode gibanja zglobne sheme jednak +2, radi se

o mehanizmu s moguce dvije neovisne translacije.

zZ. ~

;—;‘l Dz, %—(11 “I“ oF-A

11 a7 1

VS ViS4 VS V84
S§S=3-4-5-2-3=1 §$=3.4-6-2-3=0

Slika 3.36: Skica zglobne sheme zadanoga sistema s postupnim sprec¢avanjem
pomaka,

Ako se pridruzenoj resetki (odnosno zglobnoj shemi) sprijeéi horizontalni pomak
vrhova stupova, (dodavanjem zglobnog Stapa ne mjestu i pravcu tog pomaka), stupanj
slobode gibanja smanjuje se za jedan (slika 3.36 lijevo). Ako se novonastalom
mehanizmu (s jednom mogu¢om translacijom) na isti nacin sprijeci vertikalni pomak
srednjega zgloba na gredi, nastaje staticki odredeni sistem (S = 0) sa slike 3.36

desno.
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Zaklju¢no, pomake sprecavanjem kojih se dovelo mehanizam zglobne sheme u
stanje geometrijske nepromjenjivosti (bez moguéih translacijskih pomaka) smatramo
dodatnim nepoznanicama u inZenjerskoj metodi pomaka; nazvat ¢emo ih u (hori-
zontalni pomak vrhova stupova) i wy (vertikalni pomak ¢vora 4), pa su nepoznanice

zadanoga sistema u inZzenjerskoj metodi pomaka @3 =7, o5 =7, u =7, wy =7.

® ®
L [

+t | -t d i

@ @

77777 VS AN
| m—"

Slika 3.37: Skica osnovnoga sistema u inzenjerskoj metodi pomaka

_ _ —r\+t
M, (A)=M,,=0
A7[31(At):§-E1-a,-£

: 2 h @
_ 3 At

i (Af)=—=-EI —

Slika 3.38: Utjecaj promjenjive temperature na momente upetosti

Prva faza inzenjerske metode pomaka faza je upetosti. Osnovni sistem koji nas-

taje sprecavanjem svih nepoznatih pomaka i zaokreta, prikazan je na slici 3.37. Izrazi
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za momente upetosti na krajevima elemenata od utjecaja promjenjive temperature
prikazani su na slici 3.38. Za odredivanje utjecaja prisilnoga pomaka potrebna je

skica plana pomaka (slika 3.39).

@ (3)2,3

o g 5
12 1 L om
_ _
Nepomicno! Nepomicno!
)
S
=)
3
@ v

VS A

Slika 3.39: Utjecaj prisilnoga pomaka na momente upetosti — plan pomaka za
prisilni pomak Ah

Posebno treba naglasiti da je mehanizam sa slike 3.39 nastao sprecavanjem svih
mogucih translacija zglobne sheme (dodana su dva zglobna Stapa na mjestu i na
pravcu pomaka wu i wy), uz dopustanje samo pomaka za koji se plan pomaka skicira
(dakle, oslobodena je vanjska veza na desnom nepomi¢nom lezaju koja omogucava
pomak Ah).

Opcenito, mehanizam pomocu kojega se skicira plan pomaka za bilo koji pomak
mora biti stupanja slobode gibanja +1, odnosno mehanizam mora biti pomic¢an
jedino na mjestu i na pravcu pomaka za koji se plan pomaka odreduje. Stovise,
apsolutne polove diskova mehanizma stupnja slobode gibanja veéeg od +1 nemoguce
je odrediti.

U drugoj se fazi inzenjerske metode pomaka dopustaju nepoznati pomaci i za-
okreti (faza dopustenih pomaka). Na slici 3.40 odredeni su momenti na krajevima
elemenata koji nastaju zbog dopustanja zaokreta ¢vorova 3 i 5, dok su na slikama
3.41 i 3.42 skicirani planovi pomaka za nepoznate translacijske pomake u i wy te
su odredeni izrazi za momente savijanja na krajevima elemenata zbog dopustanja

pomaka u i wy u fazi dopustenih pomaka.
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Slika 3.40: Faza dopusStenih pomaka — zakretanje ¢vorova 31 5

) 2,5 3.4 -
L2 g1 “L 1
u
v, l//IV:_g
I 1w j’;
Y O 77775)7@
EI EI ( u\ 3EI
pr i B Ok, o B TR A SR
(1) fos W 5 ( 5} 25
EI EI ( u) 3EI
m. . (u)=-3-—2. =3 —| ——|=—u
52 () Z Vi 5 ( sj 25

Slika 3.41: Faza dopustenih pomaka — plan pomaka za u

Za odredivanje vrijednosti ¢etiri nepoznata pomaka (pritom se misli i na tran-

slacijske pomake i na zaokrete) treba sastaviti sustav od Cetiri jednadzbe s ¢etiri
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nepoznanice.

Dvije su nepoznanice zaokreti ¢vorova, te se za ¢vorove s nepoznatim zaokre-
tima zapisuju jednadzbe ravnoteze momenata, odnosno uvjet is¢ezavanja reaktivnih
momenata savijanja u dodanim momentnim spojevima osnovnoga sistema.

Druge dvije jednadzbe definiraju se primjenom alternativnoga uvjeta ravnoteze.
Pri tome se upotrebljava teorem o virtualnim pomacima na temelju kojega se odre-

duje zbroj radova aktivnih sila na virtualnim pomacima (pomaci u i w4 smatraju se
virtualnima i zadaje im se jedini¢na vrijednost).

@ 2.3 3 34
BT

/) >
> i 17
- =
I3 IV\?§
Vg S
S
3 Sy
= =
Vi S VS
W4 W4
l//H:_ﬁ YV = 3
3
EIL EI w EI
w W, )= B2 i, = B —— % =
34( 4) 64’5 Vi 3 ( 3J 3 4
Bl EI (w EI
5,4( 4) 55)4 Vi 3 ( 3 j 3 4

Slika 3.42: Faza dopustenih pomaka — plan pomaka za w,

Zbrajanjem momenata savijanja iz faze upetosti i faze dopustenih pomaka defi-
niraju se izrazi za njihove konac¢ne vrijednosti:
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M3)4=E[-(03+%-W4

3 Al El 3]
M, =—FEl-o —+3-—- +—-u
=g “h 5 % s
M, —54+3ﬂ(0, +ﬂ-u
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EI
M, :E]'(Ds_?'w4

Na slikama 3.43, 3.44 i 3.45 prikazani su ¢vorovi s dodanim momentnim spojevima
u kojima se postavlja uvjet is¢ezavanja momenata, kao i planovi virtualnih pomaka

u=11wy =1.

e G

_M\./ M,
M%% T

_M3,1 _M3,4 =0
_M5,4 _A/[s,z =0

Slika 3.43: JednadZbe ravnoteZe momenata u ¢vorovima 3 1 5

Jednadzbe ravnoteze momenata savijanja u ¢vorovima 3 i 4 glase (slika 3.43):
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El 3ET El
8 — @, +0-0.+— - u+—w, =-54
s @ Ps 25 3 4

-E]- +—3E1-u——E3]-W4:54+5400-Ah

2,3 3,4 1
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Vi S Vi 8
M3,1 "V +M5,2 Wy =0

Slika 3.44: Jednadzba virtualnoga rada na planu pomaka za virtualni pomak
u=1

Na slici 3.44 prikazan je plan virtualnih pomaka mehanizma s mogué¢nim poma-
kom na mjestu nepoznatoga pomaka u vrijednost kojega je zadana kao jedini¢na, pa

jednadzba virtualnoga rada na prikazanim pomacima glasi:

EI EI EI
3. .p -3 —6-——u+0-w, =—1080-Ah
25 25 % 125 .

Na jednak se nacin odreduje rad sila na virtualnim pomacima sa slike 3.45:

El LI El
- . +— 0. +0-u-2-—-w, =0
3 q)J 3 ¢)5 9 4
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Slika 3.45: Jednadzba virtualnoga rada na planu pomaka za w, = 1

Sustav jednadzbi koji daje vrijednosti nepoznatih zaokreta i translacijskih pomaka
glasi:

7§ 3EI El
8- — +0-o. +—u+—w, =-54
i APy 3 ! ’
0-¢, +8 i S+%-u—ﬂ-w4:54+5400-Ah,
EI EI EI
3 -3 —6-—u+0-w, =—1080-Ah,
25 7 25 7 125 !
EI EI EI
_?.¢3+?.¢5+0.u_2.?.w420,

dok je njegovo rjesenje

_90-(50-Ah+1)

90-(50-Ah+1) . 22500 Ah
EI & EI ’ ’

Y 270-(50-Ah+1)
EI ! EI '
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Uvrstavanjem iznosa translacija i zaokreta u izraze konacnih momenata savijanja

na krajevima elemenata zadanoga sistema dobivaju se sljedece njihove vrijednosti:

M,, =0,
M, =0,
M, ,=0,
M\ =

Na zadani sistem sa slike 3.32 djeluju prisilni pomak i promjenjiva tempera-
tura uzrokujuéi pomake njegovih toc¢aka bez pojave momenata savijanja (opcenito,

unutarnjih sila).
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3.5 Utjecaj jednolike temperature

L L

Slika 3.46: Skica statickoga sistema i njegova proracunska interpretacija

Za zadani staticki sistem sa slike 3.46, inZenjerskom metodom pomaka odredit
¢e se dijagrami unutarnjih sila. Pri tome je vrijednost umnoska EI = 45000 kNm?,
toplinski je koeficijent zadan s oy = 107° K !, vrijednosti su temperature +t =
20°C, —t = 20°C), a visina je elemenata na kojima djeluje temperatura h = 50 cm,
dok je vrijednost srednje temperature t; = 15° C. Iznos je zadanoga prisilnog pomaka

Ah =1 cm.

A

Slika 3.47: Dijagram jednolike temperature po visini popre¢noga presjeka

Zadani je staticki sistem jedanput staticki neodreden. U odnosu na zadani sistem
sa slike 3.32, sistemu sa slike 3.46 dodana je zatega na koju djeluje temperature u
obliku koji se naziva srednjom ili jednolikom temperaturom. Naime, jednolika tempe-

ratura (s oznakom t¢) uzrokuje ravnomjerno zagrijavanje (ili hladenje) popreénoga
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presjeka, kao Sto je prikazano na slici 3.47. Stoga ¢e element na koji djeluje jednolika

temperatura promijeniti duljinu za iznos

Aézozt-ts-g

U tom je izrazu «; koeficijent toplinskog Sirenja materijala, dok je ¢ (pocetna)
duljina elementa pod utjecajem jednolike temperature t,. Poznavajuéi duljinu /¢
i njezinu promjenu A/, moze se odrediti iznos deformacije od temperature t, prema
izrazu € = %. Produljenje zatege statickoga sistema sa slike 3.46 na koju djeluje

temperatura s jednako je
Al=a; ty-£=1075-15-1/61 = 0,00117 m.

Produljenje zatege karakterizira se kao prisilni pomak, odnosno utjecaj produljena
na ostale elemente statickoga sistema odreduje se na temelju skice plana pomaka za
"prisilan pomak" A/.

Prethodno treba odrediti ¢vorove zadanoga sistema te nepoznate zaokrete i/ili
translacijske pomake. Na slikama 3.48 i 3.49 prikazano je redom: oznake ¢vorova i
zglobna shema te osnovni sistem koji nastaje sprecavanjem nepoznatih zaokreta i

translacija.

® @ ®
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Slika 3.48: Oznake ¢vorova zadanoga sistema i zglobna shema

Kao sto je ve¢ re¢eno, u ¢vorovima s oznakama 3 i 5 nepoznati su kutovi zaokreta.
Na temelju stupnja slobode gibanja zglobne sheme (slika 3.48) zakljuc¢uje se da je
zadani sistem pomican, odnosno da postoji jedna dodatna nepoznanica u inzenjerskoj

metodi pomaka u obliku translacije (stupanj slobode gibanja zglobne sheme je S = 1).
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Dodavanjem zglobnoga Stapa na mjesto ¢vora 4 i u pravcu vertikalnoga pomaka
navedenoga ¢vora zglobna shema postaje geometrijski nepromjenjivom (odnosno
staticki odredenom, S=0). Dakle, nepoznanice su zadanoga sistema @3 =7, @5 =7,

w4 =7, a osnovni je sistem prikazan na slici 3.49.

©) @) ®
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Slika 3.49: Osnovni sistem zadanoga statickog sistema — sprije¢ene nepoznate
rotacije i translacijski pomak
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Slika 3.50: Plan pomaka za prisilni pomak Ah
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Slika 3.51: Faza upetosti - plan pomaka za pomak A/

U prvoj fazi (fazi upetosti) elementi koji tvore osnovni sistem optereceni su vanj-
skim optereéenjem, te se odreduju momenti na krajevima elemenata koje nazivamo
momentima upetosti. Momenti upetosti koje uzrokuje promjenjiva temperatura (At)
prikazani su na slici 3.38.

Za prisilni pomak Ah skicirat ¢e se plan pomaka radi odredivanja utjecaja na-
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vedenoga pomaka na zaokrete elemenata. Na slici 3.50 odreden je izraz za moment
upetosti koji uzrokuje pomak Ah.

Kao sto je ve¢ objasnjeno, jednolika temperatura ¢, produljuje zategu i time
uzrokuje zaokrete elemenata zadanoga sistema; stoga je na slici 3.51 skiciran plan
pomaka za A{ (,prisilni pomak" nastao od temperature), odredeni su momenti
upetosti uzrok kojih je produljenje zatege.

Na slici 3.51 zatega, koja se produljuje za Af, prekinuta je bilo gdje izmedu kraj-
njih toc¢aka. Na mjestu prekida dopusta se pomak u smjeru produljenja definiranjem
klizno-upete unutarnje veze. Za nastali mehanizam (stupnja slobode gibanja S = 1)

odredeni su polovi.

Bl EI
@ m3)1(¢3):3_ 7 Al (0323.?.(% @
3
EI EI
m34(¢3):3 = @, =3-—@,
3.4 3
EI EI
m5,4(¢5):3' 5’4'(05:3'—'(05
5.4 3
EI EI
m5,2(¢5):3' 65’2'(05:3'?'(05

5.2

Slika 3.52: Faza dopustenih pomaka — zakretanja ¢vorova 3 i 5

Posebno treba naglasiti da se ¢vorovi 3,4 i 5 u nastalom mehanizmu translati-
raju iskulju¢ivo u horizontalnom smjeru ($to slijedi iz polozaja apsolutnih polova
diskova I1 i I11 u beskonacno dalekoj tocki vertikalnih pravaca koji prolaze tockama

relativnih polova (1,2) i (2,3)), a produljenje zatege odvija se u smjeru pruzanja
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osi zatege, dok se (opcenito) kruta tijela u planovima pomaka rotiraju po okomici

na pravac diska. Stoga, na temelju pravokutnoga trokuta skiciranoga na slici 3.51
AL

cosa”

Na slikama 3.52 i1 3.53 odredeni su izrazi za momente na krajevima elemenata u

horizontalni pomak ¢vorova 3,4 i 5 iznosi

fazi dopustenih pomaka.

2) 2.3 3 3.4

(\ >

El EI
1,2 my,(w,)=-3—| ——L|[=—w
1 11 0 (W,) 3( J 3 W
EI (w EI
m w )=-3.—. 4. . |
. ()= B[] E,
= o
I >§ IV\)§
RES - I's
§ Nepomicno! 3
Y
% )
= =
@ VS
w ka = W
l//H:_?A‘ Vi = 3

Slika 3.53: Faza dopustenih pomaka — plan pomaka za pomak w,

Izrazi su za konacne momente na krajevima elemenata zadanoga sistema

M, ,=EI -, Jr%-w4

El
M, :E]'¢5_?'W4

g B A E

M . +3.—.,
% 25 cosa 5 vh
El El Al El
M,,=-3-— - Ah+3-—- +3-—-,
> 25 25 coso 5

Na slikama 3.54 i 3.55 postavljene su jednadzbe koje tvore sustav s tri nepoznanice

jednake nepoznanicama zadanoga sistema u inzenjerskoj metodi pomaka.
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S

@
® @

Vi O 777777
-M,, — M, , =0 = suma momenata u ¢voru 3

-M; ,— M, , = 0= suma momenata u ¢voru 5

Slika 3.54: JednadZbe ravnoteze momenata u ¢voru 3 i évoru 5

2) 2,3 3 3.4

e - O
L2 11
= <
g IV >Q
I 8 _ VE
g Nepomicno! S
3
Sy )
= =,
®
W
V=3 Vi =3

M3,4 Vi +1\/[5,4 Wy =0

Slika 3.55: Jednadzba virtualnoga rada na planu pomaka za w, = 1

136



PocGLAVLJE 3. INZENJERSKA METODA POMAKA

Sustav jednadzbi koji treba rijesiti glasi:

Sﬂ +0- +ﬂ.w —_3.ﬂ. AE

5 & & 3 ¢ 25 cosa’

El El El El Al
TR B O o e, T N Rl
s 5 & g 25 25 cosa’
EI El EI
_?¢7+?%_2?W“:O
11,60

11,60

3 87 +2, 77

3

232 2,32 &)

>

Wﬂé7 Vi 8 7 Vi S

Slika 3.56: Dijagrami unutarnjih sila zadanoga statickog sistema
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Dijagrami unutarnjih sila sa slike 3.56 dobiveni su uz poznavanje rjeSenja navede-
noga sustava jednadzbi, kao i iznosa kona¢nih momenata savijanja krajeva elemenata

zadanoga sistema:

M, ,=-11,60 kNm
M, , =11,60 kNm
s =0,00326 m’ M;,=11,60 kNm

w, =—0,0090 m M, =~11,60 kNm

0, =—0,00274 m’

2.5

2.5

3,0

2

Slika 3.57: Skica stvarnih djelovanja
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4.1 O relaksacijskim metodama

Metode pomaka, kao i metoda sila zahtijevaju rjeSavanje sustava linearnih jed-
nadzbi broj kojih je jednak broju nepoznanica statickoga sistema. U slucaju veé¢ih
(okvirnih) sistema broj jednadzbi u sustavu moze onemoguditi ili otezati njegovo
direktno rjesavanje. Radi izbjegavanja problema velikih sustava jednadzbi Kons-
tantin Calisev godine 1923. definira metodu za Izracunavanje visestruko staticki
neodredenih sistema pomocu postepenih aproksimacija [8]. Calisev [7, 9] je tim radom
(i metodom) postao pionir u primjeni iteracijskih relaksacijskih metoda za prorac¢un
okvirnih statickih sistema [18].

Medutim, poznatija je iteracijska metoda Hardyja Crossa [6] koji je uo¢io (ne-
koliko godina nakon éaliéeva) da se vrijednosti momenata na krajevima elemenata
nepomicnoga statickog sistema mogu izracunati izravno, bez potrebe za odredivanjem
kutova zaokreta koji su momente uzrokovali. Naime, u éaliﬁevljevom se postupku
vrijednosti momenata na krajevima elemenata odreduju naknadno, dok se tijekom
iteracijskoga postupka odreduju kutovi zaokreta ¢vorova nepomicnoga sistema.

U postupku po Crossu prihvacaju se pretpostavke koje vrijede u inzenjerskoj
metodi pomaka, a oba postupka zapo¢inju istom fazom (fazom upetosti): za nepo-
micne staticke sisteme onemogucuju se rotacije krutih i mjeSovitih kruto-zglobnih
¢vorova, te se odreduju momenti upetosti elemenata nastalih od utjecaja vanjskoga
djelovanja. Cvorovi statickoga sistema sa sprijeCenim zaokretima (u fazi upetosti)
nisu u stanju ravnoteze. Dodavanjem momenta savijanja u jedan neuravnotezeni
¢vor intenziteta jednakoga iznosu neuravnoteZenoga momenta (odabranoga ¢vora),
a suprotnoga smisla vrtnje, odabrani je ¢vor postigao stanje ravnoteze. Opisanim je
postupkom ¢évor uravnotezen zakretanjem za kut (iznos kojega u postupku po Crossu
ne treba odrediti) potreban da se uravnotezi moment savijanja iz faze upetosti, dakle
stanje je upetosti odabranoga ¢vora "oslabljeno", odnosno relaksirano.

Nadalje, iznos dodanoga uravnotezuju¢eg momenta savijanja mora se raspodijeliti
na prikljucene elemente ¢vora u omjerima rotacijskih krutosti elemenata i njihova
zbroja. Zaokretanjem (relaksiranjem) jednoga ¢vora javljaju se momenti savijanja
na drugim krajevima elemenata priklju¢enih u odabrani ¢vor. Opisani se postupak
ponavlja za svaki ¢vor sa sprijecenim zaokretom, a zbog pojave momenata savijanja
na drugim krajevima prikljuc¢enih elemenata u ¢vor postupak se mora ponavljati i u

prethodno uravnotezenim ¢vorovima, $to Crossov postupak ¢ini iteracijskim.
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U slucaju pomic¢nih statickih sistema prethodno opisani postupak ne daje kona¢ne
momente savijanja na krajevima elemenata, ve¢ treba nastaviti proracun uzimajuci
u obzir moguénost pomaka. Toc¢nije, u fazi upetosti pomi¢nih statickih sistema
sprecavaju se (dodavanjem veza) moguce rotacije ¢vorova i moguéi translacijski
pomaci Sto uzrokuje pojavu reaktivnih sila u dodanim vezama kao posljedica Cro-
ssovoga relaksacijskog postupka za uravnotezenje momenata savijanja. Prosirenje
Crossovoga postupka ukljuc¢uje dopustanje svake translacije pojedina¢no te (iteracij-
sko) odredivanje momenata savijanja u ¢vorovima sistema nastalih od omogudéene
translacije.

U slucaju okvira s vertikalnim stupovima i horizontalnim gredama, jednakim
lezajnim uvjetima stupova te istih visina katova moguée je primijeniti postupak
Wernera i Csonke na zamjenjujuéem poluokviru [32, 33| skrac¢ujuéi postupak koji se

naziva prosirenim Crossovim postupkom.
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4.2 Nepomicni viSeetazni okviri

o

g e
M @ M
+ @5 o
]
(=] ts :n
“ SR
R €
3.0 21 2,0

2 bl

Slika 4.1: Skica statickoga sistema i njegova proracunska interpretacija s
oznakama ¢vorova

Za zadani staticki sistem sa slike 4.1, Crossovim ¢e se relaksacijskim postupkom

odrediti dijagrami unutarnjih sila. Pri tome je vrijednost umnoska K1 = 55000
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ENm?, toplinski je koeficijent zadan s a; = 107 K !, a vrijednost je temperature
ts = —14°C. Vrijednost koncentriranoga momenta savijanja s oznakom M jest 25

kNm, dok je iznos prisilnoga pomaka ¢vora 7 u horizontalnom smjeru Ah = 2 cm.

[ ] L | %

M
oy

I__I@
5

<
e

D

Slika 4.2: Crossov postupak — faza upetosti

Kao i inZenjerska metoda pomaka, Crossov postupak zapocinje fazom upetosti
(slika 4.2). Dakle, zadanom se sistemu sprecavaju nepoznati zaokreti (dodavanjem
momentnih spojeva u ¢vorove s nepoznatim zaokretom) i nepoznate translacije (do-
davanjem zglobnih Stapova na mjestu i pravcu nepoznatih translacija). Ima li zadani
staticki sistem nepoznatih translacija "otkriva" (kao i u inZenjerskoj metodi pomaka)
zglobna shema. Zadani staticki sistem sa slike 4.1 nema nepoznatih translacijskih
pomaka (stupanj slobode gibanja zglobne sheme je S = 0), te se sistem definira kao
nepomic¢ni. Nepoznati su zaokreti ¢vorova 4,5,8 1 9.

U fazi upetosti opterecenje je osnovnoga sistema zadano vanjsko opterecenje
utjecaj kojega se na momente na krajevima elemenata osnovnoga sistema odreduje
na jednaki nac¢in kao i u inzenjerskoj metodi pomaka. Dakle, osnovni se sistem
"raspada" na elemente (obostrano ili jednostrano upete grede), a momenti savijanja
na krajevima tih elemenata odreduju se prema poznatim izrazima zapisanima u
tablicama momenata upetosti (prema tome, utjecaj se prisilnih pomaka lezajeva
i temperature na momente savijanja krajeva elemenata odreduje na jednaki nacin

kao i u inzenjerskoj metodi pomaka, a isto vrijedi i za bilo koji oblik vanjskog
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optereéenja). ,Raspadom" osnovnoga sistema sa slike 4.2 na elemente i — j, vanjski
koncentrirani moment M zadan u ¢voru (s indeksom 4) zaokret kojega se u fazi
upetosti sprecava, ostaje u ¢voru i ne uzrokuje momente upetosti na krajevima
elemenata na koje se osnovni sistema "raspada" (prisjetimo se, osnovni se sistem
,raspada" na elemente odvajajuci elemente neposredno prije njegova spoja s ¢vorom
zaokret kojega se sprecava, slika 4.3). Moment savijanja s istom oznakom (M) zadan
u ¢voru zaokret kojega nije nepoznanica zadanoga sistema (te se stoga u fazi upetosti
ne sprecava) dio je elementa 6 — 7 te uzrokuje moment upetosti navedenoga elementa,
M776.

O
42—
©

Slika 4.3: Crossov postupak — faza upetosti (,raspad" na elemente) i utjecaj
koncentriranih momenata M

Radi odredivanja utjecaja prisilnoga pomaka Ah na momente savijanja na kra-
jevima elemenata osnovnoga sistema u fazi upetosti skiciran je plan pomaka (slika
4.4).
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o
o
Ah Ah Ah
} > | >
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:ﬁ Vi __T
Vis =Wsi6 =
Ah
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3,0 2.0 2.0
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Slika 4.4: Crossov postupak — faza upetosti i utjecaj prisilnoga pomaka Ah

Vrijednosti su momenata savijanja na krajevima elemenata zbog prisilnoga po-

maka Ah

o (8h) = ¥, (M) = =62y,
5 (M) = M () = ~6- 2,
VL, (Ah) :—3-%-%6

M, (&) = ¥y, (M) =6 Z -y,
M, (A8) = M, (M) ==6-Z s,

Jednolika temperatura t, uzrokuje skracenje elementa na kojem djeluje u iznosu
Al =ty-op-0 =14-107°-3 = 4,2-107* m. Utjecaj skracenja elementa 2 — 5
na momente savijanja na krajevima elemenata osnovnoga sistema u fazi upetosti

odreduje se u planu pomaka (slika 4.5).
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Slika 4.5: Crossov postupak — faza upetosti i utjecaj temperature t,

Vrijednosti su momenata savijanja nastalih zbog skrac¢enja elementa 5 — 2

_ EI

M9,10 (Aﬁ) = _3'T'l//9,10

- - El

MS)9 (Aﬂ) — M9,8 (Aﬂ) = —6-?1//8)9
EI

M4,5 (A,é) = M5,4 (Aﬁ) = _6'?1//4,5

- BT
Mg (Aﬂ) = _3'7"//5,6

Ukupni su momenti savijanja na krajevima elemenata u fazi upetosti

M,, =M, ,(Ah)=412,50 kNm M,,, =M, (Al)=-4,33 kNm
M,, =M, (Ah)=412,50 kNm My, = M, (Al)=15,40 kNm
M, =M, (Ah)=1733,33 kNm M, =M, (Al)=15,40 kNm
M., =M,,(Ah)=1733,33 kNm M, =M, (Al)=15,40 kNm
M, =M, (Ah)=366,67 kNm V,,=M,,(Al)=15,40 kNm
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M, =M, (Al)=—-17,33 kNm

M, =M, (Ah)=-733,33 kNm

M, = M, (Ah)=-733,33 kNm
M., =M, ,(Ah)=-733,33 kNm
M, ;= M, (Ah)=-733,33 kNm
VM, =12,50 kNm

Nakon faze upetosti, u inzenjerskoj metodi pomaka dopuStaju se nepoznati za-

okreti i translacije (koji su u fazi upetosti bili sprijeceni), te se nakon odredivanja

izraza za ukupne momente savijanja na krajevima elemenata osnovnoga sistema zapi-

suju jednadzbe ravnoteze momenata u ¢vorovima s nepoznatim zaokretom, odnosno

definiraju se jednadzbe virtualnoga rada aktivnih sila na virtualnim pomacima. Na

taj se nacin sastavlja sustav jednadzbi koji (uvijek) ima jedno realno rjesenje (ma-

trica je sustava simetri¢na, dijagonalno dominantna i pozitivno definitna). Drugim

rije¢ima, tvorbom sustava jednadzbi istodobno se zadovoljavaju jednadzbe ravnoteze

pojedinih (odabranih) dijelova osnovnoga sistema.

lil 15, 40 15, 40 ::
[ ]

4,33

W%

[ — ] [
| L I~
135,33 733,33
—733, 33 —733.33
a2 Sibins @xM e
= 570 1530 / @E
| — —1

733..33

@

7777777777

412,50
| ——

366, 67
e

Slika 4.6: Crossov postupak — faza upetosti (ukupni momenti upetosti na
krajevima elemenata)

U Crossovom postupku (za nepomi¢ne sisteme) pojedinacno se zadovoljavaju

jednadzbe ravnoteze momenata u ¢vorovima s nepoznatim zaokretima, ¢vor po ¢vor.
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Postupak moze zapoceti u bilo kojem ¢voru s nepoznatim zaokretom, ali najbrze
se (u najmanjem broju koraka) dolazi do (zadovoljavajucega) rjesenja ako se krene
od ¢vora s najve¢im neuravnoteZenim momentom savijanja (pritom se usporeduju
apsolutne vrijednosti momenata savijanja). Na primjer, na slici 4.6 prikazani su
momenti upetosti na osnovnom sistemu koji djeluju na krajevima elemenata toga
sistema. Ako se iz osnovnoga sistema izdvoje ¢vorovi sa sprijeCenim zaokretima
(¢vorovi s indeksima 4,5, 8,9), smjer rotacije momenata savijanja s kraja elementa
se mijenja (slika 4.7), ali vanjski koncentrirani moment (s iznosom M = 25 kNm)
zadrzava smjer vrtnje, jer djeluje u ¢voru (a ne na nekom od elemenata, kao $to je

slu¢aj s momentima upetosti).

15, 40 N C) e
‘) ény

733,33 133,33

EMg = 733,33 - 15,40 = 717, 93kNm ZM,) = 733,33 -15,40 + 4,33 = 722, 26kNm
733,33
/‘\ 733,33
M =25 ¥ N\ 7,33
15, 40
<::> 15, 40
412,50 733,33

ZM(4) = 733,33 - 15,40 — 412,50 + 25 = 330, 43kNm ZM(S) = 733,33 - 15,40 — 733,33 + 17,33 = 1, 93kNm

Slika 4.7: Crossov postupak — faza upetosti (momenti upetosti u ¢vorovima)

Prema zbroju momenata sa slike 4.7, najveci je neurevnotezeni moment savijanja
u ¢voru s indeksom 9, pa stoga Crossov postupak zapocinje u tom ¢voru. O¢ito ¢vor
9 nije u ravnotezi, ali ako se u ¢vor unese moment iznosa —722,26 kNm, zbroj je
momenata u ¢voru 9 nula, odnosno, postignuta je ravnoteza ¢vora 9. Sto se dogada
(fizicki) s tim ¢vorom dodavanjem momenta savijanja odredenoga iznosa? Odgovor
je da se ¢vor zaokrece. Drugim rije¢ima, dopusta se zaokret ¢vora koji je u fazi
upetosti sprijecen i dodavanjem momenta savijanja u ¢vor na taj se nacin postize
ravnoteza.

Zakretanjem c¢vora 9 javljaju se momenti savijanja na krajevima elemenata koji

se spajaju u tom ¢évoru (slika 4.8, rotacija je ¢vora pozitivna).
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Slika 4.8: Crossov postupak — zakretanje ¢vora 9

Za bilo koju vrijednost zaokreta g izrazi se za momente savijanja sa slike 4.8
ne mijenjaju. Buduéi da se radi o malom zaokretu (vrijedi teorija I. reda), veza
je izmedu vrijednosti momenta savijanja krajeva elemenata i kuta zaokreta koji te
momente izaziva linearna. Ako je g = 1, iznosi se momenta savijanja na krajevima
elemenata koji se u ¢vor 9 priklju¢uju nazivaju (pojednostavnjeno) rotacijskim
krutostima elemenata. Za n puta vecu vrijednost kuta ¢g momenti savijanja
na krajevima elemenata su n puta veci od rotacijskih krutosti pojedinih elemenata.
Takoder, rotacijom ¢vora 9 za bilo koji kut odnosi izmedu iznosa momenta savijanja
krajeva elemenata (koji se u taj ¢vor prikljucuju) ostaju nepromijenjenima: ako
je rotacijska krutost elementa ¢ — j dvostruko veca od rotacijske krutosti elementa
m — n, tada ¢e i moment savijanja koji se javlja na elementu ¢ — j zbog zaokreta
njihova zajednickog ¢vora biti dvostruko veéi.

Poznavajuéi prethodno navedeno postavimo se u ulogu projektanta koji tada lako
moze utjecati na oblik dijagrama momenata savijanja pove¢anjem ili smanjenjem
dimenzija nosivih elemenata statickog sistema i time "usmjeriti" tok sila prema
(rotacijski) kruéem elementu.

Konkretno, u zadanom se zadatku ¢vor 9 uravnotezuje dodavanjem momenta
savijanja u ¢vor iznosa —722,26 kNm, odnosno ¢évor se zaokreée za neki (negativan)

kut, te se javljaju momenti savijanja na krajevima elemenata koji se u ¢vor 9
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prikljucuju, a njihove su vrijednosti uvijek u omjerima rotacijskih krutosti. Taj se
omjer naziva razdjelnim koeficijentom (y; ;) koji se odreduje kao odnos rotacijske
krutosti pojedinoga elementa (k; ;) i ukupne rotacijske krutosti elemenata koji se u

¢vor prikljucuju (Xk)):

3E7
., EI 4 9
k9,10_3'7 :>'u9’10_m_ﬂ
12
4FE7]
_ EI 3 _le
k9s_4? = Hy 5 HEI a1
12
a4E7
L ET 3 16
ks =4 3 THsTHE T 4
12
41
Zk(g) = g 0 - Hege = E-E[

©®

140,93 281,86 7/2%26
G R i

1 281,86 77281,86 158,54
—-281,86
> > /\28 1,86
l-281,86
2
\ 4 @

N"140,93

Slika 4.9: Crossov postupak — ravnoteza ¢vora 9

Primijetimo, zbroj je razdjelnih koeficijenata ¢vora 9 jednak jedan, a isto vrijedi

za svaki ¢vor za koji se razdjelni koeficijenti odreduju. Naime, dodavanjem momenta
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u ¢vor i njegovom razdiobom na prikljucene elemente dio dodanoga momenta ne
moze nestati, ve¢ se moment u svom punom iznosu razdjeljuje na elemente (a to
osigurava jedini¢ni zbroj razdjelnih koeficijenata).

Mnozenjem momenta —722,26 kNm (koji se dodaje u ¢vor 9 radi njegova urav-
notezenja) s razdjelnim koeficijentima elemenata dobivaju se momenti savijanja na
krajevima elemenata koji nastaju zbog (dopustanja) zakretanja ¢vora 9 (slika 4.9).
Primijetimo, momenti savijanja koji nastaju mnozenjem dodanoga momenta u ¢vor
s razdjelnim koeficijentima imaju u ¢voru isti smjer vrtnje kao i moment od kojeg su
nastali (jer ga ne uravnotezuju), dok su na krajevima elemenata momenti savijanja
suprotnih rotacija od onih u ¢voru. Takoder, na slici 4.9 rotacija je ¢vora u smjeru
negativnoga kuta zaokreta (prema dogovoru to je smjer kazaljki na satu), ali rota-
cija momenata na krajevima elemenata ne prati smjer rotacije ¢vora, jer momenti
predstavljaju otpor toj rotaciji (dodani se momentni spoj uklanja i ¢vor se zakrece u
smjeru neuravhotezenoga momenta u ¢voru, a dodavanjem momenta radi postizanja
ravnoteze rotiramo ¢vor u suprotnom smjeru).
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Slika 4.10: Crossov postupak — ravnoteza ¢vora 9 (prvi korak postupka) i ¢vora 8
(drugi korak postupka)

Zaokret ¢vora 9 uzrokuje momente savijanja na suprotnim krajevima eleme-
nata u odnosu na ¢vor 9. Na primjer, za obostrano upetu gredu 8 — 9 pojava

momenta savijanja mgg = 281,86 kNm uzrokuje upola manji moment savijanja
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mgg = % - (281,86) = 140,93 kNm. Kazemo, moment savijanja prenosi se na drugi
kraj obostrano upetog elementa, a prijenosni je koeficijent % Odnos momenata
savijanja krajeva grede nastalih zbog zaokreta jednoga njezinog kraja vidljiv je na
slici 4.8: m; ;(;) = 5 - myi(i).

Postupak prikazan na primjeru ¢vora 9 primjenjuje se za svaki sljedeéi ¢vor koji
se uravnotezuje Crossovim postupkom. Sljedeci je ¢vor onaj s trenutacno najvec¢om
(apsolutnom) vrijednosti neuravnotezenoga momenta (to je ¢vor 8), a njegovo se
uravnotezenje smatra drugim korakom Crossovoga postupka.

Radi preglednosti postupka upotrebljava se shema sa slike 4.10 u koju su upisani
razdjelni koeficijenti ¢vorova 8,9, 4 i 5, momenti upetosti na krajevima elemenata i iz-
rac¢unani momenti savijanja krajeva elemenata iz prvoga i drugoga koraka Crossovoga
postupka.

Razdjelni su koeficijenti za ¢vorove 4, 51 8
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Drugi korak: u ¢voru 8 vrijednost je neuravnotezenoga momenta savijanja —577, 0
kNm (predznak se odnosi na zbroj momenata savijanja koji djeluju na krajevima
elemenata), te treba dodati moment savijanja od +577,0 kNm (na krajeve eleme-
nata) i rasporediti ga u omjeru krutosti na prikljucene elemente ¢vora 8 i na kraju
prenijeti polovine raspodijeljenih momenata na druge krajeve priklju¢enih elemenata
(naznac¢eno plavom strelicom na slici 4.10). Nakon svakoga se koraka (a radi isti-
canja uravnotezenih momenata iznad i reziduala ispod) podvlagi crta ispod/iznad
momenata savijanja koji su u ravnotezi.

Ponovno naglasavamo, momenti savijanja na slici 4.10 djeluju na krajevima
elemenata te im je smjer rotacije suprotan od onoga u ¢voru, jednako kao Sto je
smjer rotacije (pa time i predznak) momenta savijanja koji se dodaje u ¢vor radi
njegovoga uravnotezavanja suprotan smjeru kojim on djeluje na elemente (slika 4.9).

U drugom je koraku ¢vor 8 uravnotezen, medutim naruSena je ravnoteza mo-
menata savijanja postignuta u prvom koraku (u kojem je uravnotezen ¢vor 9). To
znaci da je Crossov postupak iteracijski jer se do rjesenja dolazi nakon niza koraka
(odnosno iteracija) u kojima se iznova postize ravnoteza pojedinih ¢vorova. Prema
tome, postupak je pribliZan jer se rjesenje "prihvac¢a" kao dovoljno to¢no nakon
odredenoga broja iteracija, odlucujuci kolika se to¢nost (blizina rjesenju) zeli. I jos,
postupak je relaksacijski jer se u svakom koraku ¢vor pomalo zaokreée, odnosno
relaksira u odnosu na pocetno stanje upetosti.

Na slici 4.11 prikazan je treéi korak Crossovoga postupka. Pritom je uravnotezen
¢vor 4. Treéi korak: prema zbroju sa slike 4.7 neuravnotezeno je +330,43 kNm,
koliko iznosi zbroj momenata upetosti u ¢voru 4 i vanjskoga koncentriranog momenta

M = 25 kNm koji u ¢voru ima pozitivan smjer rotacije.
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Medutim, u shemu Crossovog postupka (kao $to je ona sa slike 4.11) upisuju se
momenti na krajevima elemenata, te treba promijeniti predznak zbroja sa slike 4.7 ili
promijeniti predznak koncentriranoga momenta dobivajuéi iznos neuravnotezenoga
momenta kao 412, 50+15,40—733, 33—25 = —330,43 kNm. Toj se vrijednosti dodaje
moment od 144, 25 kN'm koji je prijenosni moment nastao uravnotezavanjem ¢vora 8
(drugi korak), te je ukupni moment koji treba uravnoteziti jednak —330, 434144, 25 =
—186,18 kNm. Moment iznosa +186,18 kNm dodaje se na krajeve elemenata
koji se sastaju u ¢voru 4 i mnozi s razdjelnim koeficijentima toga ¢vora, te se
polovina razdijeljenih momenata prenosi na druge krajeve elemenata koji se spajaju

u navedenom &voru.
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Slika 4.11: Crossov postupak — ravnoteza ¢vora 4 (trec¢i korak postupka)

Opisani se koraci ponavljaju dok prijenosni momenti ne postanu decimalni brojevi
s jednom ili dvije decimalne znamenke jednake nuli (u stvari govori se o odabranoj
to¢nosti). Redoslijed obilaska ¢vorova ovisi o trenutaéno najveéem neuravnotezenom
momentu (Cetvrti korak u zadanom zadatku odnosi se na ravnotezu ¢vora 5 s ne-
uravnotezenim momentom od +172,85 kNm, a daljnji je redoslijed obilaska ¢vorova
sljedeci: 9,5,4,8,5,9,4,8,5,4,9,8).
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Konacni su momenti na krajevima elemenata jednaki zbrojevima momenata svih
koraka, odnosno u shemi Crossovog postupka momenti savijanja na odredenom kraju
elementa iz pojedinih koraka zapisuju se jedan ispod drugoga i tvore stupac, a ko-
nacna vrijednost momenta savijanja tog kraja elementa jednaka je zbroju momenata
iz stupca (slika 4.12).
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Slika 4.12: Crossov postupak

Na temelju momenata savijanja na krajevima elemenata odredenih Crossovim
postupkom (slika 4.12) skiciran je dijagram kona¢nih momenata savijanja (slika
4.13).

Dijagram poprecnih sila sa slike 4.14 dobiven je na temelju poznavanja diferenci-

jalnoga odnosa funkcije momenta savijanja i poprecne sile.
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Slika 4.13: Dijagram momenata savijanja dobiven Crossovim postupkom
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Slika 4.14: Dijagram poprecnih sila
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4.3 Pomicni viseetazni okvir — primjena postupka
Wernera i Csonke
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Slika 4.15: Skica statickoga sistema i njegova proracunska interpretacija s
oznakama ¢vorova

Za zadani Ce se staticki sistem sa slike 4.15 relaksacijskim postupcima odrediti di-
jagrami unutarnjih sila. Pritom je vrijednost umnogka EI = 50000 kNm?, jednoliko
je kontinuirano opterecenje ¢; = 12k kN/m, dok je ¢ = 20 kN/m.

Staticki sistem sa slike 4.15 Sest je puta staticki neodreden. U ¢vorovima 4, 5 i
6 nepoznati su kutovi rotacija, a sistem je pomican. Naime, zglobna je shema sa
slike 4.16 stupnja slobode gibanja S = 1, §to znaci da u zadanom sistemu postoji
jedna neovisna translacija. Lako je zakljuciti da se radi o horizontalnom pomaku

vrhova stupova, odnosno horizontalom pomaku greda 4 —51i 5 — 6.
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Slika 4.16: Skica zglobne sheme i njezin stupanj slobode gibanja

Crossov relaksacijski postupak moguce je provesti na nepomi¢nom sistemu, $to
svakako nije zadani sistem sa slike 4.15. Ako zadanom sistemu sprije¢imo mogucéu
translaciju (kao i moguce rotacije ¢vorova, slika 4.17), relaksacijski se Crossov pos-
tupak moze primijeniti, no dobiveni momenti na krajevima elemenata nisu oni
konac¢ni. Nadalje, reakciju u pridrzanju (zglobnom $tapu na mjestu i pravcu moguce
translacije) moguce je odrediti rjesavanjem jednadzbi ravnoteze pogodno odabranih

presjeka.

q9, q,

@

9,

Slika 4.17: Osnovni sistem — sprijecene moguce rotacije i translacije (faza upetosti)

Na slici 4.18 proveden je Crossov postupak za zadani sistem (pri tom su momenti
upetosti odredeni na temelju izraza iz tablica momenata upetosti, a razdjelni su
koeficijenti definirani postupkom objasnjenim u prethodnom primjeru nepomi¢noga

okvira).
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Slika 4.18: Crossov postupak
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Slika 4.19: Odredivanje reakcije u pridrzanju

Na slici 4.19 presjekom kroz vrhove stupova zadanoga sistema odredene su vri-
jednosti poprecnih sila na tim vrhovima. Na temelju jednadzbe ravnoteze (zbroj sila
u horizontalnom smjeru jednak je nuli) odredena je vrijednost reakcije u pridrzanju

kao
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Kao sto je ve¢ rec¢eno, dobiveni momenti savijanja na krajevima elemenata (sa
slike 4.18) ne mogu biti konac¢ne vrijednosti. Prorac¢un se moze nastaviti primjenom

postupka Wernera i Csonke.
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Slika 4.20: Reakcija u pridrzanju nakon Crossovog postupka i opterecenje u
postupku Wernera i Csonke

Ideja je Otta Wernera (nekadasnjega profesora na Gradevinskom fakultetu u
Zagrebu na kolegiju Teorija konstrukcija, danas Gradevna statika [10]) i Pala Csonke
"ponistiti" utjecaj pridrzanja na momente savijanja zadavanjem koncentriranoga
optereéenja na mjestu i pravcu reakcije pridrzanja, ali suprotnoga smjera.

Na slici 4.20 prikazana su optereéenja zadanoga sistema utjecaj kojih se na
momente savijanja mora uzeti u obzir prilikom odredivanja dijagrama unutarnjih sila
relaksacijskim postupcima. Pritom se prvi dio rjeSava Crossovim postupkom (kao $to

je prikazano na slici 4.18), a utjecaj sile u pridrzanju uzima se u obzirom primjenom
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postupka Wernera i Csonke. Konacne se vrijednosti momenata na kraju elemenata
zadanoga sistema odreduju zbrajanjem utjecaja dvaju navedenih opterecenja.
Medutim, fizicka interpretacija postupka Wernera i Csonke otkrit ¢e da se sta-
ticki sistem sa slike 4.20 dolje moze zamijeniti (ekvivalentnim po polju pomaka)
jednostavnijim sistemom. Naime, zadanom se sistemu u postupku Wernera i Csonke
dopusta translacija, odnosno sistem se "gura" po pravcu moguce translacije, a u
smjeru koji je posljedica zadanoga vanjskog opterecenja (na primjer, na slici 4.20
dolje sistem je "pogurnut" u desnu stranu, jer je reakcija u pridrzanju smjera <—).
Polje je pomaka (simetri¢noga) statickog sistema sa slike 4.20 dolje, optere¢enoga
antimetri¢nim optere¢enjem, antimetri¢no (slika 4.21). Takvo polje pomaka ima
tocku infleksije u polovini raspona svakoga polja. Zatim, poznat je izraz za drugu

derivaciju progibne funkcije:

a matematicki vrijedi

odnosno druga derivacija progibne funkcije (w(z)) jednaka je funkciji njezine za-
krivljenosti (k(x)). Takoder, poznato je da matematicka funkcija u tocki infleksije
ima zakrivljenost jednaku nuli, dakle na polovini je (svakoga) raspona simetri¢noga
okvira zakrivljenost nula, pa je prema tome (na temelju gornjih izraza) lako zakljuciti

da je i vrijednost funkcije momenta savijanja (M (z)) u tocki infleksije nula.

u u u

D E— >

crossl
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Tocka infleksije! Tocka infleksije!

Slika 4.21: Antimetri¢no polje pomaka simetri¢ne konstrukcije pri antimetri¢nom
optere¢enju

Takoder, simetrican okvir optere¢en kao na slici 4.21 u polovini raspona ima
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vertikalni pomak jednak nuli (to naprosto proizlazi iz ¢injenice da je polje pomaka

antimetricno).
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Slika 4.22: Stvaranje poluokvira za postupak Wernera i Csonke
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Slika 4.23: Skica poluokvira za postupak Wernera i Csonke

Ako se svaki raspon zadanoga sistema presijece kroz tocku infleksije te se dobi-
vene polovice preklope jedna iza druge (kao na slici 4.22), a u tocki presjeka zadovolje
uvjeti antimetrije (da je M(z = £) = 0iw(z = £) = 0), nastaje sistem koji se naziva
poluokvirom (slika 4.23). Preklapanjem stupova zbroj karakteristi¢nih krutosti (k; ;)

stupova zadanoga statickog sistema tvori karakteristicnu krutost stupova poluokvira
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(Ki’). Medutim, karakteristicna krutost grede poluokvira nastaje zbrajanjem karak-
teristi¢nih krutosti greda (svakoga raspona zadanoga sistema) koje su prethodno

pomnozene s 4:

2EI EI 2EI SEI
==

k.= 4k 1k
1.1 14 THy5 THyg 7 1 7
kH,I][ = 4k4’5 -1-4165)6 = 4-%—1— 4-% = 43£

Zasto s 47 Karakteristicna je krutost definirana kao omjer umnoska FI i duljine
elementa (i nije jednaka rotacijskoj krutosti). Kod tvorbe grede poluokvira grede
se zadanoga sistema presijecaju po pola (u tocki infleksije) i polovice se preklapaju.
Tako nastaje greda u poluokviru za postupak Wernera i Csonke. Na slici 4.22
vidljivo je da se pritom visina grede ne mijenja, ali se mijenja njezina Sirina, dakle
preklapajuci gredu jednoga raspona, u poluokviru nastaje greda dvostruke Sirine,
Sto znaci da je moment tromosti (1) grede poluokvira dvostruko veéi od momenta
tromosti grede zadanoga sistema, a duljina joj je upola kraca od one iz zadanoga

okvira. Prema tome, karakteristi¢na je krutost grede poluokvira

we . E-2I __ El __
kij =" =47 =4k

Zadani sistem ima dva raspona koja se istodobno presijecaju i preklapaju, te se pri-
likom odredivanja karakteristicne krutosti grede poluokvira karakteristi¢ne krutosti
obje grede moraju mnoziti s 4.

U nastavku postupka treba odrediti momente na krajevima elemenata poluokvira
koji nastaju od djelovanja sile u pridrzanju zadanoga sistema (ali suprotnoga smjera
djelovanja). Na slici 4.24 na temelju su jednadzbi ravnoteze odredeni iznos popreénih
sila stupa poluokvira i izraz za momente savijanja na krajevima toga stupa.

Nepoznati su momenti na dnu i vrhu stupa, te jednadzba ima bezbroj rjesenja.
Medutim, analizom polja pomaka poluokvira (uz napomenu da je horizontalna tran-
slacija vrha stupa dopustena) zaklju¢ujemo da su momenti na krajevima stupova

poluokvira medusobno jednaki (slika 4.25).
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Slika 4.24: Odredivanja momenata na krajevima elemenata poluokvira
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Slika 4.25: Polje pomaka poluokvira za postupka Wernera i Csonke i pripadni
dijagram momenata savijanja i poprec¢nih sila

ZaSto? Ponovno se uocava tocka infleksije polja pomaka poluokvira koja se
nalazi na polovini visine stupa (primijetite da se greda poluokvira ne zaokrece veé

samo translatira). Na temelju odredenih vrijednosti popre¢nih sila na krajevima
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stupa, zaklju¢ujemo da je funkcija momenata savijanja na stupu linearna (zbog
diferencijalnoga odnosa momenta savijanja i poprecne sile: ako je T'(x) = const.,
onda je M(z) = A-x + B) te u polovini visine ta linearna funkcija ima nultocku.
Linearna funkcija s nultockom na polovini visine stupa skicirana na slici 4.25, iz ega

se zakljucuje:
My =Mpyy=3-Tr-h=3%-1505-4=30,1kNm.

Cvor I poluokvira nije u ravnotezi. Primjenom relaksacijskoga postupka ¢vor ¢e se
uravnoteziti. Zato su potrebni (kao i u Crossovom postupku) razdjelni koeficijenti u
¢voru te prijenosni koeficijent.

Razdjelni koeficijenti odredeni su kao omjeri rotacijskih krutosti elemenata koji

se prikljuc¢uju u ¢vor I1:
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Slika 4.26: Rotacijske krutosti elemenata poluokvira za postupak Wernera i
Csonke
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Primijetimo da je greda poluokvira jednostrano upeta, te je njezina rotacijska
krutost K7y ;=3 kir i

Stup na jednom lezaju ima upetu vezu sa tlom, dok je na drugom kraju povezan
s gredom. Greda ima dopusten horizontalni pomak, sto znaci da je i vrh stupa
pomican u istom smjeru. Dakle, stup izdvojen iz poluokvira je staticki sistem sa
slike 4.26, a prijenosni je koeficijent u postupku Wernera i Csonke jednak —1.

Pojasnimo, pri relaksaciji se ¢vora poluokvira kod zaokretanja ¢vora zaokrece i
priklju¢eni kraj. Kraj grede (i vrh stupa i ¢vor) se ne zaokrec¢u pri izracunavanju
momenata upetosti jer je u osnovnom sistemu zaokret sprijecen, ali dopusten je
pomak - to je razlika osnovnih sistema u postupku Wernera i Csonke i postupku
Crossa. Prijenosni koeficijent po stupovima je —1 jer je pri zaokretu ¢vora moment
konstantan po visini stupa (dopusten je pomak, pa nema poprecne sile).

Na slici 4.27 uravnotezen je ¢vor II dodavanjem momenta iznosa —30,10 ENm.

Slika 4.27: Relaksacijski postupak Wernera i Csonke
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Slika 4.28: "Rastvaranje" poluokvira u postupku Wernera i Csonke

@\\/ p

Slika 4.29: Prisilna rotacija ¢vora I1 poluokvira u postupku Wernera i Csonke

Relaksacijski postupak Wernera i Csonke zahtijevao je tvorbu poluokvira koji
je na slici 4.27 doveden u stanje ravnoteze. Momenti savijanja na krajevima ele-
menata poluokvira moraju se (u nastavku postupka) ,vratiti" na pocetni (zadani)
sistem, odnosno poluokvir se ,rastvara" kao Sto je prikazano na slici 4.28. ,Vrac¢anje"
momenata savijanja s poluokvira na zadani sistem vrsi se u omjerima rotacijskih

krutosti elemenata koji ,nastaju rastvaranjem". Pritom treba imati na umu koji
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¢vorovi zadanoga okvira ¢ine pojedine ¢vorove poluokvira: u ¢voru s indeksom [
poluokvira preklapaju se ¢vorovi s indeksima 1, 2 i 3 zadanoga sistema, dok se u
¢voru [T preklapaju ¢évorovi 4, 51 6 (slika 4.28).

Ako se ¢vor I poluokvira (prisilno) zaokrene za jedini¢ni kut, za isti se kut
zaokrenu i ¢vorovi 4, 51 6. Na slici 4.29 odredeni su izrazi za momente savijanja
zbog navedenoga jedini¢nog djelovanja. Prema (pojednostavljenoj) definiciji, izrazi
s te slike rotacijske su krutosti.

Moment savijanja Mprrr = —22,93 kNm mora se raspodijeliti na momente
savijanja oznaka My 5, M54, M5 1 Mgs. Zbroj je rotacijskih krutosti na navedenim
mjestima (slika 4.29)

4okys+2 kas+4 -kas+2 kasg+4-kseg+2 ksg+4-kse+2 ks,
odnosno:
2-(6-kys)+2-(6-ksg) =12- 2L +12. EL = 4. B

Momenti se na krajeve greda zadanoga sistema raspodjeljuju mnozenjem momenta
savijanja na kraju grede poluokvira omjerom pojedine rotacijske krutosti (oznacene

plavo na slici 4.29) i toga zbroja:

= %-(722,93) =-5,733 kNm

M=
S 4E
6-k
M, =——=>-(-22,93) =-5,733 kNm
W AB]
6-k
M, =——%-(-22,93)=-5,733 kNm
0 4Kl
6-k
M, =—>2.(-22,93)=-5,733 kNm
S 4E]

U slucaju da su neki elementi zadanoga statickog sistema jednostrano upete
grede, izrazi se za rotacijske krutosti takvih elemenata razlikuju od izraza sa slike
4.29.

Isto nacelo vrijedni za odredivanje (raspodjelu s poluokvira) momenata savijanja

na krajevima stupova:

168



PoGLAVLJE 4. RELAKSACIJSKE METODE

4'k14
M, = ’ +(22,93)=9,172 kNm
L Tt Tral "
4-ky s
M., = - -(22,93) = 4,586 kNm
N 1 PR LY PR W
4'k26
M, = % +(22,93)=9,172 kNm
. IS A Y
2'kl4
M, = ’ -(37,18) =14,872 kNm
B PR PR
2'kzs
M= : -(37,18) = 7,436 kNm
T 2k 20Ky + 270
2-ky g

M, = -(37,18) =14,872 kNm
= Tl 12 1200

Nadalje, nakon razdiobe momenata savijanja s poluokvira na zadani sistem (uva-

zavajuci omjere rotacijskih krutosti preklopljenih mjesta) dobiveni momenti savijanja

nisu u ravnotezi (slika 4.30).

@ O

0,25 — |& | & — 2 D—é
— S8 [—
i - | g —
T777777777 TT777/7777 T777777777

® @ ®

Slika 4.30: Razdijeljeni momenti savijanja na zadani sistem

Momente s te slike treba uravnoteziti primjenom Crossovoga relaksacijskog pos-

tupka (slika 4.31).
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0.1
0.3 0.2
@ o ® o ©®
[ 2. !
-5.733 | | o -5.733
0,25 . a3 0,25
— — — — E
0,75 \ [-5,733 0, 42\ |5, 733 0,75
] 1.0 —] 2.0 _—
9,172 ~1.1 57 4,586 05 =1 9.172
© i) 34 0.1 29 0.3 34
0.1 0.5 -0.1 0.1

"\I/ 5.7 \I_/ 8.0 >\I/N y
T 1. T6,3
41 5]
57 8.0 25
@) ¥ N\ - ¥ N
Ty @ 5,2 @ T s

1, @ ®| 1,

)l — -
@ N N A T A
g 9.1 132
T .-4-57-13.2=0

T, -4+57+13.2=0 Ty il D=1 T —4.725 kN
Tyy = =4.725 kN I;,=-4.275 kN " '

RcrossZ = T4,1 = ];,2 + 7:5,5 - 0

R, .,=-13725 kN

Slika 4.32: Odredivanje reakcije u pridrzanju nakon drugoga Crossovog postupka

Na slici 4.31 vidljivo je (a proizlazi i iz osnovnih pretpostavaka Crossovoga pos-
tupka) da se pomak vrhova stupova ponovno sprecava, te se stoga tijekom relaksa-

cijskoga postupka pojavljuje reakcija u pridrzanju, R...ss2, koja se odreduje jednadz-
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bama ravnoteze pogodno odabranih dijelova zadanoga sistema (slika 4.32).
Reakcija Re0s51 koja opterecuje poluokvir u postupku Wernera i Csonke (slika

4.23) i reakcija Reross2 0dredena na slici 4.32 istoga su smjera, a razlikuju se za iznos
AT = Reross1 — Reross2 = 15,05 — 13,725 = +1,325 kN

Zaklju¢ujemo da se tijekom drugoga Crossovog postupka poremetila ravnoteza po-
pre¢nih sila (ostvarena postupkom Wernera i Csonke na poluokviru), te iznose mome-
nata svijanja sa slike 4.31 treba korigirati (ili jos jednom provesti postupak Wernera

i Csonke na poluokviru s optere¢enjem jednakim vrijednosti AT').

@ R,,., =1505kN

)

—_— ‘
s
= gm0 _ ol
@ 13,7254
(D
T777777777 <
15,05
R, =13725kN
@ ® ©)
0, @ ® ’
T777777777 T777777777 T7772/7777 o
13,725

Slika 4.33: Odredivanje popravnoga koeficijenta «

Popravni koeficijent kojim se izbjegava novi ciklus relaksacije na poluokviru
oznacit Ce se s o, a odreduje se kao omjer plostina dijagrama popreé¢nih sila poluokvira

i dijagrama poprec¢nih sila na zadanom sistemu nakon drugoga Crossovog postupka
(slika 4.33).
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9,
@) TMMHMHMHMHH , l Ui ,
= El ©) EI ©
2 % 2EI EI 2EI
R ) A2 3,
. 6.0 o 6,0 _
50,84
33,9 3,18 9,86
13,04
14,75 @ 10,13
87,7 R

>

Slika 4.34: Dijagram momenata savijanja

Konaé¢ne vrijednosti momenata svijanja na zadanom sistemu jednake su zbroje-
vima momenata dobivenih nakon prvoga Crossovog postupka (slika 4.18) i momenata
dobivenih na temelju drugoga Crossovog postupka (slika 4.31) korigiranima poprav-

nim koeficijentom o = 1, 1:
M<I> - Mcrossl +a- McrossQ;

pritom je popravni koeficijent pozitivan, jer je vrijednost AT takoder pozitivna. U
suprotnom popravni koeficijent ima negativnu vrijednost. Fizikalna je interpretacija
navedenoga sljedeca: opterec¢enje poluokvira silom smjera — nedovoljno je ,,gurnulo”
poluokvir u odnosu na stvarni pomak zadnoga sistema, te momente raspodijeljene
s poluokvira na zadani sistem treba popravnim koeficijentom povecati. Takoder,
vrijednost popravnoga koeficijenta ne smije biti znatno razlicita od 1 (dakle, oko 0,9
do 1,2).
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43,19 53,17
66,83
10,56 e
0,43 @ 10,13
37,44
7777277777 VL
+10,56 +10,13
& o
12,18 82,08 66,83
()
T777777777 TT777/7777 77777

Slika 4.35:

Dijagram poprec¢nih i uzduznih sila

173



PoGLAVLJE 4. RELAKSACIJSKE METODE

4.4 Kontinuirani nosac¢

5,0

)

Y

;‘A ‘A >
V“ “

. A

Slika 4.36: Zadani staticki sistem

Relaksacijskim ¢e se postupkom odrediti dijagrami unutarnjih sila statickoga
sistema sa slike 4.36. Pri tome je vrijednost linijskoga opterec¢enja ¢ = 12,0 kN/m,
a prisilnoga vertikalnog pomaka Aw = 5 ¢m, dok je umnozak modula elasti¢nosti

materijala i momenta tromosti popre¢nog presjeka iznosa EI = 75000 kNm?.

@ @ ® @)
Wi PaN Fay pad

Wi pa =

T777777777 T777777777 T777777777

§=3.3-5-2.2=0

Slika 4.37: Definicija ¢vorova i pripadna pridruzena resetka

Cvorovi zadanoga statickog sistema definirat ¢e se na mjestima lezajeva (slika
4.37), odnosno na mjestima ocekivanih promjena funkcija unutarnjih sila. Osloba-
danjem u ¢vorovima rotacijskoga stupnja slobode nastaje pripadna zglobna shema
(ili pridruzena resetka, slika 4.37). Zadani je staticki sistem nepomican (stupanj je
slobode gibanja zglobne sheme nula), te se iznosi momenata savijanja na krajevima
elemenata mogu odrediti Crossovim relaksacijskim postupkom. Stoga se u prvom
koraku spre¢avaju (moguci) zaokreti ¢vorova 2 i 3 (naime, momenti savijanja u
navedenim su ¢vorovima nepoznati za razliku od momenata savijanja ¢vorova 1 i 4,
a zaokreti se ¢vorova s nepoznatim momentima savijanja u prvom koraku Crossove

metode sprecavaju), slika 4.38.
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Slika 4.38: Faza upetosti — sprijeceni zaokreti ¢vorova s nepoznatim iznosima
kona¢nih momenata savijanja

,Ukljestenje" ¢vorova 2 i 3 omogucuje raspad sistema sa slike 4.38 na tri elementa
(jednostrano odnosno obostrano upete grede, slika 4.39) ¢iji se iznosi sila na krajevima
lako mogu odrediti iz poznatih izraza dobivenih metodom sila i upisanih u tablice

momenata upetosti:

7, =-45_ 125 _ ;7 5 iNm
8
7 :-6-%-(—A—WJ = 900 kNm
,, :-6-ﬂ-(—d—wj = 900 kNm
(
M, :-3-%-%:—450 kNm

@ ®
by Lt
@

T777777777

3) @

@ 3) .

72277777740

\
Y N
Slika 4.39: Faza upetosti — raspad na elemente

Pri tome su momenti upetosti Mas, M3y i Mg uzrokovani prisilnim pomakom
Aw. Prisilni pomak Aw uzrokuje zaokretanje elemenata 2 — 3 1 3 — 4, kao $to je

prikazano na slici 4.40).
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V4 5 :_A_W Aw v :_A—W7777777777

34

23 5 5

Slika 4.40: Plan pomaka nastao od prisilnoga pomaka Aw

U opcem slucaju za skiciranje plana pomaka treba sprijeciti moguce pomake
zglobne sheme zadanoga statickog sistema, a omoguciti pomak za koji se plan pomaka
odreduje. S obzirom na to da je zglobna shema sa slike 4.37 stupnja slobode gibanja
S = 0, ne postoje moguéi pomaci ¢vorova zadanoga statickoga sistema, pa je za
skiciranje plana pomaka sa slike 4.40 dovoljno dopustiti pomak Aw.

Ocito je da momenti upetosti nisu u ravnotezi. Ravnoteza ¢e se posti¢i postupnim
zaokretanjem ¢vorova 2 i 3 ¢iji su zaokreti u prvom koraku ovoga relaksacijskog
postupka bili sprije¢eni momentnim spojem. Kao §to je ve¢ receno, zaokretanje
¢vorova ostvaruje se dodavanjem momenta savijanja u ¢vor koji se uravnotezuje
iznosa jednakoga iznosu neuravnotezenoga momenta a koji se jo$ naziva rezidual.
Svaki element priklju¢en u ¢vor preuzima dio momenta ovisno o rotacijskoj krutosti,
pa stoga u nastavku postupka treba odrediti rotacijske krutosti elemenata (k; ;) i

njihove omjere koji se nazivaju razdjelnim koeficijentima, f;;:

3ET
. g Bl _3EI po= ke o s 3
. 5 - 5 = Zk(Z) LE'[_FLEVI 7
EI  4EI >
k=4 =1 4E1
23 5 5 k73 5 4
/’13: = = = —
EI  4El T Sk, SEL _4EL 7
by == 55
5 5
4E1
k34:3.ﬂ:ﬂ Py = k32 — b) :i
5005 » "%k, 4EL 3E 7
5 5
3E]
e k, 5 3
34 - =
Xk, AEI 3EL 7
5 5

Relaksacija po metodi Crossa prikazana je na slici 4.41.
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Slika 4.41: Relaksacijski postupak po metodi Crossa

N N 2\
T777777777 777777777 T777777777
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Slika 4.42: Dijagrami unutarnjih sila za zadani staticki sistem i optereéenje

Zadani je staticki sistem nepomican (zglobna je shema stupnja S = 0), pa

su dobiveni momenti ujedno i konacni momenti na krajevima njegovih elemenata.

Dijagrami unutarnjih sila prikazani su na slici 4.42.
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4.5 Uvjeti simetrije

Na staticki neodredeni sistem s dvije prekobrojne veze (slika 4.43) djeluje tempe-
ratura t, = 20°C, uz ay = 107° K11 EI = 62000 kNm?. Definira se pet ¢vorova,
a na temelju zglobne sheme koja nastaje omoguc¢avanjem zaokreta ¢vorova 1,2,41 5,
odreden je stupanj slobode gibanja nastaloga statickog sistema (to¢nije, mehanizma)
kao S = 2 (slika 4.44).

(@]

3,0 4,0 ‘ 4,0 3,0

Slika 4.43: Zadani staticki sistem

Prema stupnju slobode gibanja zglobne sheme zadani je staticki sistem pomican
s dva moguc¢a pomaka: horizontalnim pomakom ¢vorova 2,3 i 4 (s oznakom u)
i vertikalnim pomakom ¢vora 3 (s oznakom ws). Koji su pomaci zglobne sheme
moguci moze se lako odrediti sprecavajuc¢i postupno moguée pomake ¢vorova sve
dok dobiveni staticki sistem ne bude stupnja S = 0, odnosno staticki odreden.

Crossova metoda vrijedi za nepomicne sisteme, medutim postoji prosirenje te me-
tode koje se naziva prosirenim Crossim postupakom, kojim se momenti na krajevima

elemenata pomicnih sistema mogu odrediti relaksacijskim iteracijskim postupkom.
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Slika 4.44: Zglobna shema zadanoga statickoga sistema uz oznaku mogucih
pomaka,

Prvi je korak prosirenoga Crossovog postupka sprijeciti moguée pomake i zaokrete
¢vorova sistema i provesti ,klasiénu" Crossovu metodu kojom se nepomic¢ni staticki
sistem opterecen vanjskim (zadanim) optere¢enjem dovodi u stanje ravnoteze. Na
slici 4.45 prikazan je nepomican staticki sistem (sprijecena su dva pomaka i dva
zaokreta, ws 1 u, w9 1 ¢4) s temperaturnim djelovanjem. Ravnotezno stanje toga
sistema nije jednako ravnoteznom stanju zadanoga sistema (iako je jedno od moguéih
rjeSenja), stoga se momentima na krajevima elemenata dobivenima u prvom koraku
prosirenoga Crossovog postupka mora dodati utjecaj pomaka ws i u (¢ije stvarne

vrijednosti ne znamo).

@ ®

Slika 4.45: Zadani staticki sistem sa sprije¢enim pomacima ws i u (prvi koraka
prosirenoga Crossovog postupka)

Za odredivanje momenata na krajevima elemenata statickoga sistema koje uzro-
kuju pomaci, treba ih dopustiti tako da se jedan pomak omoguci, a ostali sprijece,
zatim se drugi omogudi, dok su ostali sprijeceni i tako dalje sve dok se ne odredi

pojedinac¢ni utjecaj svakoga moguceg pomaka na momente na krajevima elemenata
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(slika 4.46). Konac¢ne su vrijednosti momenata na krajevima elemenata linearna
kombinacija njihovih vrijednosti iz prvoga koraka i svakog sljedecega u kojem se
odredio utjecaj pojedinoga pomaka:

Mij = Mij + By - M(wy)ij + B - M(wa)ij + .. + Bi - M(w;)y;.
Koeficijenti su linearne kombinacije ; rjeSenje sustava jednadzbi koji slijedi iz ¢inje-
nice da u zadanom statickom sistemu ne postoje reakcije na mjestima sprijecenih
pomaka, odnosno da im je iznos jednak nuli. Na slici 4.45 i 4.46 oznacene su reakcije

na mjestima sprijecenih pomaka te sustav jednadzbi za odredivanje koeficijenata

linearne kombinacije glasi:
Ri+ B Ri+ B Ri=0

Ry+ 1 -R3+[2-R=0

&
©

®

® (5

Slika 4.46: Staticki sistem s prisilnim pomacima na mjestima moguéih pomaka
zadanoga sistema (drugi i tre¢i korak prosirenoga Crossovog postupka)
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Dakle, za dobivanje kona¢nih momenata M;; zadanoga statickoga sistema treba
tri puta primijeniti relaksacijski Crossov postupak: na nepomi¢nom sistemu na koji
djeluje vanjsko opterecenje (ts), na nepomi¢nom sistemu na kojem postoji prisilni
pomak w3 te na nepomi¢nom sistemu s prisilnim pomakom u. Pri tom se iznosi
prisilnih pomaka odabiru po volji, jer po teoriji malih pomaka i malih deformacija
(teorija I. reda) veza je pomaka i unutarnjih sila linearna (konkretno ako pomak od
2 cm uzrokuje moment savijanja od 12 kNm, onda ¢e pomak od 4 cm uzrokovati
moment od 24 kNm).

Opisani je postupak svakako zamoran te je u slucaju statickih sistema s vise
mogucih pomaka prirodnije primijeniti neku drugu metodu prorac¢una (na primjer
inZenjersku metodu pomaka ili metodu sila). Medutim, u slu¢aju statickoga sistema
sa slike 4.43 moguce je Crossov prosireni postupak skratiti (to¢nije, moze se ubrzati
bilo koja metoda proracuna). Naime, geometrija i opterecenje zadanoga statickog
sistema, simetri¢ni su, $to znaci da i odgovor konstrukcije (pomaci, deformacije i
unutarnje sile) mora biti simetrican. Os je simetrije vertikalna i prolazi ¢vorom
3 te su dijagrami unutarnjih sila (i polje pomaka) lijevoga dijela sistema jednaki
onima na desnoj strani osi simetrije. Dakle, desni se dio statickoga sistema u odnosu
na os simetrije moze odbaciti, a na mjestu ¢vora 3 (koji se nalazi na osi simetrije)
postavljaju se rubni uvjeti (lezajevi) kojima simetri¢nost dijagrama unutarnjih sila
i polja pomaka nije narusena.

Zbog simetrije polja pomaka ¢vor 3 moze se translatirati samo u vertikalnom
smjeru, te se na mjestu ¢vora 3 postavlja klizni lezaj (slika 4.47). Moment je savijanja
u ¢voru 3 nula, jer je u zadanom statickom sistemu na mjestu toga ¢vora zglob. U
opc¢em slucaju ¢vor na mjestu osi simetrije ima zaokret jednak nuli, jer time odgovor
simetri¢ne konstrukcije na simetri¢no opterecenje ostaje simetrican.

Na slici 4.47 prikazan je zamjenjujuci staticki sistem s rubnim uvjetom na osi
simetrije koji osigurava zadovoljavanje uvjeta simetrije. OCcito je i zamjenjujudéi
staticki sistem pomican (slika 4.48), ali postoji samo jedna neovisna translacija (ws),
pa se stoga prosireni Crossov postupak sastoji od dva koraka (slika 4.49): odredivanje
momenata savijanja na krajevima elemenata nepomic¢noga zamjenjujuceg sistema
na koji djeluje vanjsko opterecéenje (t;) te na nepomi¢nom zamjenjujuéem sistemu

na kojem postoji prisilni pomak ws.
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Slika 4.47: Zamjenjujuéi staticki sistem
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Slika 4.48: Zglobna shema zamjenjujucega statickog sistem

A
—
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Slika 4.49: Zamjenjujudi staticki sistem: koraci proSirenoga Cross-a
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Za odredivanje momenata upetosti od temperaturnoga vanjskog djelovanja t,
treba skicirati plan pomaka radi utvrdivanja kutova zaokreta (1);;) elemenata static-
koga sistema, pa je moment upetosti (prema izrazima iz tablica momenata upetosti)

jednak
Mij:—?)'%'i/h‘j

za jednostrano upetu gredu, dok za obostrano upetu gredu vrijedi izraz
Mij=—6-EL.yy;.

Plan pomaka koji nastaje nakon $to se duljina elementa 1 — 2 poveéa za Al =

l-ts-ap = 0,001 m prikazan je na slici 4.50.

Y

3
l//lzl//H:_O'Ag Wi =——-Al

Slika 4.50: Plan pomaka zamjenjujucega statickog sistema uzrokovan promjenom
duljine elementa 1 — 2

Slijedi da su momenti upetosti ne krajevima elemenata zamjenjujucega statickog

sistema
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. :—6-?-1/11 =—11L16 kNm
= EI

A :—6-?-1//1 =—11L16 kNm
M,, :—3-%-% =14,53 kNm

Budu¢i da momenti upetosti nisu u ravnotezi, zamjenjujudi sistem sa sprijecenim
pomacima dovest ¢e se u ravnotezno stanje primjenom Crossovoga relaksacijskog

postupka. Razdjelni su koeficijenti u ¢voru 2

) 4EI
v g BL_4E Ko s 16
» TS TS T T AE SR
5 4
g -3 B * 3EI
R K, 4 15
o TSk, T 4EL 3EL 3
5 4

Na slici 4.51 prikazan je relaksacijski postupak po Crossu kojim je zamjenjujuci
staticki sistem sa sprijeCenim pomacima doveden u stanje ravnoteze za temperaturno

djelovanje t,.

@)1 @E

31|31 —
14,53
-1,63
-11,16

-0, 87
—-11,16

Slika 4.51: Zamjenjujuéi sistem: Crossov relaksacijski postupak za djelovanje
temperature ¢

Vertikalni je pomak ¢vora 3 sprije¢en dodavanje veze (Stapa) na mjestu i u smjeru
pomaka ws, a reakcija u dodanom Stapu lako se moze odrediti na temelju jednadzbe

ravnoteze, kao sto je to prikazano na slici 4.52.
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12,97 E
R-4+12,9=0
R=-323w &

Slika 4.52: Odredivanje reakcije u pridrzanju koja nastaje zbog djelovanja
temperature ¢

Utjecaj pomaka w3 na momente savijanja na krajevima elemenata zamjenjujucega
sistema odreduje se na temelju plana pomaka koji nastaje dopustanjem pomaka ws.
Odreduju se momenti upetosti krajeva elemenata koje treba uravnoteziti primjenom
relaksacijskoga Crossovog postupka. Plan pomaka zamjenjujuéega statickog sistema

kojem je dopusten pomak ¢vora 3 prikazan je na slici 4.53.

1,2 17 CQE

=

Vy=—-

l//II

Slika 4.53: Plan pomaka na zamjenjujucem sistemu za prisilni pomak ws

Moment upetosti koji nastaje zbog zaokreta 1;; je jednak:
Moz = —3- 8L - orp = =11625 - ws.

Odabirom (po volji) iznosa pomaka svi ¢e rezultati (koji ovise o pomaku ws) biti
stupnjevani za odnos odabranoga pomaka i stvarnoga njegovog iznosa. Slijedom

navedenoga moze se zapisati

stvarni
w

5 — 3
- odabrani
w3

gdje je [ koeficijent linearnosti kojim se mnoze iznosi momenata savijanja na kra-

jevima elemenata koji nastaju zbog odabranoga prisilnoga pomaka w3?®rmi a radi

odredivanja njihovih stvarnih iznosa.
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U nastavku ée se postupka odabrati w$?re = 10~3 m, §to daje iznos momenta

Moy = —11,625kNm. Relaksacijski postupak po Crossu prikazan je na slici 4.54.

EE =

Slika 4.54: Zamjenjujuci sistem: Crossov relaksacijski postupak za prisilni pomak

wgdabram’ — 1073 m

Reakcija u pridrzanju odredena je na slici 4.55.

“( =
6.0 T

R -4-60=0
R =15kN TR?

Slika 4.55: Odredivanje reakcije u pridrzanju koja nastaje zbog prisilnoga pomaka
w3 = 1073 m

Koeficijent linearnosti jednak je

RI+8-R2=0
-3,23+3-1,5=0— g =2,16T7.
Kona¢ni momenti na krajevima elemenata zamjenjujucega statickog sistema po
postupku prosirenoga Crossa jednaki su
Mij = M+ 3 - M2,
My = —12,03 4+ 2,167 - 3,0 = —5,529 ENm,

Moy = —12,942,167-6,0 = 0,102 kNm ~ 0,
Mss = 12,9+ 2,167 - —6,0 = —0, 102 kNm = 0.
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Iznos momenata My, i Ms3 mora biti nula, jer dijagrami unutarnjih sila moraju biti
simetricni.

Stvarni (vertikalni) pomak ¢vora 3 iznosi wsve™ = 3 . wgdabrant = 2 167 - 1073
m. Dijagram momenata savijanja na zamjenjujuc¢em statickom sistemu prikazan je
na slici 4.56, dok su dijagrami unutarnjih sila na zadanom sistemu prikazani na slici
4.57.

@QQE

4,0

5,529

Slika 4.56: Dijagram momenata savijanja na zamjenjuju¢em statickom sistemu

187



PoGLAVLIJE 4.

RELAKSACIJSKE METODE

4,0

@

L 3,0 4.0 p 4.0 p 3,0 |
I i i |
5,529 - 5,529
1,11 @
1,4
0,83 0,83

Slika 4.57: Dijagrami unutarnjih sila na zadanom statickom sistemu
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5.1 Definicija i postupci odredivanja utjecajnih funk-
cija

Utjecajna funkcija prikazuje promjenu vrijednosti staticke veli¢ine s obzirom na
polozaj jedini¢noga opterecenja [3, 15, 16, 27| (dakle, varijabla je utjecajne funkcije
polozaj jedini¢noga opterecenja, a vrijednosti su joj jednake iznosima staticke velic¢ine
za koju je funkcija skicirana).

Naravno, realno pokretno (a i staticko) opterec¢enje statickih sistema nema je-
dini¢nu vrijednost (slika 5.1), no prema teoriji malih pomaka i malih deformacija

vrijednosti su opterecenja i pomaka proporcionalni.

-

© ©

A\ 4

Slika 5.1: Pokretno opterecenje na nosivom sistemu

S obzirom na glavnu temu ovoga udzbenika, prikazat ¢e se postupak odredivanja
(prikladnije bi bilo re¢i postupak skiciranja) utjecajnih funkcija za staticke velic¢ine
(kao $to su momenti savijanja, poprecne sile te reakcije lezajeva) staticki neodredenih
sistema. Pri tome su trazene utjecajne funkcije krivulje visega stupanja (ili dijelovi
krivulja) koje se odreduju na temelju teorema Miiller—Breslaua koji glasi: utjecajna
je linije jednaka progibnoj liniji nosaca zbog pogodno odabranoga prisilnog pomaka
odredene njegove tocke.

Dva su postupka izvodenja funkcijskih izraza, odnosno crtanja grafa utjecajnih
funkcija: staticki i kinematicki. U statickom se postupku prati definicija utjecajne
funkcije te se za razli¢ite polozaje jedni¢noga optereéenja odreduje trazeni funkcijski
izraz graf kojega je utjecajna linija. Kinematicki se postupak temelji na spomenutom
teoremu Miiller—Breslaua s polozistem u teoremu Enrica Bettija o uzajamnosti radova
sila u dva razli¢ita ravnotezna stanja [21].

Na temelju navedenih teorema, utjecajna se linija moze skicirati kao progibna
linija staticki neodredenoga sistema s jedini¢nim pomakom (ili zaokretom) na mjestu
i suprotnoga smjera od staticke veli¢ine za koju se utjecajna linija odreduje.

Pri tome vrijedi Bernoulli-Eulerova teorija savijanja Stapova prema kojoj ravnine

poprecnih presjeka ostaju okomite na deformiranu os Stapa, te je odnos izmedu funk-

190



PoGLAVLJE 5. UTJECAJNE FUNKCIJE

cije momenata savijanja i funkcije zakrivljenosti osi Stapa (konstitucijska jednadzba)

linearan:

M(x) = EI - k(x)

Funkcija zakrivljenosti osi Stapa x(x) u teoriji I. reda (pomaci i deformacije su
mali) moze se aproksimirati sljede¢im izrazom (pojmom skiciranje progibne linije
koristimo se upravo zbog pojednostavnjenja funkcije zakrivljenosti zanemarivanjem

vrlo malih veli¢ina u nazivniku):

1 WH
K= — =—w

_ = I
) (1+w)

Dakle, diferencijalna jednadZzba koju treba rijesiti prilikom odredivanja funkcij-

skoga izraza za utjecajnu liniju glasi

O’w(x) _ M)
o El

Medutim, samo je u jednostavnim slucajevima analitickim rjeSavanjem diferenci-
jalne jednadzbe progibne linije lako odrediti funkcijski izraz za progibnu liniju. Cesce
se za skiciranje utjecajnih funkcija upotrebljava postupak temeljen na Mohrovoj ana-
logigi.

Otto Mohr je na temelju sli¢nosti diferencijalne jednadzbe progibne linije i dife-
rencijalne jednadzbe ravnotezne konfiguracije niti (% = —%) zakljucio da se
progibna linija grede moze nacrtati kao dijagram momenata izazvanih zamisljenom
"distribuiranom silom" vrijednosti koje su opisane funkcijom zakrivljenosti. A za-
krivljenost je prema navedenoj konstitucijskoj jednadzbi jednaka funkciji momenta
savijanja podijeljenoj s (najcesée) konstantom EI. Pritom, prema teoremu Miiller—
Breslaua momente savijanja uzrokuje jedini¢ni pomak na mjestu, a suprotnog smjera

od staticke veli¢ine za koju se utjecajna linija skicira.
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5.2 Odredivanje utjecajne linije za moment savija-
nja u presjeku kontinuiranoga nosaca

Primjenom utjecajne linije odredit ¢e se iznos momenta savijanja u presjeku
t-t uzrokovan zadanim opterecenjem (pritom je umnozak EI = 75000 kNm?. U
postupku skiciranja utjecajne linije primijenit ¢e se inzenjerska metoda pomaka.

Odabir metode ovisi o zadanom statickom sistemu te o broju nepoznanica u pojedinoj

metodi.
lp =LA M = 407V
LE e E= =
pP=3 m'cvl M = 40iNim

g r— = 2,

| am | Im | Zm | 3m |
I 1 I i |

Slika 5.2: Zadani staticki sistem s naznacenim presjekom t-t i zadano opterecenje

Djelovanje koje se zadaje u postupku skiciranja utjecajne linije ovisi o prirodi
staticke veli¢ine za koju se utjecajna linija odreduje i o njezinom polozaju na zadanom
sistemu. Staticka veli¢ina za koju se trazi utjecajna linija moment je savijanja u
presjeku t¢-t. Prema tome, na statickom se sistemu zadaje prisilni jedini¢ni zaokret

na mjestu momenta savijanja u presjeku t — ¢, kao $to je prikazano na slici 5.3.

@ @ ® 0
A Sy ey s

Sm 3m 2m ‘ Sm

Slika 5.3: Zadani staticki sistem s jedini¢nim djelovanjem

U slucaju trazenja utjecajne linije za poprec¢nu silu u zadanom presjeku djelovanje

je na staticki sistem jedini¢ni pomak poprecan na os Stapa, a suprotnoga smjera od
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pozitivnoga smjera poprecne sile, dok je jedini¢no djelovanje u postupku skiciranja
utjecajne linije za (vertikalnu ili horizontalnu) reakciju zadanoga sistema jedini¢ni
prisilni pomak na mjestu a, suprotnoga smjera od pozitivnoga smjera reakcije. Kad
je poznato djelovanje na zadani sistem u postupku skiciranja utjecajne linije, daljnji
postupak ovisi o metodi koja se primjenjuje za odredivanje funkcije momenata
savijanja. Ta se funkcija moze odrediti bilo kojom metodom za odredivanje dijagrama
unutarnjih sila staticki neodredenih sistema, a u udzbeniku su obradene metoda sila,
(op¢a) metoda pomaka, inzenjerska metoda pomaka te relaksacijske metode.
InZenjerskom ¢e se metodom pomaka odrediti funkcija (to¢nije, dijagram) mo-
menata savijanja. Stoga su nepoznanice zaokreti ¢vorova 2 1 3 (9 1 3), a momenti

(upetosti) na krajevima elemenata u fazi upetosti jednaki su

[l

X
<

U fazi dopustenih pomaka zaokreéu se ¢vorovi 2 i 3, te su vrijednosti momenata

savijanja m; ; jednaki

&l
m21:3-?-(02

EI EI
Lo :4'?'(02 +2'?'¢3

EI EI
Wy :2'?'(02 +4'?'¢3

El
m3,4:3'?'(03

Konaé¢ne su vrijednosti momenata na krajevima elemenata zbroj momenata iz

dvije faze inzenjerske metode pomaka:
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EI
M2,1:3'?'(02
EI EI EI
]\42)3 :—4?1+4?¢2 +2?¢3
EI EI EI
]\43)2 :—2?14_2?(024_4?(03
EI
M3)4:3-?-(p3

Momenti savijanja na mjestima dodanih vanjskih veza koje sprecavaju zaokrete
¢vorova 2 i 3 moraju iS¢eznuti, odnosno njihovi su zbrojevi u pojedinim ¢vorovima
jednaka nuli. Sustav jednadzbi koji nastaje sastoji se od dvije jednadzbe s dvije

nepoznanice te ima jedno realno rjesenje:

M, +M,,=0
M:,z +M3,4 =0
7 2 4
g'(ﬁz +g'¢; :g
2 7 2
g'(ﬁz +g'¢z :g
168
27315
6
%‘E

Konac¢ne vrijednosti momenata savijanja na krajevima elemenata vidljive su na
pripadnom dijagramu momenata savijanja sa slike 5.4.

Prema prethodno navedenoj konstitucijskoj jednadzbi, funkcija zakrivljenosti
odreduje se dijeljenjem funkcije momenata savijanja konstantom FEI. Dijagram
funkcije x(x) prikazan je na slici 5.4.

Na temelju Mohrove analogije funkcija je zakrivljenosti zamisljena "distribuirana
sila", a skica progibne funkcije (koja je prema teoremu Miiller—Breslaua jednaka
skici utjecajne funkcije) dijagram je momenata savijanja izazvanih zamisljenom dis-

tribuiranom silom k(z). Dijagram momenata savijanja afina je slika ravnotezne
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konfiguracije niti istoga raspona i istoga optereéenja, koju nazivamo veriznom krivu-
ljom.

Za odredivanje verizne krivulje zamisljena se distribuirana sila dijeli na dijelove
i zamjenjuje (staticki ekvivelentnim) sustavom koncentriranih sila ®; vrijednosti
kojih su jednake plostinama dijelova dijagrama zakrivljenosti, te su stoga vrijednosti
odredenih integrala izmedu dviju ordinala (granica dijelova povrSine) i mogu se

smatrati kutovima izmedu tangenata na progibnu liniju:

w'(x) = —x(x)

M(x)
EI

[k(x)dx=-w'(x) = funkcija nagiba tangenata na progibnu liniju

k(x)=—

M(x)
El

dx

w(x) =

0,32-E1

0,32

>

Slika 5.4: Dijagram momenata savijanja i dijagram zakrivljenosti

Pravci djelovanja zamisljenih koncentriranih sila prolaze tezistima dijelova povr-

Sine utjecaji kojih se odredenim silama ¢; zamjenjuju.
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4m

0,32-EI
P =30kN
0,08 14 M =40kNm

A 1 v @T\\\[

/

¢1 v / ¢2 Al

0,32 1

)

/\
A

zakljucna linija

4= 0325 0 g0 o
2
0,32-4 j _
¢ = g oA 4 =0,8-5=4,0 cm
: $, =0,64-5=3,2
%:0,081:0’04’”0 (,/i2 ; ,2 cm
2 $,=0,04-5=0,2 cm ;
0,08-5 . -
h=="=020m $,=0,20-5=1,0 cm N
mjerilo kutova ( fiktivnih sila) — 1m° :: cm

ODABRATI povolji, npr. 1m°::5cm

0
m

1
5cm

T X

S

=2 ....odabrana prikrata
Scm

o]
I

=2.5cm

Slika 5.5: Postupak skiciranja utjecajne linije za moment savijanja u presjeku -t
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Prema tome, treba skicirati tangente na progibnu liniju (u to¢kama ordinala
odnosno granica dijelova povrsine dijagrama zakrivljenosti), te upisati krivulju unutar
dobivenoga tangentnog poligona koja je utjecajna linija za trazenu stati¢nu veli¢inu.
Postupak je prikazan na slici 5.5.

Na mjestu presjeka t-t relativni je zaokret tangenata na progibnu liniju jednak
jedan. Stoga se u polje zamisljenih sila (koje predstavljaju kutove izmedu tangenata
progibne linije) dodaje zamisljena jedini¢na sila. Za crtanje zamisljenih sila ¢; u
poligonu sila treba odabrati mjerilo zamisljenih (ili fiktivnih) sila pomocu kojega se
veli¢ine kutova (mjerne jedinice radijan) pretvaraju u duljine vektora (mjerne jedinice
centimetar). Takoder se odabire prikladna veli¢ina prikrate kojom se povecavaju
progibi i nagibi tangenata na progibnu liniju.

Nakon konstrukcije veriznoga poligona zamisljenih sila njegove zrake tvore tan-
gentni poligon. Mjesta ordinala (granica podjele povrsine dijagrama zakrivljenosti)
odreduju tocke skiciranih tangenata utjecajne linije koja se unutar dobivenoga tan-
gentnog poligona moze skicirati. Zakljuéna linija zadovoljava rubne uvjete i za
zadani se sistem sastoji iz jednoga pravca koji spaja tocke vertikalni pomaci kojih
su nula. Konacna skica utjecajne linije za moment savijanja u zadanom presjeku
nakon izravnavanja zakljuc¢ne linije prikazana je na slici 5.6.

Na temelju skice utjecajne linije za moment savijanja u presjeku t-¢, moguce je
odrediti vrijednost tog momenta za bilo koji tip ili kombinaciju opterecenja.

Na zadani staticki sistem djeluju sila P i koncentrirani moment M. Ocitanje
pomaka na mjestu djelovanja sile P iznosi 7p = 0,003 m, dok je zaokret tangente
s indeksom 5 u odnosu na zaklju¢nu liniju jednak ©,, = %. Stvarni se pomak
odreduje uvazavanjem mjerila duljina (kojim se crta zadani staticki sistem), na
primjer 1 : m = 1 : 200, i odabrane prikrate n = 2, dok za odredivanje stvarnoga
nagiba tangente u odnosu na zaklju¢nu liniju treba znati samo veli¢inu prikrate.

Prema tome, vrijednost je momenta savijanja u presjeku t-¢

1, =0,003 m
_ 0,4
L = rad
_ m _ 1
Mt—t(P>M):77P'_'P+¢AI'_'M
n n
200 0.4 1
MH(P,M):O,OO3-T-3O+2’5-5-40:12,2kNm

2
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Kut izmedu tangenata 11 2 (slika 5.5) jednak je jedan (kao §to je i zamisljena sila
izmedu povrsine u dijagramu zakrivljenosti s oznakom ¢ i povrsine s jedini¢na).

Isto se moze ,ocitati" iz poligona sila: tangens je kuta koji zatvaraju zrake oznake 1

}1 = % . % = 1,0. Pritom treba napomenuti kako se radi o malim pomacima

i malim zaokretima (tangens kuta jednak je kutu).

. 1
12F

lp =Rk, M =40 &Vm
i pin = 18
\;\ P=3 Dfr.-‘fl M = 407Nm
Sm Im 2m Sm

Slika 5.6: Utjecajna linija za moment savijanja u zadanom presjeku
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5.3 Odredivanje utjecajne linije za poprecnu silu u
presjeku kontinuiranoga nosaca

Zadan je dva puta staticki neodreden sistem sa slike 5.7. Skicirat ¢e se utjecajna
linija za poprecnu silu u presjeku ¢-t. Za odredivanje dijagrama momenata savijanja
od jedini¢noga prisilnog pomaka (na mjestu, a suprotnog smjera u odnosu na poziti-
van smjer poprecne sile) primijenit ¢e se Crossov relaksacijski postupak. Zadani je
sistem nepomican, te se relaksacijski postupak sastoji iz jedne relaksacije po Crossu.
I na kraju, za opterecenje silom P = 30 kN i momentom M = 40 kNm primjenom

utjecajne linije odredit ¢e se iznos poprecne sile u presjeku ¢ — ¢.

lP
M
rl QY jO) l/7
. T Cary
lP
t M
| 2
§ Wz%zzzt 777%777 7\/77777777

Sm 3m 2m Sm ‘

Slika 5.7: Staticki sistem s nazna¢enim mjestom presjeka ¢-¢

Na mjestima lezajeva zadanoga sistema definiraju se ¢vorovi, te se za jedini¢ni

pomak sa slike 5.8 odreduju momenti upetosti:

_ El 1
—. g -
o 5 5
M,,=0
_12 :Mz,l :M3,4 :Mu =0

Element 1 — 2 obostrano je upeta greda, dok je element 2 — 3 jednostrano upeta

greda, te su pripadni koeficijenti krutosti i razdjelni koeficijenti tih elemenata

199



PoGLAVLJE 5. UTJECAJNE FUNKCIJE

El El
k12:4'? Zk(z):k1)2+k2)3_7'?
EI k 4
k2,3:3'_ My = 2 =

5 They 7
k2,3 é
D TR

4
§ 2,
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ey
y
\

Slika 5.8: Staticki sistem sa sprije¢enim zaokretom i zadanim prisilnim pomakom

@ )
L . ® @
- —Tt7 |7 T AN 7%
EI-0,0343  EI-0, 0686 _3EI il Y

EI-0,0686
EI-0,0343 @)

y

10,0343 (x)

0,0686

Slika 5.9: Crossova iteracijska shema, dijagram momenata savijanja i zakrivljenosti
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U iteracijsku shemu upisuje se moment upetosti Mlg, a ravnoteza ¢vora 2 pos-
tignuta je nakon jednoga koraka iteracije (slika 5.9). Vrijednosti su zamisljenih sila

¢; kao i odabrano mjerilo kutova te prikrata n:

_0,0343-1,667

¢ =0,0286 m" 4 =0,0286-30=0,858 cm
0.0686-3.333 ¢, =0,1143-30=3,429 cm
§ =2 2700 01143 m°
¢, =0,1715-30=5,145 cm
&, :Mzojnw m®
mjerilo kutova ( fiktivnih sila) — 1m’:: _cm
ODABRANO po volji : 1m°::30 cm
H=1m'
H =30cm
n=12 ... odabrana prikrata
I-_[:30 o =25cm
12

Utjecajna linija staticki neodredenoga sistema jednaka je progibnoj liniji istoga
sistema s relativnim jedini¢nim prisilnim pomakom (ili zaokretom) na mjestu (a
suprotnog smjera) staticke veli¢ine za koju se utjecajna linija odreduje. Dakle, utje-
cajna linija za poprec¢nu silu mora imati jedini¢nu vrijednost na mjestu popre¢noga
presjeka sa spomenutom popre¢nom silom (kao §to i progibna linija statickoga sistema
s jedini¢nim prisilnim pomakom na mjestu tog pomaka ima jedini¢nu vrijednost).
Stoga se prilikom skiciranja utjecajne linije za poprecnu silu u zadanom presjeku
prekida konstrukcija tangentnoga poligona kod zajednicke komponente zamisljenih
sila ¢o 1 ¢3 (tangenta s indeksom 2) na mjestu zadanoga presjeka i pomice za jedi-
nicnu vrijednost koja u mjerilu zamisljenih sila iznosi 12 ¢m, a u smjeru jednakom

jedini¢nom pomaku sa slike 5.8:

N =10
. m
1277,4'—
n
n 12
=—=——=012m=12 cm
et =0~ 100
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0,0343 @
i

1, e ,
1,667 m_ é ”

0,0686

N\ zakljucna linija /
N 7 I )

%

H=25cm

1

Slika 5.10: Postupak skiciranja utjecajne linije za poprec¢nu silu u presjeku

202



POGLAVLIJE 5.

UTJECAJNE FUNKCIJE

M =40Nm

I_l =1 [ 1’#’:
; == Ca
{\ P =30 E:‘w"l M =40 Vm
/-'—l
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im Im 2m im

_h_

¥

Slika 5.11: Utjecajna linija za popre¢nu silu u zadanom presjeku

Zakljuc¢na linija na slici 5.10 sastoji se iz dva pravca. Prvi pravac zadovoljava

rubne uvjete diska izmedu ¢vorova 1 i 3 zadanoga statickog sistema. Cvorovi 1, 2

3 su lezajevi u kojima su vertikalni pomaci nula, dok je relativan vertikalan pomak

¢vora 2 i presjeka t — ¢ jednak jedan. Pravac koji zadovoljava navedene uvjete spaja

¢vorove 1, 21 3, a ujedno je produzetak zrake tangentnoga poligona s indeksom 0.

Druga se zakljuc¢na linija odnosi na disk izmedu ¢vorova 3 i 4. Zakrivljenost diska
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izmedu navedenih ¢vorova jednaka je nuli, stoga utjecajna funkcija mora biti prvog
stupnja (Ciji je graf pravac). Vertikalni su pomaci ¢vorova 3 i 4 nula, te zaklju¢na
linija spaja navedene ¢vorove na zraci 3 (koja predstavlja utjecajnu funkciju diska
izmedu ¢évorova 3 1 4).

Ocitavanjem vrijednosti utjecajne linije na mjestu djelovanja sile P i zaokreta
tangente s indeksom 3 za zadano se opterecenje odreduje vrijednost poprecne sile u

presjeku t-1 :

n,=0,063m, ¢, =0rad

_ m _
M, (P,M)=1, -;-P+(0M- -M

1

n
100 1

M, ,(P,M)=0,063-——=-30+0-— 40 =15,75 kNm

Izravnavanje zakljucne linije i konacna skica utjecajne funkcije za poprecnu silu

u zadanom presjeku prikazano je na slici 5.11.
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5.4 Odredivanje utjecajne linije za reakciju u lezaju

Primjenom relaksacijskog postupka po Crossu odredit ¢e se utjecajna linija za
vertikalnu reakciju u lezaju A (slika 5.12). Ocitavanjem vrijednosti utjecajne linije
na mjestu zadane sile P odredit ¢e se iznos vertikalne reakcije u lezaju A od utjecaja
zadane sile P. Zadane su vrijednosti umnoska EI = 77000 kNm? i optereéenja
P =45 EkN.

@ B @ I @E

Slika 5.13: Prva faza po Crossu — stanje sprijeCenih pomaka

Zadani se sistem sastoji od dva zglobno povezana diska. Definiraju se tri ¢vora,
odnosno dva elementa (slika 5.13). Sistem je pomican, a postojeci se pomak u prvoj
fazi ,prosirenoga" Crossovog postupka sprecava dodavanjem zglobnoga Stapa na
mjestu i u smjeru pomaka (slika 5.13). Vanjsko je djelovanje prisilni jedini¢ni pomak

¢vora 1 u smjeru suprotnom od pozitivnoga smjera vertikalne reakcije lezaja A.
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Momenti upetosti elemenata 1-2 i 2-3 su

Na mjestu zglobnoga stapa koji sprecava pomak ¢vora 2 od utjecaja jedini¢nog
prisilnog pomaka javlja se reakcija iznos koje se moze odrediti iz pogodno odabranih

presjeka kao na slici 5.14.

©
&

—>»0
|
B
4"’_

210 @

L~
=)
Vwﬂ |

B
%

N

Tt%y
Tr

Slika 5.14: Odredivanje reakcije Ry u pridrzanju

Moment M&Q jednak je nuli, a iz uvjeta ravnoteze za element 2 — 3 proizlazi

da su i poprecne sile Ty 3 i T3 jednake nuli. Dakle, reakcija R, istoga je iznosa, a

suprotnoga smjera od poprecne sile T’ ; i iznosi

7_1,2_ 2,120
_1,2+7_;,2'4:O
T, =SBl = B = -FF
’ 8 4 ’ 32
RlziE]
32

Prema postupku ,prosirenoga" Crossa na mjestu sprijeCenoga pomaka raskida
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se veza kojom je pomak sprijecen i odreduju se momenti na krajevima elemenata

uzrokovanih dopustenim pomakom (slika 5.15).

Slika 5.15: Druga faza po proSirenom Crossu — stanje dopustenih pomaka

Momenti na krajevima elemenata 1 —2 i 2 — 3 od vertikalnog pomaka ¢vora 2 su

wN
«——
=

< @ 2E] @

Slika 5.16: Odredivanje reakcije Ry u pridrzanju
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Vrijednost vertikalnog pomaka w3 hira se po volji, a za iznos wgdarant = %
momenti m; ; su
2E1 8
S Wil (NN B W |
"z 4 ( 4E1j
EI 8 3
m,=-3———=—=
4 4FEI
odabrani

Osim pojave reakcija (sila i momenata) u upetim lezajevima, pomak w§
uzrokuje reakciju u zglobnom Stapu (kojim se spreava pomak na mjestu ¢vora

2 razli¢it od odabrane vrijednosti wy = Na slici 5.16 prikazani su presjeci

8
1)
statickoga sistema, a postavljanjem pogodnih uvjeta ravnoteze za pojedine presjeke

odreduje se vrijednost reakcije Ry zglobnog Stapa:

t,—1,=0 hy=1,=0
n/llz_tl,z 4=0 m3’2+13)2-420

3 b e
hy=> = 14,,= i o 8

Zglobni stap kao i reakcija na mjestu Stapa nisu dio zadanoga sistema, pa stoga
konacna vrijednost reakcije na mjestu zglobnoga stapa mora biti nula. Postavlja se
uvjet i8Cezavanja reakcije i definiranje koeficijenta 5 (koji je faktor proporcionalnosti

stvarnoga i odabranoga pomaka):

R+p-R =0
3 9
—-FEI+8-|—=|=0
32 'B( 8j
3
=—-FEI
& 36
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Na temelju izraza za konacne vrijednosti momenata savijanja prema postupku

,prosirenoga" Crossa odredeni su momenti na krajevima elemenata 1 —21i 2 — 3:

M(x) = MCrossl + ﬂ : MCrossZ
M1,2 - Ml,z +:B'm1,2 Ms,z - A7[3,2 +,B-m3)2
3 3 1 3 3 1
M. =——F+—Fl-3=——-F] M, =0+— - FEl-| ——|=——-FEI
2T M T3 8 LAY ( zj 3
M2,1:O M .=0

2,3

Na slici 5.17 skicirana je utjecajna funkcija (primjenom Mohrove analogije) za
reakciju na upetom lezaju zadanog sistema. Zakljuéna linija mora zadovoljiti rubne
uvjete u dva upeta lezaja: u desnom su lezaju pomaci i zaokret su nula, dok je
u lijevom lezaju vertikalni pomak jednak jedan, a horizontalni su pomak i zaokret
nula.

Zadani sistem tvore dva zglobno spojena diska, pa zaklju¢na linija zapravo nije
linija ve¢ dvije linije (pravci) sa zajednickom tockom na mjestu zglobne veze dva
diska (koji se nezavisno rotiraju, ali zajedno translatiraju u vertikalnom smjeru na
mjestu ¢vora 2).

Iznos je vertikalne reakcije lezaja A uzrokovane silom P:

77, =0,05343 m

_ m
R,(P)=n, ';'P

100
R,(P)=0,05343.==45=30,05 kN
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@ 211 l i EI E

| 4dm 0 dm .
N 1 i
4 ]
| O
L) {/l
16 ¢ 0,0625-4
1 ¢=—"——=0125m"
¢2:0,125-4:0’25 o
X ODABRANO :1m° :: 20 cm
¢ =0,125-20=2,5 cm
o | zakljucna linija ¢, =0,25-20=5,0 cm
N H =20 cm
n=8 ... odabrana prikrata
S _
o H:200m22,50m
on
<
(e8]
o
0 [
=
1
w,=0,0801m
_m
W, =W, -—
n
w,= 0,0801-100 ~1,0

Slika 5.17: Postupak skiciranja utjecajne linije za reakciju na upetom lezaju A
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Nakon izravnavanja pravaca zakljucne linije konacna je skica utjecajne linije

prikazana na slici 5.18.

Slika 5.18: Skica utjecajne funkcije za reakciju na upetom lezaju A

Na slici 5.17 dijagram zakrivljenosti podijeljen je u dvije povrSine s oznakama
¢1 1 ¢2. U poligonu sila ove su povrsine (prema Mohrovoj analogiji to su zamisljene
sile) rastavljene na ukupno tri komponente na zrakama s indeksima od 0 do 2, te
se tangentni poligon sastoji od tri pravca (tangenata) pomocu kojih je utjecajna
funkcija skicirana.

Medutim, ako se dijagram zakrivljenosti razdijeli na vise podrucja zamisljenoga
opterecenja, tangentni ¢e poligon definirati veéi broj tangenata funkcije koja se pos-

ljedi¢no moze tocnije skicirati. Pritom se dijagram zakrivljenosti dijeli na zamisljena
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opterec¢enja podjelom uzduz osi elemenata statickoga sistema.

lP
@ 2EI EI

AANNNNN\N

L 4m p 4m |
I b i
n
e y 6 %11
| i s ()
E ¢1 ¢2

(0,0625+0,03125)-2,0 .
= > =0,09375 m

0,03125-2

¢ =——""""=0,03125 m’
0,0625-2

¢, =————=0,0625 m’
(0,0625+0,125)-2,0 .

¢, = 5 =0,1875 m

H=25cm

ae

Slika 5.19: Podjela dijagrama zakrivljenosti na vise dijelova

Naime, odredivanjem iznosa zamisljene sile (rezultante zamisljenoga opterecenja)
definira se iznos odredenoga integrala funkcije zakrivljenosti s donjom granicom na
koti pocetka zamisljenoga optereéenja i s gornjom granicom na koti njegovoga kraja.
Ispravna podjela dijagrama zakrivljenosti na vise podru¢ja zamisljenoga opterecenja
(koji su u ovom primjeru slu¢ajno jednakih duljina) prikazana je na slici 5.19 (uo¢imo
da se trapezna povrsina zamisljenoga opterec¢enja ne dijeli na jednostavnije povrsine
kao Sto su primjerice trokut i pravokutnik, jer se na taj nacin ne odreduje iznos

odredenoga integrala funkcije zakrivljenosti).
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5.5 Utjecajna linija okvirnoga sistema

Za zadani staticki sistem sa slike 5.20 skicirat ¢e se utjecajna linija za moment
savijanja u presjeku t-t. Dijagram momenata savijanja od jedini¢noga (relativnog)
zaokreta na mjestu presjeka t-f, potreban za primjenu Mohrove analogije, odreden
je inZenjerskom metodom pomaka.

Na temelju utjecajne linije odredit ¢e se iznos momenta savijanja u presjeku t —¢

zbog optereéenja silom H = 50 kN.

15 H

= - | E’O

Slika 5.20: Zadani staticki sistem — poluokvir

Na slici 5.21 za zadani sistem definirani su ¢vorovi 1,2 i 3 kao i njihovi nepoznati
pomaci i zaokreti (zaokret ¢vora 2, g9, i uzduzni pomak elementa 2 — 3, ug3 ). U
prvoj fazi inzenjerske metode pomaka nepoznati se poopcéeni pomaci sprecavaju
dodavanjem veza na zadani sistem kao $to je prikazano na slici 5.21.

Na temelju plana pomaka (napomena: apsolutni polovi elemenata I, [T 1 I11
slu¢ajno su na istim mjestima i s istim oznakama kao i indeksi ¢vorova elemenata
zadanoga sistema) zglobne sheme u kojoj je sprije¢ena moguca translacija zadanoga
sistema, a dopusten relativan zaokret na mjestu presjeka t-¢, odredeni su kutovi

zaokreta elemenata (slika 5.21), dok su momenti upetosti njihovih krajeva
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Slika 5.21: Cvorovi zadanoga sistema, shema sprijecenih poopéenih pomaka i plan
pomaka zglobne sheme za relativni zaokret na mjestu presjeka t-t

U izrazima za momente upetosti koji nastaju zbog zaokreta 1y i ¢ razlika je u
odnosu na izraze iz faze dopustenih pomaka inZenjerske metode pomaka (u sluc¢aju

postojanja nepoznatih kutova zaokreta ¢vorova elementa zadanoga sistema), u pred-
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znaku ispred konstanata 4 i 3. Razlog lezi u teoremu Miiller-Breslaua prema kojem
je progibna linija jednaka utjecajnoj ako je skicirana za slucaj djelovanja jedini¢noga
opterec¢enja na mjestu, ali suprotnoga smjera od dogovornoga pozitivnog smjera
staticke veli¢ine za koju se utjecajna linija odreduje. S druge strane, u fazi dopu-
Stenih pomaka inzenjerske metode pomaka, pretpostavljamo uvijek pozitivan smjer
(nepoznatih) kutova zaokreta, te su i momenti savijanja na krajevima elemenata u
navedenoj fazi metode uvijek pozitivni.

Nakon odredivanja momenata na krajevima elemenata u fazi sprije¢enih pomaka,
dopustaju se translacijski pomak wus 3 (slika 5.22) i zaokret ¢, te su momenti na

krajevima elemenata

A i ol,2

Slika 5.22: Plan pomaka u fazi dopustenih pomaka za nepoznati translacijski
pomak us 3
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Konaéni su momenti

M
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Za izracunavanje nepoznatih pomaka sastavlja se sustav jednadzbi na temelju
ravnoteze momenata ¢vora u kojem je nepoznat kut zaokreta, odnosno na temelju

teorema o virtualnim pomacima. Sustav i pripadno rjesenje su oblika

-M

Lo

%-‘-EI'(DZ +3'%'1/l23 4 B =ip, =0

1 1
(-5 Jran {50

(ﬂ-i-ﬂ'(ﬁ +3-%-u23 +%+EZ-¢2 +3-%-u23)(—1J:0

M

23 =

0

2

8 2 4
1 3
%:_g, ”2,3:_g

Uvrstavanjem dobivenih pomaka u izraze za kona¢ne momente savijanja na kra-

jevima elemenata zadanoga sistema odreduje se njihova vrijednost (M;s = ’TEI,
My, = %, My s = _TEI), a pripadni je dijagram momenata savijanja prikazan na
slici 5.23.

Zadani se staticki sistem sastoji od horizontalnoga elementa 2 — 3 i vertikalnoga
elementa 1 — 2. Prema tome, progibna linija za bilo koji slu¢aj opterecenja sas-
toji se od funkcije koja opisuje progibe horizontalnoga elementa i funkcije progiba

vertikalnoga elementa.
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]
5

Slika 5.23: Dijagram momenata savijanja zadanoga sistema za slucaj djelovanja
jedini¢nog pomaka na mjestu presjeka t-¢
te dijagram zakrivljenosti

Prema teoremu Miiller—Breslaua utjecajna linija jednaka je progibnoj za veé
poznati slucaj jedini¢noga djelovanja, iz Cega slijedi da se utjecajna linija za moment
savijanja u presjeku ¢-t na zadanom statickom sistemu sa slike 5.20 sastoji od funkcije
izmedu ¢vorova 2 i 3 i funkcije izmedu ¢vorova 1 1 2.

Obje se funkcije mogu skicirati primjenom Mohrove analogije u kojoj ¢e rezultanta
zamisljenoga optereéenja ¢, posluziti za sliku funkcije na elementu 2 — 3, dok su
¢ 1 ¢3 rezultante zamisljenoga optereéenja elementa 1 — 2 i upotrebljavaju se za
skiciranje dijela utjecajne funkcije od ¢vora 1 do ¢vora 2. Napomenut ¢emo da se
prikazuje postupak skiciranja utjecajne funkcije za moment savijanja u presjeku t-t,
pa stoga tangente utjecajne funkcije na mjestu zadanoga presjeka moraju medusobno
zatvarati jedini¢ni kut $to se postize dodavanjem zamisljene jedini¢ne sile na mjestu
presjeka t-t.

Za svaki dio skice utjecajne funkcije definira se po jedna zaklju¢na linija: na
elementu 2 — 3 zaklju¢nom se linijom zadovoljava rubni uvjet kliznoga lezaja dok
¢e upeti lezaj elementa 1 — 2 definirati zakljuénu liniju skice utjecajne funkcije
navedenoga elementa. Elementi 1 —2 i 2 — 3 dijele zajednicku tocku (¢vor 2) u kojoj
se pod pravim kutom ti elementi sastaju, a vertikalan pomak koje je jednak nuli
(zbog zanemarivanja utjecaja uzduznih sila na pomake toc¢aka konstrukeije).

Na slici 5.24 prikazan je postupak skiciranja utjecajne funkcije za poprec¢nu silu

u presjeku ¢-t zadanoga sistema.
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0 ¢:Q§3:Q3m°

$,=021=0,2 m°

*——i——+{ $,=0,2-3,0=0,6 m’

ODABRANO po volji :1m° ::5 cm

H=1m" $¢=03-5=1,5cm
H=5cm 4 =02-5=1,0 cm
n=2 ... odabrano 6 =0,6-5=3,0 cm
H:52m22§cm 1=1.5=5,0cm

Slika 5.24: Postupak skiciranja utjecajne funkcije za moment savijanja u zadanom
presjeku ¢-¢
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Na mjestu i u smjeru djelovanja sile H oc¢itana je vrijednost utjecajne linije
Ny = 1,193 em te je uz uvazavanje mjerila duljina i odabrane prikrate odreden iznos

momenta savijanja u presjeku t-t uzrok kojega je sila H:
1, =0,012341 m
_ m
Mt—t(H):UH ;H

100
M,_,(H)=-0,01193-—=50

M, (H)=-23,86 kNm

Nakon izravnavanja zakljuc¢nih linija dobivena je skica utjecajne linije za moment
savijanja u zadanom presjeku statickoga sistema (slika 5.25). Lako je primijetiti da
su tangente na utjecajne funkcije u ¢voru 2 medusobno okomite, to¢nije da se kut

izmedu osi elemenata zadanoga statickog sistema nije promijenio.

P
4 1,0
U
3,0
777777777
3,0

Slika 5.25: Utjecajna linija za moment savijanja u zadanom presjeku -t
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6.1 O mrezama prednapetih kabela i metodi gustoca
sila

Metode obradene u knjizi (do sada) primjenjive su na nosive sisteme ¢iji su pomaci
i deformacije uzrokovane opéim vanjskim optereé¢enjem mali. Stoga je oblik statickoga
sistema uvijek bio poznat (promjena oblika koja nastaje vanjskim djelovanjem ne
utjee znatno na iznose unutarnjih sila), odnosno uvjeti ravnoteze postavljali su se
na nedeformiranim oblicima zadanih sistema.

Medutim, postoje nosivi sistemi ¢iji pomaci od vanjskoga djelovanja znatno
utjecu na njihov ravnotezni oblik. Na primjer, uze slobodno ovjeSeno za svoje
krajeve promijenit ¢e oblik (ravnotezni polozaj) ovisno o poloZaju (pravcu i smislu
djelovanja) vanjske koncentrirane sile [16] (slika 6.1). Prilikom promjene oblika u

popre¢nom se presjeku uzeta javlja (jedino) uravnotezavajuca vlacna sila.

P NL—

Slika 6.1: Ravnotezni oblik uzeta ovisan o polozaju opterecenja

Naime, zbog zanemarive fleksijske krutosti u popre¢nom se presjeku uzeta ne
moze pojaviti moment savijanja (pa stoga niti popre¢na sila) kao ni tla¢na sila, te
uze mora promijeniti oblik da bi se aktiviranjem vla¢ne sile uravnotezilo vanjsko
(poprecno) djelovanje.

Zbog opisane osjetljivosti uzeta na promjenu opterecenja, ona se "pletu" u mrezu
koja tvori plohu dvostruke zakrivljenosti (antiklasti¢na ploha) te se napinju znatnim
prednaponskim silama ($to omogucuje prijenos optereéenja aktiviranjem geometrijske
krutosti). Upravo ¢e oblik i prednapon definirati razinu nosivosti antiklasti¢nih mreza
koje se u gradevinarstvu nazivaju mrezZama prednapetih kabela [11], slika 6.2. Ako
se pronade ravnotezni oblik mreze prednapetih kabela za definirane rubne uvjete i
razinu prednapona, dobiveni oblik mreze zadrzat ¢e se (uz manje promjene) i nakon
djelovanja (vec¢ine) vanjskih opterecenja ili njihovih kombinacija. Postupak ¢iji je

rezultat ravnotezni oblik mreze prednapetih kabela naziva se traZenjem oblika [4].
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Slika 6.2: Primjeri ravnoteznih oblika mreza prednepetih kabela

U postupku trazenja oblika pretpostavljaju se potpuno savitljivi kebeli koji se
medusobno mimoilaze, no zbog male dimenzije kabela moguce je zamisliti da se
kabeli sijeku.

Vlastita se tezina kabela zanemaruje (zbog male vrijednosti) kao i vanjsko dje-
lovanje (ali samo u fazi trazenja oblika). Naime, nakon odredivanja ravnoteznoga
oblika mreze prednapetih kabela provodi se staticki proracun u kojem se definiraju
vanjska djelovanja i njihove kombinacije. Ravnotezni oblik dobiven u fazi trazenja
oblika nece se pri tome bitno promijeniti (to¢nije, ako se oblik znatno mijenja pod
djelovanjem primjerice optere¢enja vjetrom, postupak trazenja oblika treba ponoviti

te nac¢i novi ravnotezni oblik s poveéanim silama prednapona).
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Slika 6.3: Slobodni ¢vor 5 izdvojen iz mreze prednapetih kabela (¢vorovi od 1 do 4
su lezajni)

Zbog pretpostavke potpune savitljivosti kabel optere¢en samo koncentriranim
silama poprima oblik ravninske ili prostorne poligonalne linije. Stoga se dijelovi
kabela izmedu sjeciSta mogu smatrati ravnima.

Izdvajanjem jednoga ¢vora iz mreze (slika 6.3) u kojem se sijeku Cetiri kabela
(takvi se ¢vorovi nazivaju slobodnima), postavljaju se tri uvjeta ravnoteze. lako je
rije¢ o dijelu prostorne konstrukcije postoje samo tri nezavisna uvjeta ravnoteze jer,
kao Sto je ve¢ receno, u poprec¢nim se presjecima kabela ne mogu pojaviti momenti
savijanja zbog njegove zanemarive fleksijske krutosti. Prema tome, mjesta sjecista
kabela mogu se smatrati zglobovima.

Izdvajanjem slobodnoga ¢vora 5 sa slike 6.3 iz mreze kabela preostali se dio mreze
mora zamijeniti vla¢nim silama na pravcima spojnica krajnjih tocaka elemenata
(kabela). Stoga ¢e ¢vor 5 biti u ravnotezi ako je zbroj svih (vla¢nih) sila koje djeluju

na navedeni ¢vor jednak nuli, toc¢nije:

2. Fl)=1,
Zi F(y) =0,
Y. F(z)=0.

Cetiri se sile (S1, S2, S31.54) rastavljaju na komponente u smjeru koordinatnih

osi, pa stoga tri jednadzbe ravnoteze poprimaju sljedeéi oblik:
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Zj_” S,.j -cosa; =0,
2" S, -cosB; =0,
X" 8, -cosp = 0.

U tim se izrazima coscy j, cosf; ; 1 cosy; ; nagibi elemenata i, j (to¢nije elemenata

od 1 do 4) u odnosu na koordinatne osi z, y i z. Ti se nagibi mogu zapisati kao

% =2,

cosa, ; = ,
¢

yj-yl

cosp, ; = g *
"

Z.= 2,
cosy, ; = r

Nadalje, nazivnici izraza za nagibe elemenata u odnosu na osi koordinatnog

sustava duljine su elemenata:

=\ =)+, -0) +(5,-=)

Uzimajuéi u obzir izraz za duljinu elementa kao i izraz za nagib elementa u
odnosu na osi koordinatnoga sustava, tri jednadzbe ravnoteze slobodnog ¢vora mreze

prednapetih kabela glase [19]:

S, L 0
i q %) 2 2 ’
J@ﬁ%)qn_%)q%_q
S i~ % )
i q %) 2 2 .
Yo =) +(5,-2) +(z,-2)
TS i 0
i y :

\/(xj —x,.)2 +(y,- —J’,:)z +(Zj _Zi)2
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Taj sustav jednadzbi, zapisan za sluc¢aj (jednostavne) mreze od Cetiri elementa

(i jednim slobodnim ¢vorom, slika 6.3), glasi:

- X

Sl' 2 — 2 2 +S2' 2 : S 2 2 P
\/(x1_x5) +(y1_y5) +(ZI_ZS) \/xz_xs) +(y2_y5) +(Zz_zs)
S~,~ X3 = Xs +S4- Xy — X5 -0
& 3 3 5 5 2 2
\/(xs_xs) +(y3_y5) +(Z3_Zs) \/(x4_x5) +(y4_y5) +(Z4_Zs)
S . =) i8S - — Vs a7
| 2
\/()‘71_)‘75)2 (y ys) (Z _Zs 2 \/(xz ys) (Zz_zs)2
s . V3= s Vi—)s -0
\/(xs_xs) (y Ys _Zi 5)2+(y4—y5)2+(z4—25)2
Sl. 2 Z)—Zs 2 +S2 : 2,725 = +
Yo =x) + (-2 ) +(5-2,) VO =5) +(a—3) +(z2-25)
S 2 S 2 +5, 2 = 2 2 =
Y =5 ) + (- 3e) +(z - =) Y =5 + (-2 +(z0-2)

Nepoznanice su tog sustava jednadzbi koordinate slobodnoga ¢vora (zs, ys, 25),
kao i vlacne sile u elementima (57, Sz, S3 1 S;). Dakle, tri su jednadzbe pomocu
kojih je potrebno odrediti sedam nepoznanica. Opcenito, mreza prednapetih kabela
s n slobodnih ¢vorova i m elemenata ima 3 - n 4+ m nepoznanica, a broj je jednadzbi
ravnoteze 3 - n. Da bi sustav jednadzbi s veéim brojem nepoznanica od broja
jednadzbi u sustavu bio rjesiv, propisuju se dodatna pravila za eliminaciju suvisnih

nepoznanica pri tvorbi sustava jednadzbi [11]; primjerice:

1. unaprijed su zadane uravnotezene projekcije sila u svim elementima na ravninu

zy (,kvazilaplaceovo" pravilo),

2. zadan je omjer izmedu iznosa sile i duljine svakoga elementa (pravilo ,,gustoca

sila"),

3. zadani su iznosi sila u svim elementima (poopcéeno pravilo ,geodetske mreze"),
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4. u nekim su elementima zadani iznosi sila, dok je u ostalima definirana linearna

ovisnost sile o ,deformaciji" (to¢nije o duljini kabela) (,kombinirano pravilo"),

5. u nekim su elementima zadane sile, a u drugima duljine (ili nedeformirane

duljine).

Slika 6.4: Podrucje konvergencije metode Newton—Raphson za primjer mreze s
jednim slobodnim ¢vorom i presjek kroz podruéje s ravninom XY = 0 [20]

Takoder, sustav je jednadzbi ravnoteze slobodnih ¢vorova mreZze prednapetih kabela
(kao §to je onaj mreze sa slike 6.3) nelinearan: nepoznate koordinate ¢vorova po-
javljuju se u brojniku i nazivniku faktora uz iznos sile S;. Sustavi se nelinearnih
jednadzbi najcéesée rjesavaju numerickim metodama od kojih je najpoznatija metoda
Newton—Raphson |5, 20]. Metoda je iteracijska te zahtijeva odabir pocetnoga rjese-
nja. Za jednadzbe izrazite nelinearnosti odabir dobroga pocetnog rjesenja uvjetuje
konvergenciju metode Newton—Raphson. Dakle, podrucje je konvergencije metode
ogranifeno i izrazito nepravilno (slika 6.4), a ,pogoditi" dobro pocetno rjeSenje nije
nimalo trivijalan zadatak [13].

Stoga ¢e se primijeniti drugo pravilo po kojem treba zadati omjere sile i duljine
svakoga elementa (Z—Zj) [28]. Ako se taj omjer oznadi s ¢;, tada se u svakom slobodnom
¢voru zapisuju jednadzbi ravnoteze u obliku
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Konkretno, za slu¢aj mreze s jednim slobodnim ¢vorom sa slike 6.3 sustav jed-

nadzbi ravnoteze sastoji se od sljedece tri jednadzbe:

q, '(xl _x5)+Q2 '(xz _x5)+% '(x3 _x5)+CI4 '(x4 —x5)20
q, '(yl_y5)+q2 '(yz _y5)+q3 '(y3_y5)+Q4 '(y4_y5):O
q, '(Z1_Zs)+% '(Zz _Zs)+Q3 '(Z3_ZS)+CI4 '(24_25)20

Lako je uociti da je taj sustav linearan i da ima tri nepoznanice (koordinate
slobodnoga ¢vora 5, (5, s, 25)). Bitno je naglasiti da se vla¢ne sile u elementima
ra¢unaju posredno, nakon rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi, te da povecanje gus-
toca sila svih elemenata mreze za isti faktor nece utjecati na promjenu ravnoteznoga
oblika mreze.

Opisano pravilo kojim se rjesava problem prekobrojih nepoznanica u odnosu
na broj jednadzbi u sustavu uvodenjem faktora koji se naziva gustocom sila (g; ;)
definira metodu gustoca sila [28]. Metoda izvorno nije iteracijska, medutim postoji
njezina iteracijska primjena [17] (u slu¢aju zadavanja dodatnih pocetnih uvjeta u

obliku Zeljenih sila i/ili duljina svih ili nekih elemenata mreze).
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6.2 Metoda gustocéa sila

Na slici 6.5 prikazana je mreza prednapetih kabela s ¢etiri lezajna ¢vora (koor-
dinate kojih su dane u tablici dolje) te jednim slobodnim ¢vorom (s indeksom 5).
Ravnotezni polozaj ¢vora 5 treba odrediti primjenom metode gustoca sila uz zadanu

jedini¢nu vrijednost gustoca sila svih elemenata (¢ =1, o =1, g3 =11 ¢ = 1).

4

X

Slika 6.5: Primjer mreze prednapetih kabela sa slobodnim ¢vorom 5 u opéem
polozaju

Jednadzbe ravnoteze ¢vora 5 glase (prije i nakon uvrtavanja ulaznih podataka):

q1'(x1_x5)+%'(xz_x5)+%'( Xy = )+Q4 ( —xs):O
%'(yl_ys)"—qz'(yz_y5)+q3'(y3_ys)+% ( )
Q1'(Z1_Zs)+%'(Zz_Zs)+Q3'( )+6]4 ( —ZS):O

1-(4,4—x)+1-(4,2—x; ) +1-(1,0—x, ) +1-(7,2 - x; ) =
1:(2,5-y,)+1-(8,5- ys) (3,9-y5)+1:(5,9-y;) =
1:(0—z,)+1-(0—z, ) +1-(0—z ) +1-(3-2) =0

0
0

Rjesenje sustava glasi:

x,=4,2
Vs =5,2
z;=0,75

Vlacne sile u elementima odreduju se na temelju izraza za gustocu sila te iznose:
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S =2,81
S, =3,38
S, =3,53
S, =381

&~

Ravnotezni polozaj prikazan je na slici 6.6.

Slika 6.6: Ravnotezni polozaj mreze prednapetih kabela za jedini¢nu vrijednost
gustoca sila
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6.3 Iteracijska primjena metode gustoca sila

Ravnotezni polozaj slobodnoga ¢vora mreze prednapetih kabela iz primjera 1
odredit ¢e se uz uvjet zeljenih sila prednapona svih elemenata od 5 kN. Trazenje
oblika provest ¢e se iteracijskom primjenom metode gustocéa sila u kojoj se
iznosi gustoca sila u koraku k iteracije odreduju na temelju Zeljene sile u elementu i

duljine elementa iz prethodnoga koraka.:

k _ Sij
G = 7o
ij

Nakon rjesavanja jednadzbi ravnoteze provjeravaju se trenutacni iznosi prednapon-
skih sila, a prorac¢un zavrsava kada je njihov iznos jednak Zeljenom iznosu uz odabranu
toleranciju odstupanja.

U prvom koraku neka je q}j = 1 za sve elemente mreze prednapetih kabela, te je

rjeSenje jednadzbi ravnoteze jednako rjesenju iz primjera 1:

T =4,2
y: =5,2
2 =0,75
dok su sile u elementima mreze
S% =2,81
521 = 3,38
S§ = 3,53
Si = 3,81

Gustoce sila elemenata u drugom su koraku iteracije

G =257 = 1,78
qur’;gzms
q§=ﬁ=1,42
q§:%21,31

e . o S} . .
(nazivnici tih izraza odreduju se na temelju izraza Z}j = q—f) Jednadzbe ravnoteze
i
sljedeé¢ega su oblika:

1,78-(4,4—x7)+1,48-(4,2—x7 ) +1,42-(1,0—x; ) +1,31-(7,2—x7 )
1,78-(2,5—y§)+1,48-(8,5—y§)+1,42-(3,9—y§)+1,31-(5,9—y§):
1,78-(0-23)+1,48-(0— =7 ) +1,42-(0- =3 )+1,31-(3- ) =0

0
0
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uz napomenu da eksponent nepoznanica u tom sustavu jednadzbi oznacava trenutacni

korak iteracije. RjeSenje sustava, pripadne sile i duljine elemenata mreze jesu

x2=4,16 S2 =471 02 =265
yi =5,06 87 =518 ¥ =3.50
z2 =0,65 S3 =4,85 §, =342

§2 =515 2 =3,93

Postupak se mora nastaviti jer sile prednapona u drugom koraku nisu postigle

zeljeni iznos. Ponovno se odreduje gustoca sila elemenata za novi, treéi korak

iteracije:
3 _ 50 __
@ = 565 = 1,89
qu%zms
3 _ 50 _
q3—m—1746
3 _ 50 __
q4—m—1,27

dok su pripadni sustav jednadzbi i rjeSenje:

1,89-(4,4—x§)+1,43-(4,2—x§)+1,46 1,0—x§)+1,27-(7,2—x§)
1,89-(2,5-)7)+1,43-(8,5—- 3 ) +1,46-(3,9- 3 ) +1,27-(5,9- ;)
1,89-(0-2)+1,43-(0-2])+1,46-(0-z)+1,27-(3-2) =0

=0
=0

i
L

x: =4.12 S} =484 0} =256
y:=4,97 8, =512 7 =3.59
z; =0,63 S5 =4,90 2} =336

§3=508 =399
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Postupak se prekida kad je razlika zeljenih sila prednapona i sila u trenuta¢nom
koraku iteracije jednaka 10~* (ili manja), a u konkretnom je primjeru iteracija
prekinuta nakon 19 koraka. Koordinate slobodnoga c¢vora 5, sile prednapona i

duljine elemenata u 19. su koraku

x¥=406  S7=49999 (=243
yY¥ =484  §°=50000 () =372
2> =0,60 Sy =4,9999  ¢; =3,26

Sy =5,0000 () =4,09

Na slici 6.7 prikazani su svi polozaji koje zauzmu elementi prednapete mreze
kabela od prvoga do devetnaestoga koraka iteracije, a polozaj u kojem sile imaju

zeljenu vrijednost istaknut je crvenom bojom.

Slika 6.7: Ravnotezni polozaji mreze prednapetih kabela po koracima iteracijske
primjene metode gustoca sila

Primijetimo da se u svakom koraku iteracije mreza prednapetih kabela nalazi u
ravnoteznom polozaju te da se iteracija prekida u polozaju ravnoteze koji zadovoljava
pocetne uvijete. Osim iteracijske primjene metode gustoca sila uz uvjet Zeljenih sila,
metoda se moze iteracijski primijeniti uz pocetno kinematicko ogranic¢enje u obliku
zeljenih duljina svih ili pojedinih elemenata. Tada se u svakoj iteraciji odreduje

iznos gustoca sila kao

& k=1
J— 1.7 X
&5 = 7,
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Slika 6.8: Ravnotezni polozaj mreze prednapetih kabela za Zeljenu vrijednost sila
prednapona

Slika 6.9: Ravnotezni polozaj mreze prednapetih kabela iz poglavlja 6.2 (crni
¢vorovi i elementi) i polozaj uz Zeljenu vrijednost sila prednapona iz poglavlja 6.3
(crveni ¢vorovi i elementi)
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