Gradevna statika 1.

Rad, virtualni pomaci

1 virtualni rad



Pojam rada



T =xT+yJ+ zk

x s — x(s) éitd.
= . o\ > o\ —> D
F(r) = K(F)T + Fy(¥)7 + F.(*) k

Fo : 7 — F(F) = Fe(xyy,2) 6itd.

Za silu koja djeluje na nekom putu kaZemo da radi.

Put na kojem sila djeluje opisujemo vektorskom funkcijom ¥. Njezine su skalarne komponente
skalarne parametarske funkcije

x:s+— x(s) étd.

Bududi da sila moZe uzduz puta mijenjati i intenzitet i pravac djelovanja i orijentaciju na njemu,
prikazujemo je vektorskom funkcijom polozaja

F 7o F}(?) = f(x,y,z).
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| sila i put bitne su odrednice pojma rada — nepomi¢na sila, ma kako velika bila, ne radi;

da bi radila, sila mora ,putovati”. Ali, ni samo , putovanje” sile nije dovoljno: radi samo ona
komponenta sile koja zaista pomice tijelo ili se tom pomicanju odupire — rastavi li se sila f(?)
u dvije medusobno okomite komponente, komponentu Fl (¥) na tangenti na zakrivljenu putanju
i komponentu okomitu na nju, radi samo tangencijalna komponenta.

U najjednostavnijem slu¢aju (put je pravocrtan, a sila konstantna po vrijednosti i djeluje na
pravcu puta) rad je jednak umno3ku vrijednosti sile i orijentirane duljine prevaljena puta (os-
novno$kolska definicija: rad je sila puta put). Ako sila nesto gura ili vu¢e (ako sila i put imaju
istu orijentaciju), rad joj je pozitivan, a ako se pomicanju odupire, rad je negativan.
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Ako sila l?(?) ne djeluje na pravcu puta, komponenta ﬁ‘(?) jednaka je ortogonalnoj projekciji sile
na pravac puta. Vrijednost te projekcije jednaka je skalarnom produktu vektora sile i jedini¢noga
vektora T na pravcu puta.

Ako je put zakrivljen, 1 je jedini¢ni vektor tangente na krivulju puta u totki ¥, t = d¥/|d¥|
— - — s
je vrijednost projekcije F(¥) -t = F(7) - d7/||d7].

ypa
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T (F, dF) = FI(F) [dF| = |F(F) -~ | |dF]
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= F(®) - dF = F(F) dx+ Fy(®) dy + F.(F) dz

Ako je put zakrivljen, osnovnoskolsku definiciju rada moZemo primijeniti samo za infinitezimalni
rad dU(7, d¥) pri neizmjerno malom pomaku d7 po tangenti.

Infinitezimalni je rad tada jednak umnoku vrijednosti komponente sile FI(¥) koja djeluje na
tangenti na krivulju puta i duljine |d¥| neizmjerno maloga pomaka d7 po tangenti.

. v . " . v . v .. . v . =
Taj se rad, kao $to ,izvod” pokazuje, moZe izralunati i kao skalarni umnozak vektora sile F(7)
i vektora neizmjerno maloga pomaka dr.



~ ~

Wi :/ AW (7, dF) =/ F(7) - d7
AB

_ /N [F(F) dx + Fy () dy + F(¥) dz]

Ukupan rad sile F na zakrivljenom putu AB, od totke A do totke B, jednak je vrijednosti
krivuljnoga integrala (druge vrste).



rad vanjskih i unutarnjih sila:

20 e rad
Py e rad vanjskih sila
by e rad unutarnjih sila

Rad opcenito oznacavat ¢emo s 2, rad vanjskih sila s 2, a rad unutarnjih s L.



rad (stvarne) sile na virtualnom pomaku:

50 = F -5l = Fyduy + Fyduy +F, 5w,

Matematicki je model idealizirana slika dijela stvarnosti. Model nije stvarnost; za neke njegove
elemente i za neke postupke u njemu ne moraju postojati izvornici u stvarnosti. Elemente modela
i odnose u njemu moZemo zamisliti gotovo po volji, tako da pojednostavnimo matemati¢ku
obradu.

Posebno, zanimat ¢e nas samo poloZaji sile na poletku i na kraju njezina , putovanja” (iako u
stvarnosti postoje sile €iji rad ovisi o cijelom putu, pa je razli¢it na razli¢itim putevima izmedu
istih to¢aka). Ravna je spojnica poletne i kona&ne totke , putovanja” pomak. Uzet ¢emo uz to
da je pravac djelovanja sile u kona¢nom poloZaju usporedan s pravcem na kojemu je djelovala
prije ,,putovanja”.

Pomak koji zami$ljamo nazivamo virtualnim pomakom, a rad sile na njemu virtualnim radom.
Oznaka je virtualnosti 6: b1, 6.

Pomake ¢emo zamisljati tako da ne naruse geometrijske odnose u nosalu. Najlesce ée to znaditi
da su pomaci mali (u smislu teorije ,,malih” pomaka).

Uvedene pretpostavke omogucuju nam povratak na jednostavnu osnovnoskolsku deficiju rada:
sila puta pomak. ..

... zapravo, malo sloZeniju, jer se pravac djelovanja sile ne mora poklapati s pravcem pomaka,
tako da rad izratunavamo primjenom skalarnoga umnoska vektora sile i vektora pomaka.



rad (stvarne) sile na virtualnom pomaku:

50 = F -5l = Fyduy + Fyduy +F, 5w,

= Fldu = Faul

Taj je skalarni umnozak jednak umnosku vrijednosti F! ortogonalne projekcije sile F na pravac
pomaka i duljine &u pomaka b1ii.

Cesto ¢emo, medutim, govoriti o ,,pomaku po pravcu djelovanja sile”. Pomak po pravcu djelova-
nja sile definiramo kao ortogonalnu projekciju vektora pomaka na pravac djelovanja sile. Kako
je skalarno mnoZenje komutativna operacija, skalarni je umnozak vektora sile i vektora pomaka
jednak i umnosku vrijednosti F sile Fi duljine du! pomaka po pravcu njezina djelovanja.



Teorem o virtualnim pomacima

za deformabilne sisteme



moguce stanje pomaka sistema

stvarno ravnoteZno stanje sistema

lako virtualne pomake tocaka konstrukcije samo zamisljamo, prirodno je zahtijevati da u sta-
novitom smislu odgovaraju stvarnim pomacima; ponajprije, da nosa¢ pritom ostane cjelovit —
osim hvatista sila pomicat Ce se i susjedne tocke, tako da promijenjeni oblik osrt dijelova nosada
treba prikazati neprekinutim, dovoljno glatkim krivuljama. Za Bernoulli-Eulerovu gredu, pri-
mjerice, to znadi da progibna linija ne smije imati ni lomove ni skokove. K tome jo$ progibna
linija mora prolaziti lezajnim to¢kama.

Polje pomaka koje zadovoljava uvjete neprekinutosti i geometrijske rubne uvjete nazivamo
mogucim ili dopustivim stanjem pomaka sistema.

Unutarnje sile i reakcije izra¢unane iz polja pomaka po volji odabranoga moguceg stanja pomaka
ne moraju i naj¢esée nece biti u ravnotezi sa zadanim silama. No, jedno je od mogucih stanja
pomaka stvarno ravnoteZno stanje sistema — konfiguracija nosaca u kojoj su vanjske i unutarnje
sile u ravnotezi.
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Teorem ¢emo dokazati za ravnu gredu u ravnini xz.

Os x koordinatnoga sustava poklapa se s osi grede. Jedan je kraj grede u ishodistu, a drugi u
tocki £y. Greda moZe biti stati¢ki odredena ili neodredena, ali mora biti geometrijski nepromje-
njiva. LeZajevi su u krajnjim to¢kama, ali jedan kraj moZe biti i slobodan.

Buduéi da ¢e se u dokazu pojaviti diferencijalne jednadzbe ravnoteze, uzet ¢emo da na gredu
(osim na krajevima) djeluju samo distribuirane sile opisane neprekidnim funkcijama.



N(z) p(x) N(x + dz)

x | dx |
N(z) p(x) | N(z + dz)
du(x) du(z + dx)
— e

Vige smo ve¢ puta rekli, pa i pokazali/dokazali, da su u okvirima linearne teorije sve poslje-
dice uzduZnih i popre¢nih djelovanja na ravnu gredu medusobno neovisne, pa ¢emo ih i sada
razdvojiti.

Pocet ¢emo s uzduZnim smjerom, jer je jednostavniji: od unutarnjih sila postoji samo uzduZna.
U popre¢nom pak smjeru su-djeluju popre¢na sila i moment savijanja.

Na infinitezimalni odsjeCak izmedu poprecnih presjeka kroz totke x i x + dx na pravcu osi
— —

grede djeluju distribuirana sila P, uzduZna sila =N (x) u presjeku x i uzduZna sila N(x +dx) u

presjeku x + dx (gornja slika).

Vrijednost je rezultirajuce sile distribuirane sile p na odsjetku p(x) dx (uzimamo da se vrijednost
distribuirane sile P ne mijenja uzduZ odsje¢ka i da je jednaka vrijednosti p(x) u to&ki x; naime,
bududi da je funkcija p neprekidna, njezin je prirast na odsje¢ku neizmjerno malen, pa je doprinos
toga prirasta rezultanti, ap’(x)dx? za neki e [0,1), kao neizmjerno mala veli¢ina drugoga
reda, zanemariv).

Virtualni su pomaci krajeva u smjeru osi dii(x) i 8u(x + dx), a njihove su orijentirane duljine
du(x) i du(x + dx) (donja slika).



N(z) p(x) N(x + dz)

x | dx |
N(z) p(x) | N(z + dz)
du(x) du(z + dx)
— e

—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx) + [p(x)dx] du(x)

Uzmemo li da rezultantirajuéa sila p(x) dx djeluje u to€ki x, njezin je infinitezimalan virtualni
rad

[p(x) dx] du(x).
(Djeluje li sila p(x) dx u bilo kojoj drugoj totki izmedu to€aka x i x + dx, vrijednost njezina
rada razlikuje se od navedene za zanemarivu vrijednost o p(x) du’(x) dx? za neki cce [0,1).)
Radovi su uzduZnih sila na virtualnim pomacima krajeva odsjetka

—N(x)du(x) i N(x+dx)ou(x+ dx).
(Izraz za rad na lijevome kraju ima predznak ,—", jer se, prema slici, pozitivno orijentirana sila

,suprotstavlja" pozitivnomu pomaku.)

Ukupan je virtualni rad sila koje djeluju na odsje¢ak zbroj rada rezultirajuce sile distribuirane
sile i radova uzduZnih sila na njegovim krajevima.



N(z) p(z) N(z) + dN(z,dz)

x } dx }
N(f)_ _._.p@ | . _]\L(:c) + dN(z, dz)
du(z) du(x) + ddu(z, dz)

—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx) + [p(x)dx] du(x)
= —N(x) du(x) + [N(x) + dN(x,dx)] [du(x) + ddu(x, dx)] + [p(x) dx] du(x)

Infinitezimalne priraste funkcija N i d&u zamijenili smo diferencijalima dN i dou,

N(x + dx) = N(x) + dN(x, dx)

du(x +dx) = du(x) + dou(x,dx), ...



N(z) p(z) N(z)+ N'(x)dx

x } dx }
N(f)__’_’p@AA_“_b_N»(x)+N’(z)dx
du(z) du(z) + 8u/(z) dx

—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx) + [p(x)dx] du(x)
= —N(x) du(x) + [N(x)+ N'(x) dx] [du(x) + du'(x) dx] + [p(x)dx] du(x)

.. i potom uvrstili definicije diferencijala:

dN(x,dx) = N’(x)dx

déu(x,dx) = du'(x) dx.
MnoZenjem binoma

N(x)+N'(x)dx i du(x)+ du'(x)dx.

s desne strane znaka jednakosti dobivamo...  (sljedeca stranica)



N(z) p(z) N(z)+ N'(x)dx

x } dx }
N(f)__’_’p@AA_“_b_N»(x)+N’(z)dx
du(z) du(z) + 8u/(z) dx

—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx) + [p(x)dx] du(x)

= —NEsufx] + Nlxsufx] + Nix) [5u/(x) dx]
+ [N/(x) dx] du(x) + N xdux)dx? + [p(x)dx] du(x)

Prva dva pribrojnika s desne strane po apsolutnoj su vrijednosti jednaka, ali suprotnih predznaka,
pa se ponistavaju, dok je pribrojnik N’(x) du’(x) dx? zanemariv kao neizmjerno mala veli¢ina
drugoga reda.

(Podizraz s lijeve strane znaka jednakosti ne mijenjamo; provuéi éemo ga gotovo do kraja
dokaza.)



N(z) p(z) N(z)+ N'(x)dx

x } dx }
N(f)__’_’p@AA_“_b_N»(x)+N’(z)dx
du(x) du(z) + du/(z) dz

—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx) + [p(x)dx] du(x)
= N(x) [du(x) dx] + [N'(x) dx] du(x) + [p(x)dx] du(x)

Zadnja dva pribrojnika na desnoj strani sadrze dx du(x), ...



N(z) p(z) N(z)+ N'(x)dx

x } dx }
N(f)__’_’p@AA_“_b_N»(x)+N’(z)dx
du(z) du(z) + 8u/(z) dx

—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx) + [p(x)dx] du(x)

= N(x) [du’(x) dx] + [N'(x) + p(x)] dx du(x)

... pa se dx du(x) moZe izluditi.

Ako je prije virtualnoga pomicanja odsjetak bio u ravnoteZi, sile koje djeluju na njega zadovo-
ljavale su diferencijalnu jednadzbu ravnoteze

N'(x) + p(x) = 0.



N(z) p(z) N(z)+ N'(x)dx

x } dx }
N(f)__’_’p@AA_“_b_N»(x)+N’(z)dx
du(x) du(z) + du/(z) dz

—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx) + [p(x)dx] du(x)

= N(x) [du'(x) dx] + [N'(x) + p(x)] dx du(x)

A\ 7/

0

Kako se, prema nasim pretpostavkama, ni sile ni njihovi geometrijski odnosi pomicanjem nisu
promijenili, sile ostaju u ravnoteZi, pa podizraz u uglatim zagradama u drugom pribrojniku na
desnoj strani i$¢ezava, . ..



N(z) p(z) N(z)+ N'(x)dx

x } dx }
N(f)__’_’p@AA_“_b_N»(x)+N’(z)dx
du(x) du(z) + du/(z) dz

—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx) + [p(x)dx] du(x)
= N(x) [du'(x)dx] + [N'(x x ou(x)

.. a to znadi da is¢ezava drugi pribrojnik . . .



N(z) p(z) N(z)+ N'(x)dx

N(z) p(x) N(z) 4+ N'(z)dz

—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx) + [p(x)dx] du(x)
= N(x) [du'(x) dx]

... te ostaje samo jedan, prvi pribrojnik. ..



infinitezimalni rad uzduZne sile na infinitezimalnome prirastu polja uzduznih
virtualnih pomaka:

d8in (x, dx) % N(x) [bu/(x) dx]

du’ = 6¢

Adtin(x, dx) % N(x) [5e(x) dx]

... kojim je definiran infinitezimalni rad uzduZne sile na infinitezimalnome prirastu polja uzduz-
nih virtualnih pomaka.

Drugu, uokvirenu definiciju omogudila je kinemati¢ka veza du’ = d¢, analogna vezi u' = ¢
izmedu stvarnih polja pomaka i deformacija.



N(f)__’_’p(_{)»_’_b_]\i(x—i-dx)
du(x) du(z + dx)

—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx) + [p(x) dx] du(x)
= N(x) [du’(x) dx]

Greda je sastavljena od bezbroj infinitezimalnih odsje¢aka. Za svaki od njih moZemo napisati
jednakost analognu izvedenoj (i ponovno napisanoj).



N(f)__’_’p(_{)»_’_b_]\i(x—i-dx)
du(x) du(z + dx)

¢
—N(0) du(0) + N(£) du(?) +/ p(x) du(x) dx
0

= /EN(X) du'(x) dx
0

desni kraj prethodnoga odsjetka: N(x) du(x)

lijevi kraj promatranoga odsje¢ka: —N(x) du(x)

»Zbrojimo" li svih tih bezbroj jednakosti, dobit ¢emo prikazani izraz; podizrazi za rad uzduznih
sila na dodirnim ravninama susjednih odsje¢aka — prvi pribrojnik u jednakosti napisanoj za neki,
bilo koji odsje¢ak, —N(x) dw(x), i drugi pribrojnik u jednakosti za prethodni, N(x)du(x) —
medusobno se ponistavaju, jer je rije¢ o istom poprenom presjeku, pa, dakle, i o istom pomaku
te o silama istoga intenziteta, ali suprotne orijentacije (slika), tako da u ,,zbroju” na lijevoj strani
znaka jednakosti preostaju samo podizrazi za radove sila u ravninama krajnjih presjeka (lijevo
od najljevije totke ne postoji N(0) du(0), desno od najdesnije totke ne postoji —N(£) du(()).
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No N,

N(0) N(¢)
N(0) = —N, N(¢) = N,

Na lijevome kraju prvoga i na desnome kraju zadnjega odsje¢ka djeluju vanjske sile; oznadit
— —

¢emo ih s Ny i Ny (srednja slika). Na lijevom su kraju , dogovorene” pozitivne orijentacije

vanjskih i unutarnjih sila razli¢ite (srednja i donja slika), pa se mijenja predznak vrijednosti.

Vanjske sile na krajevima mogu biti reakcije ili sile zadane kao opterecenje (primjer na gornjoj

slici).



i
No ouw(0) + Ngou(?) +/ p(x) du(x) dx
0

= /f N(x) du’(x) dx
0

Uvodenjem vrijednostT vanjskih sila na krajevima jednadzba izri¢e jednakost virtualnih radova
vanjskih i unutarnjih sila. Svi pribrojnici s lijeve strane znaka jednakosti izraZavaju radove
vanjskih sila,



virtualni rad uzduZznih sila:

( ¢
dLUn d:ef/ N(x) du'(x) dx :/ N(x) de(x) dx
0 0

. a integralom na desnoj strani definiran je rad uzduZnih sila na infinitezimalnim prirastima
polja uzduZnih virtualnih pomaka ili, krace, virtualni rad uzduZnih sila.



q(z) dw(x + dz)

T(x) p -+

T(x + dx)
\ dx |

—T(x) dw(x) + T(x 4+ dx) dw(x + dx) + [q(x) dx] dw(x)
= —T(x) dw(x) + [T(x) + T'(x) dx] [dBw(x) + dw'(x) dx] + [q(x) dx] dw(x)

Za popre¢ni smjer pricu mozemo vecim dijelom ponoviti, s drugim silama i drugim virtualnim
pomacima

Na infinitezimalni odsje¢ak izmedu poprecnih presjeka kroz totke x i x + dx okomito na os
— =

grede djeluju distribuirana sila q, popre¢na sila —T (x) u presjeku x i popre¢na sila T (x + dx)

u presjeku x 4+ dx (gornja slika). Vrijednost je rezultirajuce sile distribuirane sile na odsjetku

q(x) dx.

Virtualni su pomaci krajeva po pravcima okomitima na os grede dw(x) i & (x 4+ dx), a njihove
su orijentirane duljine dw(x) i dw(x + dx) (donja slika).

Ukupan je virtualni rad sila koje djeluju na odsje¢ak zbroj rada rezultirajuce sile distribuirane
sile i radova poprecnih sila na njegovim krajevima (lijeva strana jednakosti).

Infinitezimalne priraste funkcija T i 8w zamijenili smo diferencijalima dT i ddw i uvrstili definicije
diferencijala (desna strana jednakosti).

MnoZenjem binoma s desne strane znaka jednakosti dobivamo...  (sljedeca stranica)



[
T(x) T(x + dx)
7 b
dw(x)
q(z) dw(x + dz)
C
T(x) p *
T(x + dx)
\ dz |

—T(x) dw(x) + T(x 4+ dx) dw(x + dx) + [q(x) dx] dw(x)

= —Thg-dwix] + W + T(x) [dw’(x) dx]
+ [T(x) dx] dw(x) + T'(x ") dx® + [q(x) dx] sw(x)

Prva dva pribrojnika s desne strane po apsolutnoj su vrijednosti jednaka, ali suprotnih predznaka,
pa se ponistavaju, dok je pribrojnik koji sadr#i dx? zanemariv.



q(z) dw(z + dz)

b
T(x + dx)

—T(x) dw(x) + T(x + dx) dw(x + dx) + [q(x) dx] dw(x)

= T(x) [6w'(x) dx] + [T'(x) dx] dw(x) + [q(x) dx] dSw(x)

Zadnja dva pribrojnika na desnoj strani sadrze dx dw(x), ...



q(z) dw(x + dz)

T(x) p -+

T(x + dx)

| dz |

—T(x) dw(x) + T(x + dx) dw(x + dx) + [q(x) dx] dw(x)
= T(x) [6w'(x)dx] + [T'(x) + q(x)] dx dw(x)

. 7

0

... pa se dx du(x) moZe izluditi.

Ako je prije virtualnoga pomicanja odsjetak bio u ravnoteZi, sile koje djeluju na njega zadovo-
ljavale su diferencijalnu jednadzbu ravnoteze

T'(x) + q(x) = 0.
Kako se, prema nasim pretpostavkama, ni sile ni njihovi geometrijski odnosi pomicanjem nisu

promijenili, sile ostaju u ravnoteZi, pa podizraz u uglatim zagradama u drugom pribrojniku na
desnoj strani i8¢ezava, te ostaje samo jedan, prvi pribrojnik.



M(x + dz)

T(z)

]W:L+dx

—M(x) 0% (x) + M(x +dx) dd(x +dx) — [T(x) dx] 63(x)

Pri¢a se sada malo zapli¢e, jer u popre¢nom smjeru jo$ dva lika ulaze na scenu — moment
savijanja i moment sprega poprecnih sila.

Pri izvodenju diferencijalne jednadzbe
M'(x) —T(x) =0

pokazali smo da su utjecaji distribuirane sile i prirasta popre¢ne sile na momentnu ravnotezu
— —
odsjetka zanemarivi. Na odsje¢ak nanosimo stoga (samo) moment —M(x) i silu —T (x) u
— =
presjeku x te moment M (x + dx) i silu T (x) u presjeku x + dx.

Momenti —I\7l(x) i7\7l(x + dx) rade na zaokretima ravnina popreénih presjeka kutovi kojih su
d¥(x) i d¥(x + dx). Zanemarimo li infinitezimalni prirast kuta 89(x + dx) — &3(x), par sila
—?(X) i f)(x) tvori spreg moment kojega ima intenzitet |T(x)|dx i negativan smisao vrtnje.
Moment sprega radi na zaokretu spojnice hvatista sila sprega:

—[T(x)dx] 89 (x) = —T(x) 69(x) dx.

Ukupan je virtualni rad momenata koje djeluju na odsje¢ak zbroj radova momenata savijanja
na njegovim krajevima i rada sprega poprecnih sila.



M(x + dz)

T(z)

]W x + dz)

619x+dm

—M(x) 0% (x) + M(x +dx) dd(x +dx) — [T(x) dx] 63(x)
= M(x) [69'(x)dx] + [M'(x) — T(xl] dx 89 (x)

G

-~

0

Nakon ve¢ poznatih zamjena, poniStavanja, kracenja i sredivanja, dobivamo jednakost u kojoj
se kao podizraz pojavljuje lijeva strana diferencijalne jednadzbe ravnoteze

M'(x) — T(x) = 0.

Zadovoljavaju li momenti savijanja i popre¢na sila tu jednadzbu, na desnoj strani jednakosti
radova ostaje samo prvi pribrojnik.



—T(x) dw(x) + T(x 4+ dx) dw(x + dx) + g(x) dw(x) dx
= T(x) [dw'(x) dx]

—M(x) 83 (x) + M(x + dx) dd(x + dx) — [T(x) dx] dd(x)
= M(x) [68'(x) dx]

—M(x) 83 (x) + M(x + dx) dd(x + dx) — [T(x) dx] dd(x)
—T(x) dw(x) + T(x 4+ dx) dw(x + dx) + q(x) dw(x) dx
= M(x) [8d(x) dx] + T(x) [dw'(x) dx]

lako i sile i momente prikazujemo vektorima, silu ne mozemo pribrojiti momentu. No, rad sile
i rad momenta ,,obi¢ni" su brojevi (u kontekstu linearne algebre nazivamo ih skalarima), pa ih
mozemo zbrojiti.

Izrazu za rad momenata (drugi izraz) pribrojili smo izraz za rad sila u popre€¢nom smjeru (prvi
izraz).



—M(x) 09(x) + M(x + dx) 89 (x + dx)
— T(x) dw(x) + T(x +dx) dw(x +dx) + q(x) dw(x) dx
= M(x) [60'(x)dx] + T(x) &9 (x) dx + T(x) dw'(x) dx

U dobivenom smo izrazu pribrojnik —T(x) d3(x) dx prebacili na desnu stranu znaka jednakosti.



—M(x) 09 (x) + M(x + dx) 89 (x + dx)
—T(x) dw(x) + T(x +dx) dw(x +dx) + q(x) dw(x) dx
= M(x) [68'(x) dx] + T(x) ([69(x) + dw'(x)] dx]

Dva pribrojnika na desnoj strani sada sadrze podizraz T(x) dx, pa smo ga izludili.

Prvim pribrojnikom iza znaka jednakosti definiran je..., dok je drugim pribrojnikom defini-
ran ... (sljedeca stranica i ona iza nje).



infinitezimalni rad momenta savijanja na infinitezimalnome prirastu polja
virtualnih zaokreta ravnina poprecnih presjeka:

A8 (x, dx) X M(x) [69/(x) dx]

Bernoulli-Eulerova greda:
0 = d¢p = —dw’ = M =6’ = —dw" = bk
ddim(x,dx) = M(x) [6k(x) dx]

5 = —ow’ = T(x) ([69(x) + dw’'(x)]dx] = 0

infinitezimalni rad momenta savijanja na
infinitezimalnome prirastu polja virtualnih zaokreta ravnina poprecnih presjeka.

Na proslom smo predavanju naveli da su u Bernoulli-Eulerovoj teoriji kutovi zaokreta ravnina
poprecnih presjeka jednaki kutovima koje tangente na deformiranu os grede zatvaraju s osi X,
o) = 6@ = —dw’, pa infinitezimalni rad momenta savijanja moZemo zapisati i u obliku

ddiUm(x,dx) = M(x) [6k(x) dx].

Iz 60 = —dw’ uz to slijedi d9(x) + dw’(x) = 0, pa drugi pribrojnik iza znaka jednakosti
iS¢ezava — popre¢na sila u Bernoulli-Eulerovoj teoriji ne radi.



TimoSenkova greda:
O = b + oy = —ow' + oy = N —0p = D+’ = dy

T(x) ([69(x) + dw’'(x)]dx] = T(x) [&y(x)dx]

infinitezimalni rad popre¢ne sile na infinitezimalnome prirastu polja virtualnih
»klizanja" ravnina poprecnih presjeka:

Aottt (%, dx) ¥ T(x) [5y(x) dx]

U Timosenkovoj je teoriji kut zaokreta normale na ravninu popre¢noga presjeka sastavljen od
kuta zaokreta tangente na os grede i kuta zbog ,klizanja" te ravnine.

Buduéi da je kut zaokreta normale na ravninu popre¢noga presjeka jednak kutu zaokreta te
ravnine, slijedi da je u TimoSenkovoj teoriji drugim pribrojnikom definiran infinitezimalni rad
poprecne sile na infinitezimalnom prirastu polja virtualnih , klizanja” ravnina poprecnih presjeka.

Prvim je pribrojnikom i u Timo3enkovoj teoriji definiran infinitezimalni rad momenta savijanja

na infinitezimalnome prirastu polja virtualnih zaokreta ravnina popreénih presjeka, ali sada taj

prirast ne mozemo zapisati kao 0k = —dw”.



Bernoulli-Eulerova greda:

—M(x) dp(x) + M(x + dx) dp(x + dx)
— T(x) dw(x) + T(x +dx) dw(x +dx) + q(x) dw(x) dx

= M(x) [bk(x) dx]

Timosenkova greda:

—M(x) 89(x) + M(x + dx) d9(x + dx)
— T(x) dw(x) + T(x +dx) dw(x +dx) + q(x) dw(x) dx
= M(x) [6'(x) dx] + T(x) [6y(x) dx]

Dakle, za virtualan rad momenata i sila u popre¢nom smjeru na infinitezimalnom odsjec¢ku
Bernoulli-Eulerove grede moZemo napisati prvi, a za virtualan rad na infinitezimalnom odsjec¢ku
TimoSenkove grede drugi izraz.



Bernoulli-Eulerova greda:

i
Mo b (0) + Mdp(L) + Todw(0) + Ty ow({) +/ q(x) dw(x) dx
0

¢
z/M(x)éK(x) dx
0

virtualni rad momenata savijanja:

def

i ¢ ¢
dUm = /0 M(x) 69" (x) dx :/0 M(x) 6@’ (x) dx :/0 M(x) dk(x) dx

Integriranjem izraza za infinitezimalni odsje¢ak Bernoulli-Eulerove grede u granicama od 0 do
¢ i uvodenjem vrijednosti vanjskih sila na krajevima dobivamo jednadzbu koja izri¢e jednakost
virtualnih radova vanjskih i unutarnjih sila. Svi pribrojnici s lijeve strane znaka jednakosti
izraZavaju radove vanjskih sila, integralom na desnoj strani definiran je rad momenata savijanja
na infinitezimalnim prirastima polja virtualnih zaokreta poprecnih presjeka ili, krace, virtualni
rad momenata savijanja.



TimoSenkova greda:

(
Mo 89(0) + M 63(L) + Todw(0) + T, dw(d) +/ q(x) dw(x) dx
0

¢
= / [M(x) 83/ (x) + T(x) &y(x)] dx
0

virtualni rad momenata savijanja:

def

¢
dUm :/0 M(x) 89'(x) dx

virtualni rad poprecnih sila:

def

¢
Sy :/OT(x) dy(x) dx

Analogno, integriranjem od O do { izraza za infinitezimalni odsjeak TimoSenkove grede i
uvodenjem vrijednosti vanjskih sila na krajevima dobivamo jednadzbu koja izri¢e jednakost
virtualnih radova vanjskih i unutarnjih sila.

Integral na desnoj strani moze se zapisati kao zbroj dvaju integrala.
Prvim je integralom definiran virtualan rad momenata savijanja. Drugi je integral definicija
rada poprec¢nih sila na infinitezimalnim prirastima polja virtualnih , klizanja” ravnina popre¢nih

presjeka ili, krace, virtualni rad popre¢nih sila. Virtualni rad popre¢nih sila postoji samo u
TimosSenkovoj teoriji savijanja.



I na kraju, kad sve zbrojimo:
Bernoulli-Eulerova greda:
No du(0) + Nedu(€) + Todw(0) + Ty dw(L)

¢
+ Mo 8 (0) + Mdp({) +/O [p(x) du(x) + q(x) dw(x)] dx

— /ﬁ [N(x) de(x) + M(x) dk(x)] dx
0

You € Vow

Ako na gredu djeluju distribuirane sile na pravcu njezine osi i okomito na os, . ..



Timosenkova greda:
Nodu(0) + Nedu(l) + Todw(0) + T, dw(d)
i
+ Mo 89(0) + M, 8d(L) +/ [p(x) du(x) + q(x) dw(x)] dx
0

{
_ / IN(x) 8e(x) + T(x) 5y(x) + M(x) 88'(x)] dx
0

Vou & Vodw & V)

Ako na gredu djeluju distribuirane sile na pravcu njezine osi i okomito na os, . ..



prvi dio teorema o virtualnim pomacima za deformabilne sisteme:

ako se konstrukcija pod zadanim opterecenjem nalazi u stanju ravnoteZe,
onda je rad stvarnih vanjskih sila na po volji odabranim poljima virtualnih
pomaka (lijeve strane jednadzbi) jednak radu stvarnih unutarnjih sila

na infinitezimalnim prirastima tih polja (desne strane jednadZbi)

sazeti izraz jednakosti virtualnih radova vanjskih i unutarnjih sila:

U = duU Vou

Na prethodnim smo stranicama, s pocetkom na stranici 14., dokazali prvi dio teorema o virtu-
alnim pomacima.

U TimoSenkovoj teoriji odabiremo polja virtualnih translacijskih pomaka du i dw te polje vir-
tualnih zaokreta popreénih presjeka koje opisujemo poljem kutova zaokreta d9. U Bernoulli-
Eulerovoj teoriji kutovi zaokreta popre¢nih presjeka jednaki su kutovima nagiba tangenata na
progibnu liniju, 8 = &, a te pak kutove odreduje polje vrijednosti popre¢nih pomaka izrazom
d¢p = —dw’, tako da je sada dovoljno odabrati polja virtualnih translacijskih pomaka du i dw.

Losa je vijest da prvi dio teorema sa stajalista provedbe proraduna nije pretjerano koristan — ne
daje nam neki novi, laksi, brZi ili Sire primjenjiv proracunski postupak. Uvjetna je postavka toga
dijela ravnotezno stanje, dok je posljedi¢na postavka jednakost virtualnih radova: ako znamo
reakcije i unutarnje sile koje uravnotezuju zadano optereéenje i ako nasumiceé odaberemo polja
virtualnih pomaka, pokazat ¢e se da te sile i ta polja zadovoljavaju jednadZbu koja izraZzava
jednakost radova. No, ako je ravnotezno stanje poznato, zna¢i da smo jednadzbe ravnoteZe na
neki nacin ve¢ rijesili.



drugi dio (obrat prvoga dijela) teorema o virtualnim pomacima:

ako je rad stvarnih vanjskih sila na svim poljima virtualnih pomaka jednak radu
stvarnih unutarnjih sila na infinitezimalnim prirastima tih polja, onda su vanjske
I unutarnje sile u ravnoteZi

Drugim rije¢ima, uspijemo li za neki sistem vanjskih i unutarnjih sila pokazati da zadovoljavaju
jednadzbu

U = U
na svim poljima virtualnih pomaka, znat ¢emo da je uravnoteZen.
Obrat prvoga dijela teorema (ili: drugi dio teorema) mnogo je zanimljiviji i svrsishodniji — to
je teorijski temelj niza metoda, ponajvise pribliznih, numeri¢kih, poput metode konalnih ele-

menata, koje su primjenjive na znatno veéi skup zadataka negoli analiti¢ko rjeSavanje jednadzbi
gradevne statike i, oplenitije, jednadZbi teorije elasti¢nosti.



OUN = O

(
No du(0) + Ngou(l) +/ p(x) du(x) dx
0

¢
= / N(x) du'(x)dx  Voéu
0

Obrat ¢emo dokazati samo za uzduZni smjer.

Pretpostavljamo, dakle, da je rad stvarnih vanjskih sila koje djeluju na osi nosaa na svim poljima
virtualnih pomaka po osi jednak radu stvarnih uzduZnih sila na infinitezimalnim prirastima tih
polja. Treba pokazati da te vanjske i unutarnje sile zadovoljavaju diferencijalnu jednadZbu
ravnoteze uzduznih sila

N'(x) + p(x) = 0.



N(z) p(z) N(z)+ N'(x)dx

x } dx }
N(f)__’_’p@AA_“_b_N»(x)+N’(z)dx
du(x) du(z) + du/(z) dz

—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx)
= —NOdu(x] + NO-dulx) + N(x) [su’(x) dx]
+ IN/(x) dx] du(x) + N'[x)outx) dx”

Zamjenom infinitezimalnih prirasta funkcija N i du diferencijalima virtualni éemo rad uzduZnih
sila na krajevima infinitezimalnoga odsjetka (lijeva strana jednakosti) prikazati na drugi na&in
(desna strana).



—N(x) du(x) + N(x + dx) du(x + dx)
= N(x) [du'(x) dx] + [N’(x) dx] du(x)

¢ ¢
—N(0) du(0) + N(£) du(L) = / N(x) du'(x) dx +/ N’(x) dx du(x)
0 0

Integriranjem dobivene (prve) jednakosti dobivamo drugu jednakost . ..



(
/EN(X) Su'(x)dx = —N(0)du(0) + N(€) du(L) —/ N/(x) dx du(x)
0 0

... pa virtualni rad uzduZnih sila (na cijeloj gredi) moZemo pisati kao. ..



i
No ouw(0) + Ngou(?) +/ p(x) du(x) dx
0

¢
= / N(x) du'(x)dx  Vou
0

¢
No du(0) + Ng du(L) —I-/ p(x) du(x) dx
0

¢
= —N(0) du(0) + N(£) du(¢) —/ N'(x) du(x)dx  Vou
0

Dobiveni izraz za virtualni rad uzduznih sila uvrstili smo u jednadZbu koja izri¢e jednakost
virtualnih radova vanjskih i unutarnjih sila. ..



[N(0) + No] du(0) + [=N(£) 4+ N¢J du(l)

¢
+/ IN’(x) +p(x)] du(x)dx = 0 vV ou
0

... te preuredili dobivenu jednadZbu povezivanjem pribrojnika kojima su izraZeni radovi na po-
macima istih tocaka.



[N(0) + Nol du(0) +

¢
+/ IN(x) +p(x)] du(x) dx = 0 vV ou
0

[N(0) + NgJ du(0) = 0 vV ou(0)
=0 v ou(l)

(
/ IN’(x) +p(x)] du(x) dx = 0 Vou
0

Bududi da se vrijednosti pojedinih pribrojnika u dobivenoj jednadZbi mogu neovisno mijenjati,
svaki od njih mora biti jednak nuli, i to za bilo virtualni pomak.



[N(0) + No =0 v

[=N(£) + N =0 v
ax=0 VxelR = a=90
N(0) + Ny = 0 N(0) = —N,
N +Ng = 0 N(0) = N,
|
Ny [ Ny
N(0) N(£)

Za prva dva pribrojnika to znadi:

N(0), N(£), No, Ng, du(0) i du(€) su brojevi, pa su ta dva uvjeta oblika
(b+c)x=0 odnosno ax=0 za bilo koji x,

a to je moguce samo ako je a =0, odnosno b+ c =0, odnosno b = —c.

Dobiveni izrazi nazivaju se prirodnim rubnim uvjetima, a izraZavaju vrijednostl unutarnjih sila
na krajevima grede pomocu vrijednost vanjskih sila u tim to¢kama.



{
/ IN'(x) + p(x)] 5ulx) dx = 0
0

osnovna lema varijacijskoga racuna:

ako neprekidna funkcija f zadovoljava jednadZbu

/abf(x) dx = 0

za sve funkcije o, onda je f =0 na {(a,b)

N'(x) +p(x) =0 za xe€(0,0)

Tvrdnja da iz
¢
/ [N'(x) +p(x)] du(x) dx = 0 Vou
0

slijedi

N'(x) +p(x) =0 za xe(0,0)
nije tako otigledna. (Uz povr3ni bismo pogled rekli da znamo da odredeni integral moZe biti
jednak nuli iako podintegralna nije nulfunkcija; primjerice, /27T sinx = 0. No, u nasem je slu¢aju
podintegralna funkcija umnoZak dviju funkcija, pa je pri¢a 0malo sloZenija.)

Zato se u grani matematike zvanoj varijacijski ra¢un dokazuje navedena osnovna lema (lema
je pomocéni teorem &iji se rezultat upotrebljava pri dokazivanju vaZnijega teorema, Cesto i niza
teorema).

Lemu necemo ovdje dokazivati (radoznali mogu razmjerno kratak dokaz nadi u skriptama na
stranici 205). No, prihvatimo li da osnovna lema varijacijskoga racuna vrijedi, traZeni zaklju&ak
neposredno slijedi.

Time smo dokazali obrat teorema o virtualnim pomacima za deformabilne sisteme.



