GS 1. — 6. rujna 2022.

Zadatak 3.

Izracunajte relativni kut zaokreta izmedu osi grede neposredno desno od tocke A

i osi grede neposredno lijevo od tocke B.

F =75 kN M = 100 kNm 5 =5 mm
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Korak prvi. Stupanj staticke neodredenosti i osnovni sistem (za metodu sila):

Stupanj staticke neodredenosti zadanoga sistema moze se odrediti ,formalnim” i ,ne-
formalnim” postupkom. U ,neformalnom” se postupku stupanj staticke neodredenosti
utvrduje istodobno s oblikovanjem osnovnoga sistema—raskidanjem dovoljnoga broja
spojeva zadani se sistem pretvara u staticki odredeni; stupanj staticke neodredenosti jed-
nak je, dakako, broju raskinutih spojeva. Taj je postupak posebno prikladan ako vas
zadani sistem podsje¢a na neki ,,poznati” staticki odredeni sistem (samo $to ima nekoliko
spojeva previse).

Zadani bi vas sistem trebao podsjetiti na trozglobni okvir: lezajevi stupova su nepomié¢ni
zglobni, a u polovistu je grede (treéi) zglob. ,Visak” su pomicni zglobni lezajevi na
krajevima grede; maknemo li ih, ostaje staticki odredeni sistem:

Raskinuli smo dva spoja, §to znaci da je zadani sistem dva puta staticki neodreden.



Osnovni sistem za metodu sila dobivamo tako da na dobiveni staticki odredeni sistem

dodamo (zdsada nepoznate) sile koje su raskinuti spojevi prenosili:
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Razmjerno poznati bi osnovni sistem mogao biti i trozglobni okvir s dvije ,,jednostavno
oslonjene grede” kojima su nepomicni zglobni ,lezejevi” zglobni spojevi s okvirom:
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Obratite pozornost na nacin na koji su umetnuti zglobovi: izmedu stupa i grede tro-
zglobnoga okvira ostaje kruti spoj; zglobni je spoj samo izmedu ugla/évora okvira i

prikljucenoga kraja jednostavno oslonjene grede:

.

(Spomenut ¢éu i to da je lako pokazati da je svejedno stavimo li jedan moment para
nepoznatih momenata na pocetak grede okvira ili na vrh stupa.)
Postupak ,,prisje¢anja poznatih sistema” nije bez opasnosti. Ponekoga bi zadani sistem mogao podsjetiti

na poduprtu gredu (iz prve skupine) koja nema stupove nego potporne zglobne Stapove, te bi krute
spojeve stupova s gredom trebalo zamijeniti zglobnim spojevima (ponovno se raskidaju dva spoja):
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Dobiveni je sistem, medutim, mehanizam (s kinematickom preodredenoséu):



,Formalni” je postupak odredivanja stupnja staticke neodredenosti prebrojavanje tijela i

spojeva i izracunavanje (minimalnoga) broja stupnjeva slobode prema izrazu

Smin = 3t—3k—221 —422 — e —l,
gdje su:
t — broj tijela (otvorenih kontura*),
k — broj krutih spojeva dvaju tijela,
z1 — broj jednostrukih zglobova (zglobova koji spajaju dva tijela),
29 — broj dvostrukih zglobova (zglobova koji spajaju tri tijela),

[ — broj stupnjeva slobode koje oduzimaju spojevi s podlogom.

U naSem su primjeru
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& dva tijela (otvorenih kontura),
o jedan jednostruki zglob,
& dva nepomic¢na zglobna lezaja (svaki oduzima dva stupnja slobode),
& dva pomicna zglobna lezaja (svaki oduzima jedan stupanj slobode),
pa je
Smin = 3t -2z -1 =3-2-1-2—-(2-2+2-1) = =2,
Sto znaci da je sistem dva puta staticki neodreden.

Moguc¢i su i drugi nacini prebrojevanja; primjerice:

Prica o razlici tijela otvorenih i zatvorenih kontura bila bi predugacka za ovaj esejc¢i¢. Treba ipak
upozoriti da se u tom (ne)razlikovanju krije jedna od opasnosti primjene formalnoga postupka.



dakle,
o Sest tijela,
& dva puta po dva kruta spoja (sa svake strane zgloba dva dijela grede medusobno,

pa stup s tako spojenom gredom),
& jedan jednostruki zglob,
& dva nepomic¢na zglobna lezaja (svaki oduzima dva stupnja slobode),
& dva pomic¢na zglobna lezaja (svaki oduzima jedan stupanj slobode),
te je sada
Smin = 3t —3k —22 -1 =3-6-3-4—-1-2—-(2-2+2-1) = =2
naravno, rezultat je jednak prijasnjemu.

Nakon izracunavanja stupnja staticke neodredenosti treba raskidanjem spojeva oblikovati
osnovni sistem; prikazane su tri mogucénosti (dakako, i sada se moze odabrati jedan od
prije prikazanih ,,poznatih” sistema):
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(Iako je u tre¢em primjeru umetnut samo jedan zglob, raskinuta su dva spoja: prvo
izmedu stupa i grede, a potom je greda ,slomljena”.)

Korak drugi. Rjesavanje odabranoga osnovnog sistema:

Rjesavat ¢emo prvoprikazani osnovni sistem:

L L.

Pri oblikovanju osnovnoga sistema uvijek je pogodno zadrzati simetriju zadanoga sistema, ako ona, kao
u nasem slucaju, postoji. Onaj u metodi sila najdugotrajniji, najdosadniji i greskama najpodlozniji dio
posla, izracunavanja koeficijenata popustljivosti d; ; (za j > 0) i slobodnih ¢lanova §; ¢, moze se time
osjetno smanjiti, posebno ako su zadana djelovanja simetricna ili antimetricna’. Prisjetite se (doduse,
oni koji nisu pohadali predavanja ovo vjerojatno vide prvi put):
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Simetriéna djelovanje (stupac S) zrcalne su slike, pri ¢emu je u ravnini ,zrcalo” odsjecak pravca. Anti-
metriéna (antisimetri¢na) djelovanja (stupac A) nastaju tako da simetri¢nima promijenimo smisao.

Op¢éi je oblik jednadzbi kompatibilnosti za dva puta staticki neodredeni sistem

01Xy + 012X + 619 = o1,

(51’2 X1 + (5272 XQ + 5270 = (52.

Kao sto, nadam se, znate, jednadzbe kompatibilnosti kazuju da se zadani i osnovni sistem
jednako ponasaju; konkretnije, da su na mjestima raskinutih spojeva u zadanome i u
osnovnome sistemu (poopéeni) pomaci jednaki.

U lezajevima zadanoga sistema u kojima su pri oblikovanju osnovnoga sistema raskinuti
spojevi nema prisilnih pomaka (prisilni su pomaci negdje drugdje), pa su 6; = 0 &
8 = 0. Za odabrani su osnovni sistem jednadzbe kompatibilnosti stoga

01 X1 + 012Xe + 019 = 0,
5172 X1 + 52,2 X2 + 52’0 = 0.

t U stvari, svako se djelovanje moze prikazati kao zbroj simetri¢noga i antimetricnoga dijela, ali to je
(ponovno) druga prica.



2.1. Koeficijenti popustljivosti 6;;, j > 0:

U naSem je primjeru koeficijent popustljivosti d; ; orijentirana duljina pomaka hvatista
sile X; po pravcu i u smislu njezina djelovanja, uzrokovana djelovanjem jedini¢ne sile na
pravcu i u smislu djelovanja sile X;. Ako zanemarujemo utjecaj uzduznih sila, opdi je

izraz za njegovo izracunavanje
m\x)m;\x
by - [t g,
’ ET

gdje su m; 1 m; funkcije/dijagrami momenata savijanja zbog djelovanja jedini¢nih sila na
pravcima i u smislu djelovanja sila X; 1 X;.

Za zadani je poprecni presjek moment tromosti

bh*  0,36-0,723
I = = ’ = 0,0112 m*,
12 12

pa je

EI = 3-107-0,0112 = 335923,2 kNm?.
Pri crtanju dijagrama m; dopusteni su svi ,,prljavi trikovi” koji mogu to crtanje olaksati,
pojednostavniti ili ubrzati.

Dijagram m; nacrtat ¢emo superpozicijskim postupkom. Pritom treba izracunati samo
vrijednost momenta u spoju prepusta i grede (1-2,5 = 2,5). Ostale je vrijednosti (ovdje,
u stvari, samo jos jednu vrijednost) lako oc¢itati neposredno s crteza:
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Uz poznati je dijagram m;
m?(x
5171 = %dx

1[/1 2 1 2
= —[(=-25-25)(2 2 2(=-1,25-25) (2 12
gl (572929 (5-29) + 25 1229) (5 19)

1 2
+ 2 (5 -1,25 - 3) (§ . 1,25)] = 0,0000325395.

Okvir opterecen jedinicnom silom u hvatistu sile X5 zrcalna je slika okvira s prethodne
slike u odnosu na vertikalnu os kroz srednji zglob, pa ¢e i dijagram ms biti zrcalna slika
momenta 1m:

1,25
1,25(2,5

1,25 1,25

a to znaci da Ce koeficijent dy 9 biti jednak koeficijentu 0y ;:

2
Sos = m;@ dz = 611 = 0,0000325595.
Ostaje jos
_ _ [ mu(z) mo(x)
6172 = 5271 = El dx

= %[2 (% +1,25 - 2,5) @ : 1,25) (1) + 2 (% +1,25 - 3) (; : 1,25)]

= 0,00000155045

(podsje¢am, (—1) u prvome pribrojniku posljedica je toga sto su dijelovi dijagrama na
gredi u mq i u my na razli¢itim stranama).



2.2. Slobodni ¢lanovi 6; o:

Slobodni ¢lan d; o orijentirana je duljina pomaka hvatista sile X; po pravcu i u smislu

njezina djelovanja, uzrokovana vanjskim djelovanjima, a izraCunava se prema izrazu
mi(x) Mo(x) o
5,'70 = / ’LT dx + 51’,07

gdje je M, funkcija/dijagram momenata savijanja zbog optere¢enja na sistem, a &p utje-
caj prisilnih pomaka na duljina pomaka hvatista sile X;. (U naSem primjeru nema to-

plinskih djelovanja. Ima li ih, treba dodati pribrojnik koji izrazava njihov utjecaj.)

Umjesto dijagrama M;, za ukupno opterecenje silama F' i momentima M nacrtat ¢emo
dijagram M, ps za opterecenje momentima M i dijagram M, p za opterecenje silama F'.
Dijagram M, ps nacrtat ¢emo superpozicijskim postupkom; lako je vidjeti da se on ne
razlikuje od dijagrama na zamjenjujucoj slobodno oslonjenoj gredi:
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Za crtanje dijagrama M, p ,izracunat” ¢emo vrijednosti horizontalnih komponenata re-
akcija trozglobnoga sistema. Primijenit ¢emo graficki postupak uz malo razmisljanja; za
silu F' koja djeluje na lijevome dijelu:



N
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Zbog simetrije sistema i poligona sila vrijednosti su horizontalnih komponenata reakcija u
oba lezaja jednake, a kako zajedno moraju uravnoteziti silu F, jasno je da su te vrijednosti
F /2. Za silu F koja djeluje na desnome dijelu prica je ista:

By
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Za obje su sile zajedno vrijednosti horizontalnih komponenata reakcija F'. Vrijednosti
vertikalnih komponenata nas ne zanimaju, jer su vrijednosti momenata na vrhovima

stupova
(A} + AY) -3 = F-3 =22 i (B +B})-3=F-3 =225

Uvjeti ravnoteze momenata u ¢vorovima daju vrijednosti momenata na pocetku i na

kraju dijela grede izmedu stupova:

225

225 225

225

My r \

Dijagram M, za ukupno opterecenje zbroj je dijagrama My as 1 My p:

225
995 100 225

100

225




No, pri izracunavanju dijela slobodnoga ¢lana ¢; ¢ koji izrazava utjecaj opterecenja zadrzat
¢emo rastav u dijagrame My s 1 Mo p jer su za nijansu jednostavniji za geometrijsku
integraciju (sadrze samo trokute, ne i trapeze):

M, + M, _
51,0 - / MO dI + (510 o /( O’M(x) O’F(‘r)) ml(x) dz + (51’0
El
- MO,M(CC> ml(x) M07F(ZL‘) ml(x) =
= / I dz +/ Foli dz + 01

1 1 1 1 2 _
- Elz (5 -100 - 2,5) (5 : 1,25) + 2 (5 - 225 - 2,5) (5 : 1,25)] + 810

= 0,00170550 + 6.

Dijelovi dijagrama m; na stupovima simetri¢ni su, dok su odgovorajuci dijelovi dijagrama

My r antimetricni, pa se doprinosi dijelova na stupovima ponistavaju— vrijednost je in-

tegrala na lijevome stupu negativna, a na desnome pozitivna. Izracunavanje integrala

umnoska simetri¢nih i antimetri¢nih dijelova dijagrama mozemo uvijek preskociti.

Lijevi dio dijagrama m; na gredi s donje je njezine strane, a desni s gornje, dok je lijevi dio
greda greda

dijagrama ms na gredi s gornje, a desni s donje strane. Drugim rije¢ima, ms = —mj .

Stupovi su, rekoh, ispali iz igre, pa je
Mo( Mo( _
820 _/ ol ) aw + 02,0 / ol ) aw + 020 = —0,00170550 + dgy.

Utjecaje prisilnih pomaka na vrijednosti pomaka hvatista sila X; i Xy odredit ¢emo
pomocu planova pomaka. Za prisilni je pomak lijevoga lezaja plan pomaka

N\ 1,2

Ol 167 = 35 = 75mm = 00075
50 75 p 0 T Lo T
5 05,0 1] s

55" 2f  — Oho = 50 = 25mm = 0,0025m.



Za prisilni je pomak desnoga lezaja plan pomaka

12 /
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Usporedbom planova wy i wq dobivamo
00g] = 0,0025m i &3, = 0,0075m.
Ukupne su duljine pomaka

010] = 1010 + 01| = 0,01m = 610 = —0,01 [m],

< KN4 <d
52,0 == 5270 + 5270 == 0,01 m,
Vrijednost je 5170 negativna jer je pomak suprotan pretpostavljenomu smislu djelovanja
sile X7.

Buduéi da ih ne volite, crtanje planova pomaka mozete izbjeéi na dva nacina. Prvi je primjena metode
jedini¢ne sile (odnosno rada virtualnih sila na stvarnim pomacima) prema izrazu

Si,O = _ZS Ts,i Ssv
gdje je rs; vrijednost virtualne reakcije u lezaju s zbog djelovanja jedini¢ne sile na pravcu i u smislu
djelovanja sile X;, dok je &5 orijentirana duljina prisilnoga pomaka lezaja s.}
Za primjenu ovoga postupka treba izracunati vrijednosti reakcija u lezajevima uzrokovanih jedini¢nim
silamas:

h h

L, L, L L,

~1-75—d;-5

0 = dy = —1,5,
—1-25+e-5=0 = er = 0,5.

I Rjesavate li zadatak na taj nacin, za usmeni dio ispita pripremite odgovore na pitanja odakle predznak
»,— ispred znaka sumacije i zaSto se moze pomak (lijeva strana izraza) izjednaciti s radom (desna strana
izraza).

11



Desni je crtez (osim oznaka reakcija) zrcalna slika lijevoga, pa je ocito da su do = 0,5 1 es = 1,5.

Rad je pozitivan ako su sila i pomak jednako orijentirani, a negativan ako nisu, pa su

810 = —[1,5-0,005 + 0,5-0,005] = —0,01m,

20 = —[—0,5-0,005 — 1,5-0,005] = 0,01 m.

Drugi je nacin odabir druké¢ijega osnovnoga sistema, osnovnoga sistema u kojem su u lezajevima prisilni
pomaci kojih su zadani raskinuti spojevi po pravcima prisilnih pomaka:

PaN 2

B B\

ﬂ% 4%

Xl X2

U tom ¢ée se slucaju osnovni i zadani sistem jednako ponasati ako su orijentirane duljine pomaka hvatista
sila X7 i X5 jednake orijentiranim duljinama prisilnih pomaka (uzimajuéi predznacima u obzir smisao
djelovanja sila):

6;“’1 X1 + (5?2 X9 + (5;0 = -0

6?2 Xl + 6;‘72 X2 + 5;‘70 = (5

Slobodni ¢lanovi 6 1 83 ( sada sadrze samo utjecaje opterecenja silama F' i momentima M. (Koeficijenti
fleksibilnosti i slobodni ¢lanovi oznaceni su zvijezdicama jer se ra¢unaju na drugom osnovnom sistemu,
pa ¢e im i vrijednosti biti drukéije od prije izra¢unanih.)

Opasnost toga nacina krije se u tome da u prerevnome pokusaju da ga primijenite (to jest, da izbjegnete
crtanje planova pomaka) umjesto osnovnoga sistema oblikujete mehanizam.

Ukupne su orijentirane duljine hvatista sila X; 1 X5 po pravcima i u smislu njihova
djelovanja

S10 = 0,00170550 + 4,9 = 0,00170550 — 0,01 = —0,008294 50,
§a0 = —0,00170550 + 019 = —0,00170550 + 0,01 = 0,008294 50.
Uvrstimo li sve dobivene vrijednosti u jednadzbe kompatibilnosti, dobivamo sustav jed-

nadzbi
0,0000325595 - X; + 0,00000155045 - X5 — 0,008294 50

0,

0,000 00155045 - X; + 0,0000325595 - Xy + 0,008 294 50 0.
Njegova su rjeSenja
X7 = 267,486 kN & Xy = —267,486 kN.

Konacne vrijednosti momenata u karakteristicnim tockama oznac¢enima na crtezu na
sljedecoj stranici racunamo prema izrazu

M(z) = My(x) + Ximy(z) + Xoma(x),
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pa su
M; = 225 + 267,49 - (—1,25) + (—267,49) - (—1,25) = 225 kNm,

My = 225 + 267,49 1,25 + (—267,49)-1,25 = 225kNm,

My = 0+ 267,49-2,5 + 0 = 668,725 kNm,

My = 225 + 267,49 1,25 + (—267,49) - (—1,25) = 893,725 kNm,
Ms; = 100 + 0 + 0 = 100 kNm,

Mg = —100 + 0 + 0 = 100 kNm,

M; = —225 + 267,49 - (—1,25) + (—267,49) - 1,25 = —893,725 kNm,
Mg = 0+ 0 + (—267,49) - 2,5 = —668,725 kNm,

te je kona¢ni momentni dijagram

893,7/668,7

100|100
668,7|893,7

225 225

2.3. Relativni kut zaokreta izmedu osi grede neposredno desno od tocke A i osi grede
neposredno lijevo od tocke B:

Relativni kut zaokreta izmedu osi grede u njezine dvije tocke izracunavamo metodom
jednicne sile uz primjenu redukcijskoga stavka prema izrazu

mag(x) M(x
Sy LOEC LT P,
gdje su:

M — funkcija/dijagram momenata savijanja na izvornome staticki neodredenom
sistemu zbog zadanih djelovanja,®

$ To je i funkcija/dijagram momenata savijanja na osnovnome sistemu zbog zadanih djelovanja i sila
X; koje imaju izra¢unane vrijednosti.
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mas — funkcija/dijagram momenata savijanja na bilo kojem osnovnom sistemu
zbog para suprotno orijentiranih jedini¢nih momenata koji djeluju u tockama
izmedu kojih racunamo relativni kut zaokreta osi,

Pap — relativni kut zaokreta na odabranom osnovnom sistemu zbog zadanih pri-

silnih pomaka lezejeva.

Za crtanje dijagrama m, g zadrzan je isti osnovni sistem, a primijenjen je superpozicijski

postupak:

I /m1

/ .
I /m1

2 Z= = <
1
1 1 1 1

Mas

Dijagram m, g je simetrican, dok je dijagram M (na prethodnoj stranici) antimetrican,

pa je
Mmae(r) M(2) B
/ ol dez = 0.

Dijagrami wy (stranica 10) i wq (stranica 11) pokazuju da su

@f’B = 0 (zbog prisilnoga pomaka lijevoga lezaja)

@, = 0 (zbog prisilnoga pomaka desnoga lezaja),

te je Pap = Prp + Pug = 0. Slijedi
90/;1,3 = 0.
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Na prikazu progibne linije sistema moze se vidjeti da je kut zaokreta osi grede neposredno
desno od tocke A (krajnje lijeve tocke) jednak kutu zaokreta osi neposredno lijevo od tocke
B (krajnje desne tocke):
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