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Umjesto uvoda: gradevna statika i mehanika

Zove se gibuée ca se giblje ili ¢a se more lasno gibati, a zove se
stabulo ali negibuce ono ¢a se s mista ne giblje, a toj reku¢ zemlja
ali kuéa, polaca u japno, ali na selu polipa ali crkva ali kasteo ali
pec ka je stanovita.

Poljicki statut, 1440.

Statika Stapnih konstrukcija dio je tehnicke mehanike u kojemu se proucava i opi-
suje ponasanje Stapnih konstrukcija izlozenih mirnim djelovanjima. U gradevinarstvu
primijenjena statika Stapnih konstrukcija tradicionalno se naziva gradevnom statikom.
,Primjena” ne zna¢i da ¢emo uvoditi neke posebne, ,suzene i ogranicene” zakone ili po-
stupke, nego tek da ¢emo se ponajvise baviti tipovima konstrukcija koje se primjenjuju
u gradevinarstvu i da ¢emo opc¢eprimjenjive postupke prilagodavati njihovu proracunu.

Stapne konstrukcije su konstrukcije sastavljene od stapnih elemenata — sastavnih di-
jelova ¢ija je duljina znatno veca od 8irine i debljine (ili visine). Pod pojmom konstrukcije
podrazumijevamo nosivi sklop promatranoga gradevinskog objekta, a ne objekt u cjelini.
Pritom rije¢ moze biti o cijeloj gradevini ili o nekom njezinu dijelu.

Sire znanstveno podruéje, tehnicka mehanika, sadrzi dijelove klasiéne mehanike évrstih
tijela koji imaju primjenu u tehnici.

Mehanika je znanost o opéim zakonima ravnoteze i gibanja tijela izlozenih djelovanju
sila. ,,Studij fizike pocinje mehanikom ne samo zato Sto je mehanika najstarija grana
znanosti nego zbog duboka uzroka sto je ona prvi i nuzdan stupanj u shvac¢anju prirode.
[...] mehanika se temelji na najstarijim i najopéenitijim iskustvima §to su ih ljudi stekli
u svakidasnjem radu. Povijest mehanike ogledalo je razvitka ljudskoga misljenja, studij
mehanike skola je kako treba da se tumace prirodne pojave” [37].

Po strogosti deduktivnoga izvodenja novih spoznaja iz razmjerno malog broja prihva-
¢enih zakona, koji imaju ulogu aksioma, mehanika je bliska matematici. ,Mehanika je raj
matematickih znanosti, jer tek s pomocu nje ubiremo plodove matematike” [Leonardo].
Ali: Zakoni mehanike ne mogu se ni na koji na¢in drzati matematicki dokazanim isti-
nama; radije, treba ih smatrati tvrdnjama koje ne samo da pretpostavljaju, nego i traze
neprekidnu provjeru pokusima” [25].

Prema sazetoj i stoga ponesto pojednostavljenoj povijesti znanosti temeljne je zakone,
na kojima je izgradena klasicna mehanika, postavio Isaac Newton (1642.-1727.) u djelu
Matematicka nacela prirodne filozofije (Philosophie Naturalis Principia Mathematica,
1687.), te se klasicna mehanika naziva i Newtonovom mehanikom. Na pocetku trece
knjige Nacela Newton iznosi temeljna nacela metode ,,prirodne filozofije”: ne treba uvoditi



druge uzroke osim onih koji su neophodni za objasnjenje pojava (taj je zahtjev u logici i u
filozofiji poznat kao Occamova britva); istovrsne ucinke treba Sto potpunije izvesti iz istih
uzroka; svojstva koja su pridruzena tijelima s kojima i na kojima se mogu vrsiti pokusi
treba poopciti na sva tijela; svaku tvrdnju koja je induktivno izvedena iz promatranih
pojava treba smatrati ispravnom sve dok je nova opazanja ne pobiju ili ne ogranice njezinu
valjanost.

Klasi¢na se mehanika prema obiljezjima zadaca koje se proucavaju i rjesavaju dijeli na
kinematiku i dinamiku. Kinematikom se naziva geometrija gibanja: gibanja se analiziraju
neovisno o njihovom uzrocima. Dinamika se bavi utjecajem sila—u korijenu je rijeci
,dinamika” grcka rije¢ ,dynamis” (§Vvauto), sa znacenjem ,sila”  snaga”. Dinamika se
pak dijeli na statiku i kinetiku. Sredisnji je pojam statike pojam ravnoteze koju ¢emo
zasad, nepotpuno, definirati kao stanje mirovanja tijela na koja djeluju sile. Dok se u
kinematici ne uzimaju u obzir mase tijela niti sile koje na njih djeluju, pocela su kinetike
sile, mozda ovisne o vremenu, kao uzroci promjena gibanja tijela i tromosti masa koje
teze odrzanju nepromijenjenoga i nepromjenjivog stanja. Cesta je, pa cak i uobicajena,
podjela klasicne mehanike na statiku, kinematiku i dinamiku. Sadrzajno to nije neka
nova, drukcija podjela; razli¢iti su samo nazivi: sadrzaj dinamike odgovara sadrzaju
kinetike u prethodnoj podjeli (kao da u statici, koja je sada izbacena iz dinamike, nema
sila).

Prema materijalnim i geometrijskim svojstvima proucavanih predmeta klasicna se
mehanika dijeli na mehaniku materijalnih tocaka, mehaniku krutih tijela, mehaniku de-
formabilnih tijela te mehaniku fluida— tekuéina i plinova. Realno cursto tijelo ili tijelo
u cvrstomu agregatnom stanju skup je Cestica medusobne udaljenosti kojih se bitno ne
mijenjaju pri djelovanju sila i nekih drugih utjecaja, poput topline. Cvrsta se tijela u
klasi¢noj mehanici modeliraju kao materijalne tocke, kao kruta tijela ili kao defomarbilna
tijela. Materijalna je tocka neprotezna (ili: geometrijska) tocka u koju je ,sabijena” sva
masa tijela i koja moze biti izvorom ili hvatistem sila. Pojam krutoga tijela oznacava
idealizirano tijelo koje ne mijenja oblik pod djelovanjem sila, Sto znaci da se udaljenosti
izmedu pojedinih njegovih tocaka zaista ne mijenjaju. (Katkada se, kako bi se nagla-
sila potpuna nepromjenjivost oblika, upotrebljava i pleonazam apsolutno kruto tijelo.)
Deformabilna pak tijela u stanovitoj mjeri mijenjaju oblik, ostajuéi ipak u granicama
prepoznatljivosti.

Korijeni su mehanike anticki, u djelima Aristotela (384. pr. Kr.—322. pr. Kr.) i Arhimeda
(287. pr. Kr.—212. pr. Kr.). U srednjemu vijeku razvijala se na Arhimedovu tragu ponajprije
statika, no bilo je i doprinosa kinematici, pa i kinetici. Simon Stevin (1548.-1620.), suvre-
menik Shakespeareov, bavio se ponajviSe statikom krutoga tijela i hidrostatikom, a ,otkrio”
je paralelogram sila i verizni poligon [36]. U istrazivanjima zakona gibanja Newtonovi su
prethodnici Galileo Galilei (1564.—1642.), Johannes Kepler (1571.-1630.) i, dijelom, Christiaan
Huygens (1629.-1695.). Rekli smo veé da je temeljne zakone klasicne mehanike jasno izra-
zio Isaac Newton , (1642.-1727.), pa se klasi¢na mehanika naziva i Newtonovom mehanikom.
U razvedenoj povijesti razvoja mehanike nakon Newtona spomenuti treba Leonharda Eulera
(1707.-1783.) medu ¢ijim je brojnim doprinosima i izvod opéih jednadzbi gibanja krutoga ti-
jela; Jeana d’Alemberta (1717.-1783.) ¢iji princip omogucava rjesavanje problema dinamike pos-
tupcima statike; Josepha—Louisa de Lagrangea (1736.—1813.) koji u djelu Analiticka mehanika
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(Mécanique analytique, 1788.) uvodi varijacijski pristup mehanici; Julesa Henrija Poincaréa
(1854.-1912.), zacetnika teorije kaosa. ..

»,Na pocetku 20.-og stolje¢a razumjeli smo kako priroda djeluje u okviru klasi¢ne fizike, $to
je sasvim zadovoljavajuée u rasponu od meduzvjezdanih udaljenosti pa sve do priblizno jedne
stotinke milimetra” [16]. U prvoj ¢etvrtini dvadesetoga stoljeéa pocele su se razvijati dvije
,nove” mehanike: relativisticka mehanika (Albert Einstein, 1879.-1955.), koja nas ué¢i da mase
tijela zakrivljuju prostor i da promatraci koji putuju razli¢itim brzinama neku pojavu mogu
razlicito ,,vidjeti”, i kvantna mehanika (Max Planck! 1858.-1947.; Niels Bohr, 1855.-1962.;
Werner Heisenberg, 1901.-1976.; Erwin Schrodinger, 1887.-1961.; ... ), koja je potvrdila davnu
Bosgkovié¢evu slutnju [Teorija prirodne filozofije svedena na jedan jedini zakon sila koje postoje u
prirodi, 1758.], korijeni koje su u antickome atomizmu: ,Po mom misljenju osnovni su elementi
tvari posve nedjeljive i neprotezne tocke koje su u beskrajnoj praznini tako razasute da su po
dvije bilo koje od njih medusobno udaljene nekim razmakom koji se moze beskrajno povecavati
ili smanjivati, ali nikako ne moze posve nestati [...] Stoga ne mogu prihvatiti da bi praznina
bila rasuta u tvari, ve¢ smatram da je tvar rasuta u praznini i u njoj plovi” A da ta ,nova
stvarnost” bude jos zacudnija, ,,elementi tvari” nisu uvijek ¢estice — ovisno o pokusu u kojem ih
promatramo, mogu nam se prikazati i kao valovi. ,,Dok je relativisticka mehanika, poremetivsi
doduse naSe uobic¢ajeno shvacanje vremena i prostora, dovrsila i okrunila klasi¢nu mehaniku,
kvantna i valna mehanika donijele su nam korjenito nove zamisli i prisilile nas da se odreknemo
neprekinutosti i potpunoga determinizma elementarnih pojava” (L. de Broglie u predgovoru
knjizi [12]). No, ,,u rasponu od meduzvjezdanih udaljenosti pa sve do priblizno jedne stotinke
milimetra” rjeSenja su klasi¢cne mehanike vrlo velikih to¢nosti; tako su, primjerice, proracuni
potrebni za spustanje ljudi na Mjesec u cjelosti provedeni prema zakonima Newtonove mehanike.

Tehnicka mehanika, koja obuhvac¢a u tehnici primjenjiva poglavlja mehanike apso-
lutno krutih i deformabilnih tijela, dijeli se na osnovnu tehnicku mehaniku (gradivo pred-
meta Mehanika 1. i Mehanika 2.: statika, kinematika i dinamika materijalnih tocaka
i apsolutno krutih tijela), znanost o otpornosti materijala, teorije stapnih konstrukcija
(linearna i nelinearna statika konstrukcija, stabilnost konstrukecija kao posebno poglav-
lje nelinearne statike te dinamika konstrukeija), teoriju plosnih nosaca koja opet moze

I Njemacki fizicar Max Planck, dobitnik Nobelove nagrade 1918. godine, odrzao je godine 1942. u veli-
koj predavaonici nasega fakulteta—u to vrijeme Tehnickog fakulteta— predavanje. To je gostovanje
zabiljezio i Miroslav Krleza u dnevnickom zapisu Kalendar jedne bitke godine 1942 [Dnevnik 193342,
Oslobodenje, Sarajevo, 1977.]; navodimo samo posljednji odlomak zapisa s datumom 20. rujna 1942.:

,Cuo sam od nekoga, koji je bio s Planckom, da je starac potpuno demoraliziran. Stigao je na
temelju jednog nesporazuma. Ambasada trazila je za predavanje na Tehnickom fakultetu nekog profesora
Plankera ili Pauckera sa Tehnickog fakulteta sarlotenburskog, struénjaka za betonske konstrukeije velikih
raspona. Kako taj neki drugi ,Planck’ djeluje momentano na Atlantiku, u okviru organizacije Todt, poslali
su ovamo ovoga Maxa Plancka iz zabune, ne imajuéi o Maxu Plancku ni pojma. M. Planck je pricao
u intimnom krugu da je mislio na katedri, kada ga je auditorij pozdravio dugotrajnim demonstrativnim
pljeskom, da sanja. Njemu se pri¢inilo da se pojavio na jednom plavom ostrvu ciste iluzije. Nije govorio
ex cathedra ve¢ vise od deset godina. On je potpuno zaboravljen i jo§ ga administrativno toleriraju
kao naucnu ustanovu koja postoji po zakonu inercije. Jo$ nije likvidiran. Sjedi i promatra u svome
kabinetu sliku svoga jedinca koji je poginuo godine 1914 u Francuskoj. U maloj barsunastoj kutijici ¢uva
njegov ,Eisenes Kreuz II Klasse’. To je sve §to mu je ostalo. M. Planck misli da je ovaj rat potpuni
besmisao, da je njemacki narod sposoban i posten svijet koji je tragi¢no stradao 191418, koji stradava i
koji ée ponovno tragiéno stradati. Cisto ludilo. Kad su mu na oprostaju predali mali paketié¢ s grozdem
i suhomesnatom robom (same malenkosti), on je tu kotaricu smjestio u mrezi svojih spavaéih kola kao
malu relikviju. Planck gladuje. Labud ¢itave jedne male kozmogonije otputovao je. ,Nie sollst du mich
befragen...’”



biti linearna i nelinearna (teorija stijena, ploca, ljuski), niz teorija deformabilnoga konti-
nuuma (linearna teorija elasti¢nosti, teorija materijalno nelinearnog kontinuuma, teorija
plasticnosti i viskoelasti¢nosti, mehanika loma itd.), teoriju mehanizama,... Ta je po-
djela tek uvjetna, jer se sadrzaji nekih podru¢ja dijelom preklapaju, a postoje i dalje
potpodjele. Razvojem racunala i numerickih metoda, posebice metode konac¢nih eleme-
nata, u okvirima svih podruc¢ja mehanike kontinuuma znatno je povec¢an opseg mogucih
proracuna, uz uvazavanje sve slozenijih relacija koja izrazavaju odnos kinematickih (po-
maci, deformacije) i statickih (sile, naprezanja) veli¢ina. Istodobno je otvoren i niz novih
polja istrazivanja, ponajprije u nelinearnoj mehanici diskontinuiranih sredina: mehanika
zrnatoga materijala, mehanika kaosa, . ..

U tehnickoj se mehanici primjenjuju i razvijaju i razliciti eksperimentalni postupci
koji imaju veliku ulogu u provjeri teorijskih postavki, u ocjeni vjerodostojnosti i to¢nosti
analitickih i numerickih proracuna te u odredivanju mehanickih i kemijskih karakteristika
materijala.

U gradevnoj statici proucavaju se, razraduju i primjenjuju metode odredivanja vanj-
skih i unutarnjih sila te pomaka i deformacija u stapnim konstrukcijama koje su izlozene
statickim djelovanjima, ponajvise statickim opterec¢enjima, dok se utjecajem dinamickih
djelovanja bavi dinamika konstrukcija. Staticka ili mirna djelovanja neovisna su o vre-
menu, a na konstrukciju se nanose sporo, bez udara, te stoga ne izazivaju zamjetna ubrza-
nja njezinih dijelova; dinamicka pak djelovanja mijenjaju tijekom vremena ili veli¢inu ili
pravac djelovanja ili oboje, te se kao posljedica ubrzanja konstrukcije ili njezinih dijelova
pojavljuju inercijalne sile.

Gradevna statika bavi se ponajprije analizom konstrukcija— odredivanjem stanja rav-
noteze i deformacija u prethodno oblikovanim konstrukcijama, to jest konstrukcijama
zadana oblika. PonajceS¢e su to novoprojektirane konstrukcije koje ,postoje samo na
papiru”; za njih se na temelju izracunanih unutarnjih sila odreduju dimenzije sastavnih
elemenata tako da uz dovoljnu sigurnost budu i razmjerno ekonomicne. Katkad je, zbog
prenamjene ili sanacije, potrebno ispitati i ve¢ izvedene gradevine, pa i one izgradene
mnogo prije razvitka suvremenih proracunskih metoda.

Potpuno razumijevanje ponasanja raznih konstrukcijskih oblika i sistema, koje se ve-
likim dijelom stjece studijem gradevne statike, temeljni je preduvijet uspjesne sinteze
konstrukcija— oblikovanja racionalnih nosivih sklopova koji istodobno zadovoljavaju i
niz drugih, funkcionalnih, estetskih i ekonomskih zahtjeva: ,Za odredivanje povoljnog
oblika konstrukeije ne postoje jednoznacne metode, kao $to postoje za ispitivanje [analizu]
zadanih konstrukcija. Odredivanje oblika mozemo provesti na temelju iskustva na vec iz-
vedenim konstrukcijama i na temelju dobrog poznavanja statickog djelovanja pojedinih
oblika i konstrukcija” [45].

Primjenjivat ¢emo analiticke, numericke i graficke postupke. Katkad ¢e neki koraci
biti analiticki, a neki graficki, pa ¢emo takav mjesoviti postupak nazivati grafoanalitickim.
Analitickim se postupcima rjeSenja dobivaju u opcem obliku primjenjivom u ¢itavom
nizu srodnih pojedinacnih zadaca. Ta su rjesenja tocna u okviru uvedenih pretpostavki.

Analiticki postupci osnova su i numeric¢kih postupaka. Za primjenu numerickih pos-
tupaka, koji se najéesée provode na ra¢unalima, neprekinuta se sredina, pojmovna osnova



klasicnih modela analitickih postupaka, diskretizira— zamjenjuje sredinom ¢ije je stanje
odredeno konacnim brojem parametara.

Graficke postupke danas, kada racunala i numericki postupci prevladavaju, mnogi
smatraju zastarjelima, upravo démodé— crteze u starim (ne¢emo reéi zastarjelim) udzbe-
nicima poneki s podsmijehom nazivaju ,umjetnickim djelima”. Nedostatci su tih postu-
paka, neprijeporno, to sto ne daju opca rjesenja i to Sto su primjenjivi gotovo iskljucivo
u rjesavanju staticki odredenih zadataka. No, njihove su prednosti preglednost, sto znaci
da se greske mogu lako uociti, te jednostavnost i brzina rjesavanja uz tocnost dovoljnu
za prakticne primjene. Stovise, primjenom grafickih postupaka moze se najlakse shvatiti
sigra” sila u konstrukeiji, sto svakako ima edukacijsku i spoznajnu vrijednost za (buduée)
inzenjere koji moraju dobro poznavati i razumjeti ponasanje konstrukcija.

O sustavima 1 o sistemima

Kazu da rijec ,sistem” nije hrvatska i da je uvijek i svuda treba zamijeniti rijecju ,,su-
stav”. Medutim, ni ,sustav” nije hrvatska rijec. U starijim je rjecnicima, poput Mikaljina
(1649.-1651.), Habdeli¢eva (1670.), Della Bellina (1728.) ili Belostenceva (1740.), nema.
Primjerice, u Belostencevu Gazofilaciju ili riznici latinsko—ilirskih rijeci, u latinsko—
ilirskom (hrvatskom) dijelu, ¢itamo

Syltema , tis. #, Sgap [2lofeno delo.

U ilirsko—latinskomu pak dijelu nema ni ,sistema” ni ,sustava”.

Rijec ,sustav” potjece iz cesSkoga jezika, a u hrvatski ju je jezik uveo ilirac Bogo-
slav Sulek. Navodim iz njegova Hrvatsko—njemacko—talijanskoga rjecnika znanstvenoga
nazivlja (1874.-75.):

Sistema, fil. sustav;

Sustav, phil. etc. sistem, lat. systema, oGoteua, Spjtem, tal. sistema;

Systema, Syftem, phil. etc. cGotnua, sustav, sistem.

U predgovoru rjecniku Sulek pise: ,Sastavljajué ovaj rjecnik nastojao sam sto se vise
moze upotrebljavati prave narodne rieci, a gdje sam mislio, da hrvatski narod neima svoje
rieci, ili gdje je nisam mogao doznati, pozajmio sam ju od srodnih slavenskih plemenah,
kad mi se je ucinila, da je prema nasemu govoru; al sam uviek zabiljezio jezik, od kojega
je posudjena, da se znade, kojega je porekla” Rije¢ ,sustav”, dodusSe, nije oznacena
skracenicom ¢., jer se pojavila veé u njegovu Némacko—hrvatskom rééniku (1860.), te je
u vrijeme pojave Rjecnika znanstvenoga nazivalja drZzana poznatom i prihvaé¢enom

Razlog je izbacivanja ,sistema” iz hrvatskoga jezika razlikovan. Naime, rijec ,sistem”
postoji u jednom bliskom i slicnom, a razlicitom i nepo¢udnom jeziku. Buduéi da rijeci
»Sustav” u tomu jeziku nema, njezinom bismo isklju¢ivom uporabom trebali pokazati i

2 Jos neki bohemizmi (ne samo oni koje je uveo Sulek), uvrijezeni u hrvatskomu jeziku, jesu: ¢asopis,
dojam, dosljedan, dostatan, krajolik, naklada, naslov, njezan, obrazac, obrazovati, obred, obzor, odraz,
ogavan, opetovati, opseg, ploha, podlost, pojam, pokus, povod, predjel, predmet, prirodopis, prvobitan,
podneblje, smjer, stroj, stupanj, tlak, uc¢inak, uloga, ustroj, ustav, zamak, zavod, zbirka.



dokazati da je hrvatski jezik ,izvorni i osebujni jezik” te da ,nije istovjetan ni s jednim
drugim jezikom, niti je narjecje bilo kojega drugog jezika”, kako stoji u ¢lanku 1. Poglav-
nikove Zakonske odredbe (od 1/. kolovoza 1941) o hrvatskom jeziku, o njegovoj cistoci
1 pravopisu. Da bude jasno: ni nakraj mi pameti nije poricati razli¢itost dvaju jezika;
rijec je o jezicima zajednicke novostokavske osnovice koji su se tijekom povijesti razvili
u dva razlicita knjizevna jezika. No, razlic¢itost tih jezika nije nastala niti nastaje osi-
romasivanjem hrvatskoga jezika izbacivanjem nekih rije¢i samo zato Sto postoje u onomu
drugom jeziku. (Na kraju krajeva, rije¢ ,sistem” ne potjece iz toga drugog jezika, nego
iz grckoga, i postoji u latinskomu i u mnogim drugim europskim jezicima.)

Sloboda izbora jedne od dviju rije¢i omogucava nijansiranje izraza uvodenjem raz-
lika u znacenju: rije¢ ,sustav” upotrebljavat ¢u za apstraktno ,skup slozeno delo”, po-
put ,sustava jednadzbi”, dok ¢u rijecju ,sistem” oznacavati konkretn(ij)a ,skup slozena
dela”, kao sto su ,konstrukcijski sistemi”. Tako mogu, pored ostaloga, izbjec¢i jezicnim
pseudocistunstvom zahtijevane nezgrapne sklopove poput ,sustava jednadzbi ravnoteze
konstrukcijskoga sustava’.
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1. Konstrukcije i njihove proracunske sheme

1.1. Pokusaj definicije

“It’s like a joke somebody’s telling, only it ain’t a joke, just works
like one. You can’t git none of it unless you git it all.”

T.H. Cook: Into the Web

U uvodnom smo odjeljku neformalno i ne bas precizno konstrukcijom nazvali ,nosivi
sklop promatranoga objekta”. Pokusat ¢emo sada biti odredeniji. Spojeni sistem ¢emo
definirati kao svrhovito i sustavno oblikovani sklop medusobno povezanih elemenata.
Konstrukciju pak definiramo kao spojeni sistem koji moze, odrzavajuéi oblik, preuzeti i na
podlogu prenijeti vlastitu tezinu, predvidena opterecenja i druga predvidena djelovanja.
Kad kazemo da , konstrukcija odrzava oblik” ne mislimo da se ponasa kao apsolutno kruto
tijelo, nego samo da sprecava znatnije ili nezeljene pomake.

Navedene su definicije—u teznji za potpunoséu i sveobuhvatnoséu—mozda preap-
straktne. Nadamo se da ¢e nakon razrade i primjera na predavanjima i vjezbama postati
jasnijima. Ukratko, spojeni sistem moze, ali ne mora biti konstrukcija; pokazat ¢emo da
¢e biti konstrukcija ako ima dovoljan broj ispravno rasporedenih unutrasnjih i vanjskih
veza.

Konstrukcigski sistem sinonim je za pojam konstrukcije, posebice zelimo li naglasiti
da je rije¢ o sklopu elemenata, a s istim ¢emo znacenjem upotrebljavati rije¢ nosac.

1.2. Proracunske sheme

Konstrukeciju u proracunu ne mozemo prikazati i obradivati u obliku u kojem ¢e se
izvesti (ili je veé izvedena). Kad bismo u prora¢un uveli sve geometrijske pojedinosti
te sve medusobne odnose i utjecaje, proracun bi bio vrlo slozen i dugotrajan, a katkad
se, zbog teorijski nerjesivih ili tesko rjesivih problema, ne bi ni mogao provesti. Zane-
marujuéi stoga neka njezina obiljezja, konstrukciju u proracunu zamjenjujemo proracun-
skom shemom. Proracunskom shemom konstrukcije ili, sinonimno, konstrukcijskom she-
mom nazivamo pojednostavljeni prikaz stvarne konstrukcije koji dovoljno vjerno oslikava
ponasanje konstrukcije pod optere¢enjem i ostalim djelovanjima omogucéujuéi istodobno
Sto jednostavniji proracun. Na izbor proracunske sheme utjece zZeljena ili zahtijevana
tocnost proracuna: za prethodne, ,grube” proracune na temelju kojih odabiremo osnovne
dimenzije elemenata konstrukcije, upotrebljavaju se ¢esto razmjerno jednostavne sheme,
dok za ,kona¢ne” proracune —u glavnim i izvedbenim projektima— sheme moraju biti
detaljnije i potpunije.
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U sljede¢im ¢emo poglavljima, uvrijezenih obicaja radi, ali i radi sazetijega izrazavanja
iizbjegavanja nezgrapnosti, rabiti nazive konstrukcija ili nosac, ali ¢emo pod tim nazivima
gotovo uvijek podrazumijevati proracunsku shemu konstrukcije.

Proracunske sheme oblikujemo ponajvise postupcima apstrakcije i idealizacije. Ap-
strakcija je ,jedan od temeljnih misaonih postupaka kojim se odbacuje ono sto je po-
sebno, sporedno i slu¢ajno radi onoga sto je opce, zajednicko i bitno”, dok je idealiza-
cija ,predstavljanje cega u boljem svjetlu nego Sto u stvarnosti jest; predstavljanje cega
savrSenim”.® Primjerice, zanemarivanjem debljine konstrukcijskoga elementa moZemo ga
svesti na ravninu ili plohu, dok ga zanemarivanjem debljine i Sirine svodimo na pravac
ili krivulju; cesto takoder zanemarujemo ekscentricitete u spojevima i uzimamo da su
elementi spojeni u sjecistu njihovih osi. Ili, kao jos jedan primjer: kako su u stvarnosti
sva tijela deformabilna, ,potpuna upetost” ne postoji; no, ako je susjedno tijelo znatno
kruce od promatranoga, upetost mozemo smatrati potpunom, savrSenom i uzeti da ne
postoje ni najmanji translacijski pomaci niti rotacije. Zglobovi, naprotiv, omoguc¢uju slo-
bodnu rotaciju: idealna zglobna veza ne pruza nikakav otpor —Kkoji, u stvarnosti, trenje
neizbjezno izaziva—medusobnom zaokretanju spojenih elemenata. Slika 1.a. fotografija
je poznata Maillartova mosta preko kanjona Salgina u Svicarskoj, dok je na slici 1.b.
skicirana proracunska shema glavnoga nosivog sklopa—rijec je o trozglobnom luku.

Slika 1. Most preko kanjona Salgina; projektant: Robert Maillart

Nekad, pa i ne tako davno, prije Siroke primjene racunala, Cesti je postupak bilo i ,,hi-
jerarhijsko” razlaganje konstrukcije: stropne ploce ili (rostiljni) sistem greda oslanjaju se
na grede koje se opet oslanjaju na stupove koji se oslanjaju... Razine se proracunavaju
zasebice, uzastopno, ,,odozgo prema dolje”: pretpostavlja se da ploce ili rostilji imaju ide-
alne, nepopustljive lezajeve; dobivenim se reakcijama potom optere¢uju oslonacke grede,
i tako dalje. Stovise, ploce i zidovi zamjenjivani su sistemima kruto spojenih greda.
Osim toga, konstrukcije, koje oc¢ito stoje i postoje u prostoru, prikazivale su se, kad god
je to, s obzirom na geometrijske znacajke i nacin prenosenja opterecenja, bilo moguce,
nizom manje ili viSe neovisnih ravninskih konstrukcija. Tako se konstrukcije poput luka
sa slike 1. mogu, za vlastitu tezinu i za korisno (prometno) opterecenje, proracunavati
kao ravninske.

3 Obje su definicije preuzete iz Velikog rjecnika hrvatskoga jezika V. ANICA, Novi Liber, Zagreb, 2003.
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Proracunski se postupak moze pojednostaviti i zamisljenim presijecanjem veza, ¢ime
se viSestruko staticki neodredeni sistemi pretvaraju u staticki odredene: ,Tako se kod
proracunavanja resSetkastih nosaca zeljeznih mostova obi¢no pretpostavlja, da su Sta-
povi spojeni u ¢vorovima idealnim zglobovima. U zbilji su oni évrsto zakovani” [10].
Naime, uz dostatnu vitkost stapova ,dopunitbeni” momenti savijanja, izazvani sprecava-
njem zaokreta njihovih krajeva, zanemarivo su mali. Ali opet: ,U ovo vrijeme, vrijeme
obnavljanja ekonomskog zivota nakon svjetske katastrofe, imadu pitanja ekonomicnosti
gradnje sve veCe znacenje. Da se najbolje iskoriste visoke kakvoce materijala, koji se
sada upotrebljava za gradnju, treba da se umanji broj racunskih pretpostavaka, koje ne
odgovaraju zbilji i time da se omoguéi poveéanje dozvoljenih naprezanja” [10].

Racunala danas omoguc¢uju mnogo sloZenije i opseznije proracunske sheme u kojima
se prostorne konstrukcije, plosne i Stapne, staticki odredene i staticki neodredene, mogu
obuhvatiti i opisati u cjelini. Potesko¢e u numerickoj provedbi proracuna, ponajprije pri
rjeSavanju vec¢ih sustava algebarskih jednadzbi, koje su prije bile velika, ¢esto i nepromo-
stiva prepreka, uporabom racunala uglavnom su uklonjene. Opisani postupci pojedno-
stavljenja nisu, medutim, passé; primjenjuju se i danas, u preliminarnim prorac¢unima i u
,rucnim” proracunima ,manjih” konstrukcija te, posebice, u brzim, okvirnim provjerama
rezultata slozenih racunalnih proracuna. Moramo biti svjesni i toga da ¢e granice veli¢ine
proracunskog modela i prikazivih podrobnosti, a time i neophodnost pojednostavljujuc¢ih
pretpostavki uvijek postojati.

1.3. Dvije klasifikacije

Konstrukcije i, opcenitije, spojeni sistemi razvrstavaju se u skupine prema razli¢itim
svojstvima. Primjerice, konstrukcije prema gradivu mogu biti betonske, kamene, me-
talne, drvene, s dijelovima od razli¢itih gradiva, ... Prema nacinu gradnje pak mogu biti
monolitne, montazne, polumontazne, zidane, mjesovite izvedbe, ... Prema sposobnosti
nosenja dijelimo ih na nosive i nenosive: nosive konstrukcije mogu nositi sebe i prenositi
sva druga predvidena opterecenja, dok nenosive konstrukcije nose samo sebe; primjer su
nenosivih konstrukcija pregradni zidovi u zgradama.

U nastavku ¢e nam posebno korisne i vazne biti dvije klasifikacije: klasifikacija kon-
strukcijskih elemenata s geometrijskoga i klasifikacija spojenih sistema s kinematickog
stajalista. Prva je, u biti, osnova za uvodenje proracunskih shema, dok ¢e druga pripomoci
u razjasnjenju pojma konstrukcije.

1.3.1. Geometrijsko stajaliste

Konstrukcijski element je razmjerno jednostavan sastavni dio konstrukcije koji se moze
analizirati kao samostalna cjelina.

S geometrijskoga se stajalista konstrukeijski elementi razvrstavaju u:
e Stapne elemente,
e plosne elemente i

e masivne elemente.
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Stapni element ili §tap konstrukeijski je element kojem je jedna karakteristicna dimen-
zija, duljina, istaknuta u odnosu na druge dvije, debljinu (ili visinu) i Sirinu. Primjeri
su greda, luk, zglobni stap, uze, ... Konstrukcije sastavljene samo od stapnih elemenata
nazivaju se Stapnim kostrukcijama. U trivijalnom slucaju konstrukcija moze sadrzavati
samo jedan element. Prosta greda, konzola, obostrano upeta greda, dvozglobni i upeti
luk takve su jednostavne konstrukcije. Podloga nije dio konstrukcije, ali veze s njom
jesu, pa su prosta greda, konzola i obostrano upeta greda, iako sadrze samo jedan gredni
element, tri razlicite konstrukcije. Trozglobni luk sa slike 1. nesto je slozenija konstruk-
cija— sastavljen je od dva lu¢na elementa i tri zglobne veze. Za okvir sa slike 2. mozemo
rec¢i da je sastavljen od tri gredna elementa— dva stupa i grede, s podlogom i medusobno
kruto spojena—ili pak da sadrzi samo jedan, poligonalni element.

Slika 2.

U proracunskim shemama Stapni se element zamjenjuje njegovom osi. Intuitivno,
os Stapa je dio pravca ili krivulje koji se proteze njegovom duljinom tako da je Stap, u
stanovitom smislu, ,podebljana” os. Stroze se os stapa definira kao prostorna krivulja
koja spaja tezista poprecnih presjeka, dok se poprecni presjek definira kao geometrijski
lik koji nastaje presijecanjem Stapa ravninom okomitom na njegovu os. Te dvije defi-
nicije zatvaraju zacarani krug (lat. circulus vitiosus ili circulus diaboli): da nademo os,
moramo poznavati poprecne presjeke, a oni pak leze u ravninama okomitima na os, pa
za postavljanje tih ravnina treba poznavati os. Os Stapa zadana oblika mozemo stoga
samo u rijetkim slucajevima neposredno odrediti— primjerice, za ravni Stap konstant-
noga poprecnog presjeka. U veéini je slucajeva moramo odredivati iteracijski tako da
njezin priblizno pretpostavljeni polozaj postupno popravljamo. Mozemo, naravno, poci i
obratnim putem: prvo zadati os te oblikovati Stap postavljanjem niza ravnina okomito na
os i ucrtavanjem poprecnih presjeka tako da njihova tezista leze na osi. Poprecni presjeci
pritom mogu mijenjati oblik i veli¢inu, ali njihova tezista uvijek moraju ostati na osi.

Uvodenjem pretpostavaka o ponasanju poprec¢nih presjeka tijekom deformiranja stapa
i o raspodjeli naprezanja po plohama tih presjeka moze se polje pomaka Stapa opisati
funkcijom jedne varijable, polozaja duz osi, dok se naprezanja na plohama poprec¢nih
presjeka mogu svesti na rezultirajuc¢a djelovanja u teziStima—nazvana silama u po-
precnim presjecima — Cije se raspodjele uzduz osi mogu takoder opisati funkcijama jedne
varijable. Uzima se nadalje da sve te funkcije ne ovise o raspodjeli optere¢enja po po-
precnim presjecima, ve¢ samo o rezultiraju¢im djelovanjima u tim presjecima, pa se i
opterecenja uvodenjem staticki ekvivalentnih djelovanja—Lkoncentriranih i distribuiranih
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linijskih sila i momenata—svode na os [44]. Parcijalne diferencijalne jednadzbe opée teo-
rije elasticnosti time prelaze u obi¢ne diferencijalne jednadzbe koje je, naravno, mnogo
lakse rijesiti.

Prema obliku osi stapove dijelimo na ravne i zakrivijene. Os zakrivljenoga stapa
moze biti dio ravninske ili dio prostorne krivulje. Ako se poprecni presjeci ravnoga Stapa
ne mijenjaju duz osi, nazivamo ga prizmaticnim; matematicari ga katkad nazivaju i
cilindri¢nim.

Stapne se konstrukcije mogu podijeliti u ravninske i prostorne. Pri toj podjeli osim
geometrijskih karakteristika u obzir treba uzeti i djelovanja na konstrukciju. Konstrukcija
je ravninska ako osi svih elemenata leze u istoj ravnini, u odnosu na koju su uz to svi
poprecni presjeci simetricni, ako su staticke i kinematicke karakteristike svih spojeva
simetricne u odnosu na tu ravninu te ako su pravci djelovanja svih vanjskih sila i svi
prisilni pomaci u toj ravnini, a vektori svih vanjskih momenata i svih prisilnih zaokreta
okomiti na nju. U tom ce slucaju i osi deformiranih elemenata ostati u istoj ravnini
(pomaci svih tocaka su u ravnini, a vektori zaokreta su okomiti na nju); isto tako, uzduzne
i poprecne sile u toj su ravnini, a vektori momenata savijanja okomiti su na nju. Zahtjev
za simetrijom poprecnih presjeka nuzan je da se izbjegnu pojava kosoga savijanja i pojava
torzije zbog nepodudaranja geometrijske osi i osi posmika [39].

Sve su ostale Stapne konstrukcije prostorne—konstrukcije u kojima su osi nekih ele-
menata prostorne krivulje, konstrukcije u kojima osi, iako su ravninske krivulje, ne leze
u jednoj ravnini te konstrukcije ¢ije su osi u jednoj ravnini, ali pravci djelovanja sila ne.

Plosni su elementi konstrukcijski elementi ¢ija je jedna dimenzija, debljina, zanema-
rivo mala u odnosu na druge dvije, te se njihova proracunska shema moze svesti na srednju
ravninu ili srednju plohu. Konstrukcije s plosnim elementima nazivaju se plosnima iako
je cesto rije¢ o kombiniranim konstrukcijama koje uz plosne sadrze i Stapne elemente
(slika 3.). Premda njihova uloga niposto nije drugorazredna, Stapni se sklopovi, kao
dijelovi plosnih konstrukcija, obi¢no nazivaju sekundarnim konstrukcijama.

Slika 3. Cynthia Woods Mitchel Center of Perfoming Arts; projektant: Horst Berger
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U plosne elemente i konstrukcije ubrajaju se zidovi, ploce, naborane konstrukcije,
ljuske, konstrukcije od platna,... Samo se zidovi opterec¢eni u svojim ravninama mogu
smatrati ravninskim konstrukcijama, dok su sve ostale plosne konstrukcije prostorne.

Masivni elementi konstrukeijski su elementi kod kojih su sve tri dimenzije istoga reda
veli¢ine. U skupinu masivnih konstrukeija, koje sadrze (samo) masivne elemente, ubrajaju
se potporni zidovi i brane. Te se konstrukcije ¢esto izvode od gradiva koja preuzimaju
ponajprije tlacne sile i tlacna naprezanja, poput betona, kamena ili zemljanoga nasipa.

Gradevnom statikom nazvali smo primijenjenu statiku Stapnih konstrukcija— proucavat
¢emo, dakle, samo postupke proracuna stapnih konstrukcija.

1.3.2. Kinematicko stajaliste

Podjela spojenih sistema s kinematickoga stajalista temelji se na pojmovima geome-
trijske promjenjivosti i geometrijske nepromjenjivosti. Spojeni je sistem geometrijski
nepromjenjiv ako se ponasa kao jedno ¢vrsto tijelo— oblik moze promijeniti samo uz
deformacije dijelova. To svojstvo kinematicko je obiljezje geometrijski nepromjenjivoga
sistema, dok je njegovo staticko obiljezje: ravnoteza geometrijski nepromjenjivog sistema
moguca je pod bilo kakvim opterecenjem.

U geometrijski promjenjivim sistemima relativni pomaci dijelova ili apsolutni pomaci
cjeline ili dijelova (odnosno, relativni pomaci u odnosu na podlogu) moguéi su i ako se
ti dijelovi smatraju apsolutno krutim tijelima; staticki gledano, ravnoteza geometrijski
promjenjivih sistema moguca je za neka, ali ne za sva opterecenja.

S kinematickoga stajalista proracunske sheme dijelimo na:

e geometrijski nepromjenjive sisteme s najmanjim moguc¢im brojem ispravno raspo-
redenih veza,

e geometrijski nepromjenjive sisteme s brojem veza ve¢im od najmanje potrebnoga
te

e geometrijski promjenjive sisteme.

Sisteme prve skupine nazivamo kinematick: odredenima. Oni su ujedno i staticki
odredeni. Sistem je staticki odreden ako moze ostati u stanju ravnoteze za opterecenje
po volji i ako postoji jedinstveni skup reakcija i unutarnjih sila koje zadovoljavaju uvjete
ravnoteze sistema i njegovih pogodno odabranih dijelova. Staticki odredene sisteme Cesto
¢emo nazivati jednostavno odredenim sistemima.

Sisteme s ,prekobrojnim” vezama nazivamo kinematicki preodredenima, ali statick:
neodredenima ili, krace, samo neodredenima. 1 staticki neodredeni sistem moze ostati u
stanju ravnoteze za bilo kakvo opterecenje, ali uvjeti ravnoteze ne daju jedinstveni skup
reakcija ili jedinstveni skup unutarnjih sila ili jedinstvene skupove jednih i drugih, nego
za jednoznacnost treba uvesti dodatne uvjete.

Geometrijski promjenjivi sistemi nazivaju se i mehanizmima. Razlogom geometrij-
ske promjenjivosti moze biti nedovoljan broj veza, ali i, ako veza ima ,,dovoljno”, pa 1
b ) 7 b
,previse”, nacin na koji su rasporedene.
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Iako se kao konstrukcije ili kao njihovi dijelovi ponekad upotrebljavaju i promjenjivi
sistemi poput gipke uzadi i sistema od platna i uzadi, u gradevnoj statici obradivat ¢emo
ponajvise geometrijski nepromjenjive sisteme. Postupci proracuna staticki odredenih i
staticki neodredenih konstrukcija bitno se razlikuju; ne treba posebno naglasavati da je
proracun neodredenih sistema slozeniji, dulji i tezi.

1.4. Pojednostavnjenja
1.4.1. Pojam matematickoga modela

S pomocu proracunske sheme opisujemo, pojednostavljujemo i idealiziramo ponaj-
prije geometrijske znacajke konstrukcije te njezine unutrasnje i vanjske veze. Uvodenje
proracunske sheme tek je jedan korak u oblikovanju matematickoga modela konstrukcije.

Matematicki model je umjetna tvorevina ¢ije rjesenje aproksimira? stanje ili ponasanje
stvarnoga sistema; obi¢no je to algebarska, diferencijalna ili integralna jednadzba (ili,
rjede, nejednadzba) ili sustav takvih jednadzbi (ili nejednadzbi). Osim ,geometrije”
i veza, za matematicki opis konstrukcije pojednostaviti treba i strukturu, svojstva i
ponasanje gradiva, a uvodi se i niz drugih pojednostavljuju¢ih pretpostavki —uvijek,
naime, zelimo na¢i kompromis izmedu vjerodostojnosti i jednostavnosti opisa i potrebnih
proracunskih postupaka. Izbor matematickoga modela jedna je od najvaznijih, najtezih
i najodgovornijih zadaca konstruktora-projektanta: o izboru modela neposredno ovisi
vjerodostojnost prorac¢una— proracun uz pogresno odabrani model ne moze biti ispra-
van bez obzira na to koliko su ,dobre” metode proracuna i upotrijebljeni kompjutorski
programi, s kakvom se to¢noséu proracun provodi, s koliko se decimala rezultati ispisuju
i kako su Sareni graficki prikazi rezultata. ,Uvedete li model u kojemu je zanemareno
obiljezje koje najvise utjece na ponaSanje, nema svrhe dotjerivati opis obiljezja koja su
ukljucéena” [26]. Konstruktor mora u svakom koraku proracuna biti svjestan uvedenih
pojednostavljenja i moguc¢ih ogranic¢enja koja iz njih proizlaze.

1.4.2. Kontinuum

Kvantna nas mehanika uci da je struktura materije diskontinuirana, diskretna: atomi
koji tvore materiju i elementarne cestice koje tvore atome rasprSeni su u praznini na
medusobnim udaljenostima gotovo neizmjernima usporede li se s njihovim velicinama.
Nepravilnosti i prekida u tvari ima i na makroskopskoj razini: vlakanca i kvrge u drvu,
pukotine u kamenu, betonu i opeci, zrna agregata i Sipke armature u betonu, ...

Sve ¢emo te diskontinuitete zanemariti, ,izgladiti” i ,,razmazati”. Teoriju ¢emo izgra-
diti na predodzbi neprekidne sredine. Njezino je osnovno svojstvo beskrajna djeljivost:
svaki se djeli¢, ma kako malen, moze razdijeliti;®> nikad neé¢emo doé¢i do nedjeljivih, ele-

4 Aproksimacija je ,ono §to se priblizava istini, stvarnosti i sl., a da se posve precizno ne ustanovi stanje;
pribliznost”, te, u uzem znacenju, kao matematicki pojam, ,,zamjena nekog matematickog objekta drugim
koji mu je u odredenom smislu blizak, ali jednostavniji” [V. ANIC: Hrvatski enciklopedijski rjecnik, Novi
Liber, Zagreb, 2002.].

> Neprekidno je ,nesto, svaki dio ¢ega ima dijelove” [C. S. Peirce].
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mentarnih cestica. Izmedu bilo koje dvije tocke, ma kako bliske, barem je jedna tocka,
dakle, bezbrojno mnogo tocaka; u neprekinutoj sredini nema praznina.

Pretpostavka neprekidne sredine (ili: kontinuuma) omoguéava nam uporabu pojmova
i postupaka matematicke analize: funkcija, njihovih derivacija, integrala, diferencijalnih
jednadzbi, . . .

1.4.3. Linearizacije

Pod opterec¢enjima i drugim djelovanjima konstrukcije se deformiraju, pa se njihove
tocke pomicu. No, u vecini su gradevinskih konstrukcija pomaci pri prijelazu iz pocetnoga
u konacni, ravnotezni oblik tako mali da se promjene njihova oblika, a time i promjene
polozaja hvatista i pravaca djelovanja sila mogu zanemariti. Obradivat ¢emo stoga po-
najprije postupke odredivanja sila u kojima se uvjeti ravnoteze vanjskih i unutarnjih
sila postavljaju na nedeformiranoj konstrukciji. Tu pretpostavku nazivamo statickom
linearnoscu, a njezina je posljedica linearnost uvjeta ravnoteZe.

Odustanemo li od te pretpostavke, proracun postaje znatno zapletenijim i, naravno,
dugotrajnijim: deformacije nosaca ovise o unutarnjim silama, a za postavljanje uvjeta rav-
noteze za izracunavanje tih sila treba poznavati deformirani oblik nosaca, te je proracun
neizbjezno iteracijski. U nalazenju promijenjenoga oblika nosaca nece uvijek biti dovoljno
zadrzati se na geometrijskoj linearnosti, to jest, uzeti da su odnosi pomaka i deforma-

cija linearni, kao u izrazu e = ﬁ, nego Ce trebati pretpostaviti slozenije odnose poput
du 1 (dw)?
g = a + 5 [a] .

Pri izracunavanju pomaka i deformacija konstrukcija ogranicit ¢emo se na elasticne
deformacije i to u podrucju u kojemu vrijedi Hookeov zakon koji propisuje linearni odnos
naprezanja i deformacija, u najjednostavnijem obliku o = Fe, ili, kao poopcenje, linearni
odnos unutarnjih sila i odgovarajucih deformacijskih veli¢ina, primjerice M = Elx ili
P = FAe, pa i linearni odnos sila i pomaka. To se ograni¢enje naziva materijalnom
linearnoscu.

Postupci linearizacija vazni su, prema tome, sa stajalista jednostavnosti proracuna, ali
i sa spoznajnoga i s edukacijskog stajalista. Shvatiti i objasniti (drugima, ali i sebi) neku
slozenu pojavu gotovo uvijek znaé¢i pojednostaviti je ili razloziti na niz jednostavni(ji)h
pojava. Tako nelinearnost —koja je gotovo sveprisutno, neizbjezno metafizicko ,tkivo”
stvarnosti—najcesé¢e svladavamo ili ogranicavanjem na dovoljno mali isjecak ,svijeta”
u kojem je sve barem priblizno linearno ili pak razbijanjem promatrane pojave na niz
uzastopnih linear(izira)nih koraka. Razumijevanje linearnosti stoga je neophodan, ali,
naravno, ne i jedini korak potreban za razumijevanje nelinearnosti.

Razlicitim stupnjevima obrazovanja, kao i razli¢itim primjenama, primjerene su razli-
¢ite razine pojednostavljenja: pocetna su objasnjenja jednostavna i povrsna, ali takve
jednostavne (mozda i nedorecene ili nepotpune) teorije polazista su prihvac¢anja i razumi-
jevanja slozenijih i profinjenijih tumacenja. Takav obrazovni slijed dijelom odrazava povi-
jesni razvitak znanstvenoga shvac¢anja. Ipak, tek dijelom: primjerice, Leonhard Euler, Ja-
cob Bernoulli i drugi matematicari osamnaestoga stoljeca, uvodeéi i rjesavajuci probleme
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lancanice, oblika ovjesne uzadi vise¢ih mostova i uzadi pod drugim vrstama opterecenja te
progibnih linija elasti¢nih greda, ukljucujudi i pitanje stabilnosti, nisu razlikovali linearne
i nelinearne jednadzbe, pa ih ni nelinearnost nije posebno uznemiravala ni plasila.

Ako neka jednostavn(ij)a teorija pruza objasnjenja dovoljno dobra za prakti¢ne pri-
mjene i omogucava dovoljno tocna predvidanja, mozemo se ,zaustaviti” na njoj. Ali, ne
smijemo zaboraviti: ,Rezultati idealiziranih modela vrijede samo ograniceno — dok oda-
brane pretpostavke dobro aproksimiraju pojave ili stanja u stvarnosti. Kad aproksimacija
viSe ne zadovoljava moraju se neke pretpostavke zamijeniti slozenijima. Kad primjerice
vise ne vrijedi linearna elasti¢nost, odabire se nova slozenija pretpostavka npr. neline-
arna elasticnost. Ta je pretpostavka takoder idealizirana— odabire se najjednostavniji
prihvatljivi nelinearni zakon. Dobiva se novi, slozeniji matematicki model. Novim se
modelom mogu analizirati neke pojave, koje se nisu mogle u lineariziranom modelu. Ipak
ni taj model nije konacan jer se ne dobivaju dobre aproksimacije za neke jos slozenije
pojave koje se opazaju u stvarnosti. Tada treba odabrati nove pretpostavke (teorije
plasti¢nosti ili mehanike loma ili nesto trece). A nove su pretpostavke takoder ideali-
zirane. Poboljsavanje aproksimacije pojave ili stanja niz je sve slozenijih matematickih
modela, koji nikad neée moéi obuhvatiti svu slozenost realnih pojava” [13].
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2. Pocela statike
2.1. O pojmu sile i poneSto o pojmu ravnoteze

Jesi i o njemu doznao nesto vise?”
”
Samo da je bio osamljen,” odgovorih. ,Bez zene i bez djece. Cak i bez prijatelja.”
” b b
Nikad nije nasao ravnotezu.”
”
»2Ravnotezu?”

»Tako je tata govorio,” rece moj otac. ,, To je tocka gdje stvari izgledaju onoliko
dobro koliko to ikad mogu postati. Gdje niSta ne preteze na krivu stranu. To je
ono $§to moramo traziti, govorio je, tu ravnotezu.”

T.H. Cook: Into the Web

Sila je fizikalna velicina kojom se opisuje uzajamno djelovanje tijela. lako pojam
sile podrazumijeva barem dva tijela koja djeluju jedno na drugo, cesto ¢e nas zani-
mati samo jedno od njih, dok ¢e tijela koja djeluju na njega ostati nespomenutima,
pa i neodredenima; govorit ¢emo tada o djelovanjima sila na promatrano tijelo.

Pod silom se prema Lagrangeu [Analiticka mehanika, 1788.] ,,razumije opéenito uzrok,
bez obzira na njegovu vrstu, koji priopc¢ava ili tezi priopciti gibanje tijelima na koja
djeluje; stovise, priopc¢ena kolicina gibanja, ili koli¢ina gibanja koja se moze priopciti,
ono je ¢ime silu treba prikazati. U stanju ravnoteze sila nema stvaran uc¢inak; ona samo
namice teznju gibanju; ipak, uvijek se moze mjeriti uc¢inkom koji bi stvorila kad ne bi
bila zaprijecena.”

Zametci pojma sile potjecu iz predznanstvenoga iskustva—proizlaze iz osjeta napora misica,
primjerice pri dizanju ili guranju tereta. Tek se kasnije predodzba moguénosti medudjelovanja
tijela prenijela i na nezive stvari. Drugo je, vaznije i plodonosnije, ali donekle prijeporno,
poopcenje bila zamisao da neko tijelo moze na drugo tijelo djelovati i bez neposrednoga dodira,
na daljinu. Fizicka stvarnost i priroda sile —pitanja sto je zapravo sila i postoji li uopce ili je tek
pogodni matematicki simbol za ,vrstu ¢initelja okultne ili metafizicke naravi” [Saint—Venant] —
izazivali su tijekom povijesti fizike brojne nesporazume i dugotrajne raspre.

U Matematickim nacelima prirodne filozofije Newton je ,definirao” nekoliko vrsta sila, ali
te definicije samo opisuju nacine na koje sile opazamo, ne objasnjavajuéi bit i zbiljnost njihova
postojanja. Mnogi su, medu njima Saint—Venant, Mach, Hertz i Poincaré, postavljali pitanje:
ako postoji gravitacijsko privlacenje izmedu Sunca i planetd, kako se i ¢ime to privlacenje
ostvaruje bez ,opipljive” fizicke veze? Sto su ili tko su ,ta dvojbena biéa [...] $to nisu ni tvar
ni duh nego slijepi i nemisleé¢i stvorovi koji ipak moraju biti obdareni ¢udesnom sposobnoséu
procjenjivanja udaljenosti i izra¢unavanja razmjernih im snaga” [Saint—Venant|? I Newton je
(kasnije, u pismu teologu Bentleyu) pisao: ,Nepojmljivo je da bi bezivotna gruba tvar bez
posredovanja nec¢ega drugog, $to nije materijalno, mogla djelovati na drugu tvar i utjecati na
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nju bez medusobna dodira. Da bi gravitacija mogla biti urodena i bitna znacajka tvari, tako
da jedno tijelo moze djelovati na drugo na razmaku kroz prazninu, bez posredovanja icega
drugog ¢ime ili kroz §to se njihova djelovanja i sile mogu prenijeti s jednoga na drugo, to je
za mene tako velik nesmisao da vjerujem da mu ni jedan ¢ovjek, koji o filozofskim pitanjima
moze mjerodavno razmisljati, ne¢e nikad povjerovati. Gravitacija mora imati uzrocnika koji
neprekidno djeluje prema stanovitim zakonima; no je li taj uzrocnik tvaran ili ne, ostavljam

¢itateljima do razmotre.”

U Nacelima je, medutim, naglasio: ,,dosada nisam uspio iz pojava
razotkriti uzrok tih svojstava gravitacije, a ja ne stvaram pretpostavke. Jer sve Sto nije izvedeno
iz pojava treba nazvati hipotezom; a hipotezi, metafizickoj ili fizickoj, s okultnim ili mehanickim
vrijednostima, nije mjesto u eksperimentalnoj filozofiji. U toj se filozofiji odredene tvrdnje
izvode iz pojava, a potom poopé¢uju indukcijom. |[...] I dovoljno nam je da gravitacija stvarno
postoji i da djeluje prema zakonima koje smo objasnili i da bude dostatnim uzrokom gibanja
svih nebeskih tijela i nasega Sunca” Za Newtona je, dakle, vazno i dovoljno to da pojam
sile omogucava izgradnju suvisloga teorijskog opisa svijeta u kojem zivimo te da omogucéava
proracune i predvidanja koja u velikoj mjeri potvrduju opazanja i pokusi.

Opca teorija relativnosti odgovor na pitanje o prirodi sile trazi u podru¢jima geometrije
i kinematike: masa zakrivljuje ¢etverodimenzionalni prostorno—vremenski kontinuum tako da
tijela ,padaju” jedna prema drugima kao da izmedu njih postoje gravitacijske sile. Einstein
je pisao A. Sommerfeldu: ,,Sad radim isklju¢ivo na problemu gravitacije... Jedna je stvar si-
gurna— nikad u zivotu nisam sebe sama tako mucio... u usporedbi s ovim problem, izvorna

” Prema ,standardnom modelu” kvantne

[tj. specijalna] teorija relativnosti bila je djec¢ja igra.
mehanike ostale tri temeljne sile prenose elementarne ¢estice nazvane glasnicima: elektromag-
netsku fotoni, slabu nuklearnu obitelj slabih bozona, a jaku nuklearnu obitelj gluona; postojanje
tih Cestica i eksperimentalno je potvrdeno. Razni pokusaji ujedinjenja opée teorije relativnosti i
kvantne mehanike u kona¢nu, sveouhvatnu teoriju, Teoriju o Svemu, pretpostavljaju da postoje

i gravitoni, glasnici gravitacijske sile.

Sile koje, poput gravitacijske, elektricne ili magnetske sile, djeluju na daljinu, kroz
sprazan” prostor, zvane silama dalekoga dosega, utjecu na sve cestice tijela. Takva su
djelovanja, dakle, raspodijeljena po cijelom obujmu tijela, pa se nazivaju i zapreminskim
silama.

Sile kratkoga dosega, poput kontaktnih sila izmedu dvaju tijela, koje sprecavaju prodor
jednoga tijela u drugo ili klizanje jednog tijela po drugom, i unutarnjih sila, koje cCestice
tijela ,,drze na okupu” djeluju na povrsinama kojima se dva tijela doticu ili kroz povrsinu
u kojoj dva dijela tijela, presjecenoga zamisljenom plohom, prijanjaju jedan uz drugi.
Te su sile plosne, jer postoje samo na dodirnim povrSinama, stvarnima ili zamisljenim.
Svako je djelovanje dodirom raspodijeljeno po vecoj ili manjoj povrsini—i vrh igle i
ostrica nabrusenoga noza dijelovi su ploha. Cesto je, medutim, pogodnije zamisliti da. je
ostrica noza tek linija, a da je vrh igle tocka.

Idealiziranu silu, podruc¢je djelovanja koje je stegnuto u tocku, nazivamo koncentrira-
nom silom; ona moze biti model sile kratkoga i sile dalekog dometa. Zajednicki je naziv
za zapreminske, plosne i linijske sile raspodijeljene ili distribuirane sile.

Tocka, u kojoj koncentrirana sila djeluje, naziva se njezinim hvatistem. Koncentrirana
sila ima pravac i smisao djelovanja (ili orijentaciju) te intenzitet. Na crtezima u starim
knjigama pravci djelovanja sila zorno su prikazivani napetom uzadi, a smisao je njihova
djelovanja naznacen rukama koje tu uzad zatezu (slika 4., iz [36]). Danas uvrijezeni
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prikaz koncentriranih sila strelicama razmjerno je kasan, dvadesetostoljetni izum. U te-
kstu i na crtezima sile ¢emo (zasad) oznacavati velikim slovima sa strelicama iznad njih:

Intenzitet koncentrirane sile po definiciji je, kao i, primjerice, duljina duzine, pozitivna
veli¢ina (stroze, da obuhvatimo i poseban slucaj sile koje nema: nenegativna velicina).
Ako je na pravcu njezina djelovanja dogovorno utvrdena pozitivna orijentacija, smisao
djelovanja sile mozemo s pomoc¢u predznaka prikljuciti intenzitetu pa ¢emo govoriti o vri-
jednosti sile: sila, kojoj je smisao djelovanja suprotan od pozitivnoga, imat ¢e negativnu
vrijednost. Vrijednost sile F oznacavamo sa F, a intenzitet sa HF H ili sa |F.

Statika je, rekosmo, grana mehanike u kojoj se proucava ravnoteza tijela, sto znaci da
se istrazuju djelovanja sila na tijela koja miraju i koja pod djelovanjima tih sila ostaju
u stanju mirovanja. Treba Spomenuti da je mirovanje uvjetan pojam: kad ravnotezu
definiramo kao stanje mirovanja tijela na koja djeluje sile, presutno uzimamo da je rijec o
mirovanju u odnosu na neki referentni inercijalni sustav. Djeluje li na mirujuce tijelo jedna
sila, ono ¢e se, u skladu s drugim Newtonovim zakonom, poceti gibati po pravcu i u smislu
njezina djelovanja; primjerice, ispustite li knjigu koju drzite, ona ¢e pod djelovanjem
gravitacijske sile poceti padati. Djeluje li, medutim, na tijelo viSe sila, ta se djelovanja
mogu medusobno ponistiti: drze¢i knjigu, suprotstavljate se gravitaciji, pa knjiga nece
pasti. Za sustav sila, koje djeluju na tijelo tako da ono ostaje u stanju mirovanja, kazemo
da je uravnoteZen; mirovati pritom mora ne samo tijelo kao cjelina, ve¢ i svaki njegov
dio — knjigu ne smijete listati. Tijekom nanosenja tih sila tijelo ponesto mijenja oblik. U
statici promatramo konacnu konfiguraciju ili te promjene zanemarujemo smatrajuci tijelo
krutim.

Za potpuniji i strozi iskaz uvjeta ravnoteze moramo objasniti znacenje izraza ,,ponista-
vanje djelovanja sila”, za sto pak treba uvesti postupak sastavljanja sila i pojam momenta.

Godine 1608. flamanski matematicar i inzenjer Simon Stevin, u dodatku drugom izda-
nju knjige Pocela umijeéa vaganja [36], naslovljenom O uzadi koja nosi terete, uveo je
pravilo paralelograma sila i, potom, pravilo trokuta sila kao osnovu postupka rastavija-
nja koncentrirane sile u dvije komponente na zadanim pravcima koji prolaze njezinim
hvatistem (slika 4.).

Slika 4. Crtezi iz Pocela umijeéa vaganja Simona Stevina

[ako uze ima stanovitu debljinu, unutarnju ¢emo silu u napetu uzetu smatrati kon-

centriranom silom koja djeluje na pravcu njegove osi. Sila u uzetu GF, ¢iji je intenzitet
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jednak tezini prizme i proporcionalan duljini dijagonale CI paralelograma konstruiranoga
na crtezu na slici 4.a., moze se zamijeniti silama u uzadi CD i CE intenziteti kojih su
proporcionalni duljinama stranica CH i CK. Dakle, silu F graficki rastavljamo (slika 5.a.)
u sile Fy i Fy na pravcima kroz njezino hvatiste—rep strelice—tako da njezinim Silj-
kom —ili vrskom — povuc¢emo pravce usporedne zadanim pravcima; sile F, i Fy onda
su dvije susjedne stranice paralelograma ¢ija je dijagonala F. Sile Fy i F, nazivamo
komponentama sile F

-

Fy

Slika 5

Zadaca je rjesiva samo ako pravac djelovanja sile koju rastavljamo i pravci njezinih
komponenata leze u istoj ravnini.

Mozemo redi i da je, obratno, sila F nastala sastavljanjem ili zbrajanjem sila FiiFy
koje djeluju u L isto] tocki: rezultanta F sila Fy i Fy dijagonala je paralelograma koji
razapinju sile FiiF, (ista slika, naravno). Zadaca zbrajanja dviju sila s istim hvatistem
uvijek je rjesiva: pravci djelovanja sila FiiF, odreduju ravninu u kojoj ¢e biti i pravac
rezultante F.

Bududi da su duljine usporednih stranica paralelograma (primjerice, stranica CK i HI
na slici 4.a.) jednake, umjesto paralelograma mozemo, kao na slikama 4.b. i 5.b., kon-
struirati trokut. Pritom se, medutim, jedna sila ,pomice” s pravca svoga djelovanja na
usporedan mu pravac, pa se polozajni odnosi sila vise ne mogu ocitati iz crteza, ali zasad
to i nije vazno, jer znamo da sve sile djeluju u istoj tocki.

Lako je, usporedbom paralelograma i trokuta sila prikazanih na slici 5., vidjeti da je
zbrajanje sila komutativno:
F1+F2:FQ+F1- (1)

Djeluju li u istom hvatistu sile Fl, Fyi F3, IlthOVll rezultantu F' mozemo nadi tako da
prema pravilu paralelograma zbrojimo sile Fii FQ, a zatim dobivenoj sili Fy 2= = F\ + F,
pribrojimo silu Fy:

—

(Fy+F,)+Fs = Fi,+F; = F. (21)
Istu ¢emo rezultantu dobiti zbrojimo li prvo sile Fyi Fg, a potom njihov zbroj F273
pribrojimo sili Fi:
Fi+ (Fy+Fs) = Fy+ Fo3 = F. (22)
Zbrajanje je sila, prema tome, asocijativno,

(Fi + Fy) + Fy = Fy + (Fy + F3), (25)
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pa u izrazu za zbroj sila zagrade ne moramo pisati:
F = Fy + Fy + Fj. (2)

Stovise, buduéi da vrijedi i zakon komutativnosti, mozemo prvo zbrojiti sile FiiF 3,
pa dobivenoj sili Fj 3 pribrojiti silu Fi:
(Fi+F3) +Fy = Fig+F, = F.
Dok je poligonom sila zbroj niza sila jednozna¢no odreden neovisno o broju sila, sila
se u ravnini moze jednoznacno rastaviti na dvije komponente, a u prostoru na tri.

Pravilo paralelograma vrijedi i za sastavljanje ili za rastavljanje drugih fizikalnih
velicina odredenih intenzitetom te pravcem i smislom, poput pomaka, brzine i ubrzanja.
Prepoznavanje zajednickih svojstava tih velicina pridonijelo je razvoju apstraktnoga ma-
tematickog pojma vektora u drugoj polovini devetnaestog stolje¢a.® Matematicka teorija
vektora usavrsila se, neovisno o mogucéim fizikalnim interpretacijama, do visoke razine
istancanosti i formalizacije. Uvodenje vektora u mehaniku i prikazivanje sila, pomaka
itd. vektorima pruza nam, osim zorne geometrijske predodzbe, moguénost primjene svih
postupaka linearne algebre i vektorske analize.

T T
F,
«
B~ W
Yy Yy
Y \
ﬁz‘ F’ _)Fz
z z
Slika 6.

Za algebarsko baratanje silama pogodno je rastaviti ih u medusobno okomite kom-
ponente, usporedne s osima Kartezijeva koordinatnog sustava (slika 6.a.); u vektorskom
zapisu:

F=F,+F,+F. = F7+F,j+F.k. (3)

6 Teoriju vektora neovisno su sredinom 19.-oga stoljeéa zaceli W. R. Hamilton (u Irskoj) i H. Grassmann
(u Njemackoj). Nazive ,skalar” i ,vektor” uveo je Hamilton; korijen je rije¢i ,vektor” u latinskom
vehere—rprenositi, dok naziv ,skalar” slijedi iz latinskoga scalaris— ljestviéni: izrazavanja neke (mjerne)
velicine ljestvicom broj¢anih vrijednosti. Danasnji pojam vektora uveli su i razvili krajem 19.-oga stoljeca
I. W. Gibbs (u Americi) i O. Heaveside (u Britaniji) te sustavnim prikazom i izlaganjem teorije, uz
uvodenje pogodnih oznaka, potaknuli Sire primjene u matematici i fizici.
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Brojeve I, F,, F., kojima su odredene vrijednosti — dakle, intenziteti i smisao — kompo-
nenata F,, F, i F,, nazivamo skalarnim komponentama. (Ako ¢e trebati posebno istak-
nuti njihov karakter, vektore F,, F, i I, zvat ¢emo vektorskim komponentama.)

S pomocu skalarnih komponenata mozemo izra¢unati intenzitet sile,

|F| = \JF2+ F + F2,

i kutove koje (orijentirani) pravac, na kojem sila djeluje, zatvara s koordinatnim osima,

F,

, B = arccos —, ¥ = arccos

|F

F,
= arccos ——
|F

o
7l

Kutove a, £ 1 v povezuje relacija
cos® o + cos? f + cos?y = 1,

tako da su neovisna samo dva od ta tri kuta. Stoga je pravac djelovanja sile cesto
pogodnije zadati kutovima ¢ i ¢ prikazanima na slici 6.b.

Ako se ne ograni¢imo na sile koje djeluju u ishodistu (ili prolaze kroz ishodiste), kutovi
a, B i, odnosno ¢ i 9, zajednicki su svim pravcima pramena medusobno paralelnih
pravaca; hvatiste ili, u mnogim sluc¢ajevima, barem pravac djelovanja (konkretni pravac
iz pramena) treba posebno zadati.

Razlikujemo, naime, tri vrste vektora: 1. vektore u tockama ili vektore s hvatistima ili
vezane vektore, 2. vektore na pravcima ili klizne vektore i 3. slobodne ili nevezane vektore.
Koncentrirana sila se u nekim slucajevima, primjerice pri uravnotezenju tijela kao cjeline,
moze smatrati kliznim vektorom—njezin se utjecaj, u nasem primjeru doprinos uvjetima
ravnoteze, ne mijenja pomaknemo li je po pravcu djelovanja do nekog drugog hvatista,
pa i izvan tijela na koje djeluje; no, taj je utjecaj, kao sto ¢emo uskoro vidjeti, bitno
drugaciji djeluje li na nekom drugom, makar i usporednom pravcu. Odredujemo li pak
unutarnje sile u tijelu, treba uvaziti i hvatista sila.

Medusobno okomite komponente vektora, pa i kad nisu usporedne s koordinatnim
osima, zvat ¢emo pravokutnim komponentama. One su uvijek jednake ortogonalnim pro-
jekcijama vektora na pravce na kojima te komponente leze. (Komponente Fx, Fy, F,
jednake su, dakle, ortogonalnim projekcijama sile F na koordinatne osi.) Rastavimo li
pak silu na komponente koje nisu medusobno okomite, te ¢e se komponente, nazvane koso-
kutnima (slika 7.a.), razlikovati od ortogonalnih projekcija na pripadne pravce (slika 7.b.).

Ortogonalnu projekciju sile ili, opéenitije, bilo kojega vektora na neki pravac p mozemo
odrediti s pomoc¢u skalarnoga produkta. Ako su A i B dvije tocke tog pravca, a 7, i 5z nji-
hovi radijus—vektori, tada je € = (75 —74) /|75 — 74| jedini¢éni vektor na njemu, orijentiran
od A prema B. Ortogonalna projekcija sile F na pravac p dana je izrazom

F,=(F ¢€)e.

Ta je projekcija jedina vrsta projekcije koju ¢emo upotrebljavati, pa ¢emo je najcesce
nazivati jednostavno projekcijom.
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—

F

= -

2 Fi-
Slika 7.

Budu¢i da smo uvodenjem vektora e zadali orijentaciju na pravcu p, skalarnim pro-
duktom F, = F - € utvrdeni su i intenzitet i smisao projekcije. Drugim rijec¢ima, tim je
brojem projekcija na zadani orijentirani pravac potpuno odredena, pa ¢emo ga nazvati
skalarnom projekcijom.

Primjenom svojstava komutativnosti i asocijativnoati zbrajanja moze se pokazati da
niz sila {Fi}?zl zbrajamo zbrajajuci njihove komponente; posebno:

o = " " (4)
SRS TR

Ako je, u grafickom prikazu, poligon sila zatvoren, njihov zbroj is¢ezava. I obratno:
ako zbroj sila iscezava, tada je poligon zatvoren—Siljak posljednje sile pada u pocetak
prve (slika 8.). To znaci da, algebarski, zbroj sila iscezava ako i samo ako je jednak

nul-vektoru:
S'F -0 )

i=1

Slika 8.

Kako su 7, 7, k linearno nezavisni vektori, to je moguce ako i samo ako su istodobno

YE.-0. YE,-0 0 YR )

=1 =1 =1
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2.2. O pojmu momenta sile

[scezavanje zbroja sila nuzdan je, ali ne i dovoljan uvjet za ravnotezu tijela na koje
djeluju. Primjerice, djeluju li na tijelo dvije sile na usporednim pravcima, jednakih in-
tenziteta, ali suprotnih orijentacija, tijelo ¢e se (za)vrtjeti, iako njihov zbroj iscezava.
U obzir stoga treba uzeti i medusobni prostorni odnos sila. Fizikalne veli¢ine kojima
se izrazava utjecaj polozaja sila na uvjete ravnoteze (i, u dinamici, na zakone gibanja)
nazivaju se momentima sila. Momentni je uvjet ravnoteze izveden iz brojnih — cesto tek
misaonih — pokusa s polugama, zapocetih u Arhimedovoj raspravi O ravnotezi likova ili
o tezistima likova, a nastavljenih i razvijanih kroz cijelo skolasticko razdoblje pa sve do
Stevinovih djela; sarkasti¢na ilustracija zakona poluge — Spanjolski pla¢enik u Nizozem-
skoj—na slici 9. iz Stevinova je djela Provedba umijeéa vaganja [36].

Slika 9.

Moment MF/A sile F' u odnosu na tocku A definiramo kao vektorski produkt geome-
trijskoga vektora 1. koji pocinje u tocki A, a zavrsava u nekoj tocki pravca djelovanja
sile, i vektora sile I

N R v J k
MF/A = Tpa X F' = |Trja Yrja Zrjal|. (7)
F, F, F,

Za F#0 ¢e vektor M r/a biti jednak nul-vektoru ako Fi Tr/a leze na istom pravcu ili
ako je 7,4, nul-vektor. Dakle, moment sile F#0 uodnosu na neku toéku iséezava ako i
samo ako pravac njezina djelovanja prolazi tom tockom.

Ako je pak razli¢it od nul-vektora, Mp /4 je, kao vektorski produkt, okomit na ravninu
razapetu vektorima 7, 1 F’, a njegova je orijentacija odredena pravilom desne ruke ili

pravilom desnoga vijka (slika 10.a.).

Uzmemo li umjesto 7, vektor ar, , koji zavrSava u nekoj drugoj tocki pravca djelo-
vanja sile tako da je @pa= Twa+f (slika 10.b.), bit ¢e

N

0
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(Vektori ay, 1 F razapinju istu ravninu kao i 7, 1 F, , jer je to ravnina odredena tockom A
i pravcem djelovanja sile F .) Geometrijske vektore kojima je pocetak u tocki A, a vrh u
nekoj — bilo kojoj —tocki pravca djelovanja sile, poput vektora 74/, 1 Gz, nazivat ¢emo
poloZajnim vektorima pravca djelovanja sile u odnosu na tocku A. Vektor momenta, dakle,
ne ovisi o izboru polozajnoga vektora, a to znaci da se moment sile u odnosu na tocku
ne mijenja pomaknemo li je po pravcu njezina djelovanja u neko drugo hvatiste.

Slika 10.

Moment sile F' u odnosu na tocku A jednak je zbroju momenata njezinih kompone-
nata Fj (ﬁ = > Fz) u odnosu na tu toc¢ku (slika 11.). Ta se tvrdnja naziva Varig-
nonovim teoremom. Suvremeni je dokaz jednostavna primjena svojstva distributivnosti
vektorskoga produkta:

n

opp = fpu x F = T x [ZF] = S (o < F) = Y
i=1 =1

i=1

Naravno, umjesto vektora 7, mogu se uzeti i neki drugi polozajni vektori pravaca dje-
lovanja komponenata u odnosu na tocku A:

n

ZMFi/A = Z (ﬁv/A X Fz) = Z (FFi/A X Fz)
=1

i=1 =1

Mpa

Try/n l

Slika 11.
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Slika 12.

Neka je o pravac u prostoru koji ne sijece pravac djelovanja sile F i neka je A jedna
njegova totka. Silu F rastavit ¢emo u odabranOJ tocki F pravca njezina dJGlOV&IlJa u silu
all usporednu s pravcem o i u silu FY u ravnini 7 okomitoj na njega: F=F+F+
(slika 12.a.). Nadalje, vektor 7, od tocke A do tocke F prikazat ¢emo kao zbroj vek-
tora 7,4 od tocke A do probodista O pravca o s ravninom 7 i vektora 7, u ravnini 7:

Tra = Toja + Trjo. Za moment sile F 1 odnosu na tocku A mozemo sada pisati
v — o — — o ol
MF/A - TF/A X F - (ro/A + TF/O) X (FH + F )
— Topa X FIl 4+ s X FY 4 Tojo x FI 4 o x FL.

Vektor 7,4, koji lezi na pravcu o, usporedan je s F I pa je prvi pribrojnik u drugom retku
jednak nul-vektoru. Drugi pak i tre¢i pribrojnik okomiti su na pravac o (drugi je, naime,
okomit na 7,4, a treci na F”). I, na kraju, bududi da su i 7 1 F'L okomiti na pravac o,
cetvrti pribrojnik lezi na njemu. Vektor

MF/O = MFJ-/O = Tp/o X Ft (8)

nazivamo vektorom momenta sile F' oko osi o. Drugim rijecima, moment sile F' oko
osi 0 moment je projekcije F'* sile F' na neku ravninu okomitu na pravac o, u odnosu na
probodiste O pravca s tom ravninom.

Za silu F # 0 moment oko osi o isezava ako i samo ako pravac njezina djelovanja
sijece tu os. Ako je to sjeciSte tocka u konacnosti, 7y i FL leze na istom pravcu ili je,
u posebnom slucaju, 7= 0. Ako je pak sjeciste beskrajno daleko— ako su os i pravac
djelovanja sile usporedni—onda je F=F!l i F+=0. (U oba slucaja sila i os leze u istoj
ravnini. )

Skalarna ¢e projekcija vektora M F/A ha pravac o, Cija je orijentacija odredena je-
diniénim vektorom e, biti

Mpja-€ = (Topa x F£) € + (Frjo x F") € + Mpyy- €

0 0
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[zasto su prva dva pribrojnika jednaka nuli?]. No, kako M F/o 1eZi na pravcu o, skalarni

je produkt M F/o - € jednak njegovoj vrijednosti; prema tome,
Mrjo = (Mpjo-€) € = (Mpja- €)%,

ili, rije¢ima, moment M Flo Sile F oko osi o jednak je ortogonalnoj projekciji momenta
]\7[F/A na tu os (slika 12.b.), pri ¢emu je A bilo koja tocka na o, a njegovu vrijednost Mg/,
mozemo izracunati kao mjesoviti produkt jedini¢noga vektora osi, polozajnog vektora i
vektora sile:
er €y €
Mg/, = Mpjp-€e = g'MF/A = € (o x F) = |Tr/a Yra Zrjal. (9)
F, F, F,

Ocito je da se momenti sile, a time i momenti niza sila, u odnosu na razlicite tocke
razlikuju. Medutim, u posebnom slu¢aju sprega sila (dviju suprotno orijentiranih sila
jednakih intenziteta koje djeluju na usporednim pravcima) ¢iji su vektori F i —F lako je
pokazati da njegov moment ne ovisi o tocki u odnosu na koju ga izracunavamo:

Mg = ?1><F+F2><(—F) = Py xF —TFox F = (?2+?)><F—?2><F = FxF,
gdje su 7y i 7o vektori od neke po volji odabrane tocke A do po volji odabranih tocaka
na pravcima sila sprega F i —F, a 7 = 71 — 7'y (slika 13.). Dakle, moment M, p sprega
sila Fi—F jednak je vektorskom produktu vektora 7 od bilo koje tocke na pravcu sile -F
do bilo koje tocke na pravcu sile F i vektora sile F taj je vektor okomit na ravninu sprega
koju odreduju pravci vektora Fi-F

=

Slika 13.

Pretpostavimo 1li da je razmak izmedu pravaca djelovanja sila sprega neizmjerno
malen i da je intenzitet tih sila neizmjerno velik, ali da je intenzitet momenta sprega
konacan broj, dolazimo do pojma koncentriranoga momenta koji je odreden samo, ali i
jednoznacno, vektorom M. Vektori momenta sprega i koncentriranoga momenta mogu
se u nekim slucajevima, kao sto je uravnotezenje tijela, smatrati slobodnim vektorima.

Ortogonalne projekcije momenta sprega i koncentriranoga momenata na zadane osi
takoder ¢emo zvati momentima oko osi.
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2.3. O pojmu ravnoteze, nanovo, potpunije

Sada napokon mozemo izre¢i wvjete ravnoteZe tijela na koje djeluju koncentrirane
. =N . . . . T m . . « vy . .
sile {Fi}i—l i koncentrirani momenti {M j }j_l. Prvi uvjet ravnoteze — iS¢ezavanje zbroja

sila—izrazen je jednadzbom (5) na stranici 26.; ponovit ¢emo je:
S - 0 )
i=1

Drugi je uvjet iscezavanje zbroja svih momenata: momenata sila oko bilo koje tocke —

odabrat ¢emo ishodiSte —i koncentriranih momenata:

n N m N

ZﬁXFi-i'ZMj = 0; (10)
j=1

i=1

sa 7; oznacili smo radijus—vektore po volji odabranih tocaka na pravcima sila F;.

I kad nema koncentriranih momenata, pri provjeri ravnoteze ili pri uravnotezenju
tijela uvaziti treba i prostorne odnose sila s pomoé¢u momentne jednadzbe

Mrx Fy = 0. (11)
i=1
Prolaze li pravci djelovanja svih sila istom tockom, lako je vidjeti [kako?] da e ta jed-
nadzba biti zadovoljena ako zbroj sila iS¢ezava, pa je u tom slucaju dovoljan prvi uvjet.
[zdvojit ¢emo dva jednostavna, ali vazna slucaja. Dvije su sile u ravnotezi ako i samo
ako su jednakih intenziteta, a suprotnih orijentacija (¢ime je zadovoljen uvjet (5)) i leze
na istom pravcu. Tri su pak sile u ravnotezi ako i samo ako prolaze istom tockom, a
zadovoljen je uvjet (5). [Pokazite da taj uvjet moze biti zadovoljen samo ako sve tri sile
leze u istoj ravnini! |
Vektorske jednadzbe (5) 1 (10) daju Sest skalarnih ili algebarskih uwvjeta ravnoteze.
Znamo da je jednadzba (5) ekvivalentna jednadzbama (6):

anﬂ,x = O, i E,y =0 1 Zn:E,z = Oa (6)
i=1 i=1

=1

zbroj sila iS¢ezava ako i samo ako iS¢ezavaju sva tri zbroja njihovih skalarnih kompone-
nata. Sli¢no tome, zbroj koncentriranih momenata i momenata sila u odnosu na ishodiste
iS¢ezava ako i samo ako iScezavaju zbrojevi vrijednosti momenata oko tri koordinatne osi:

Z(yz- Fi.— 2 Fiy) + Z M;, =0,
1 j=1

1=

Z(—ivi E,z + z; Fz,x) + Z Mj,y =0, (12)
i=1 s

Z(xz E,y — Y E,r) + Z MJ7Z — O

i=1 e



Jednadzbe (6) i (12) nazivamo osnovnim ili kanonskim uvjetima ravnoteze. No, is-
hodiste i koordinatne osi nisu ni po ¢emu povlasteni. Sile mozemo projicirati na tri
gotovo po volji odabrana pravca—jedini je uvjet da ti pravci nisu usporedni s jednom
ravninom. Za osi momenata mozemo odabrati bilo koja tri pravca koja zadovoljavaju
isti uvjet. Mozemo, osim toga, postaviti Cetiri, pet ili Sest momentnih uvjeta uz dva,
jedan ili nijedan uvjet sila; medusobni prostorni odnosi osi momenata i pravaca na koje
se projiciraju sile moraju pritom zadovoljiti stanovite uvjete. Uvjeti ravnoteze nece biti
korektno postavljeni ako mogu postojati sila ili koncentrirani moment (ili moment sprega)
¢iji se u¢inci ne pojavljuju ni u jednom uvjetu [44]. Primjerice, ako u formulaciji sa Sest
momentnih osi sve osi sijeku jedan pravac (pa i neizmjerno daleko), sila na tom pravcu
ne uzrokuje moment ni oko jedne osi.

Za probleme u ravnini skalarni sustav sadrzi tri jednadzbe: iScezavanje dva zbroja
skalarnih komponenata sila i iS¢ezavanje zbroja vrijednosti koncentriranih momenata i
momenata oko neke tocke (recimo, ishodista ravninskog koordinatnog sustava). (U rav-
ninskim je problemima moment u odnosu na neku tocku u stvari moment oko osi okomite
na tu ravninu. I zadani koncentrirani momenti moraju biti okomiti na ravninu. Mo-
menti su stoga jednozna¢no odredeni samo svojim brojéanim vrijednostima.) Skalarne
jednadzbe ravnoteze u ravnini xz su

n

Z(—:Ci E,Z + Z; Fz,z) -+ Z Mj,y = 0.
i=1 Jj=1
[Napisite jednadzbe ravnoteze za ravninu zy!

Cesto je u ravnini pogodnije postaviti dva momentna uvjeta uz jedan uvijet sila, pri
¢emu spojnica tocaka u odnosu na koje se racunaju momenti sila ne smije biti okomita
na pravac na koji se projiciraju sile, ili tri uvjeta momenata, pri cemu tocke oko kojih se
momenti racunaju ne smiju lezati na jednom pravcu.
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3. Jednadzbe ravnoteze Stapa

3.1. Uvod u geometriju gibanja

Stapni element ili, jednostavno, Stap definirali smo kao konstrukeijski element kojemu
je jedna karakteristicna dimenzija, duljina, istaknuta u odnosu na druge dvije, visinu (ili
debljinu) i sirinu, pa se za njegovu prora¢unsku shemu uzima dio krivulje ili dio pravca.

Slika 14. \‘

PoloZaj u prostoru i oblik osi neopterec¢enoga otvorenog Stapa, ,izrezanog” iz geo-
metrijski nepromjenjive konstrukcije, prikazat ¢emo (slika 14.a.) ogranicenom pravilnom
prostornom krivuljom 7y koja je trag (ili slika) parametarski zadane vektorske funkcije’

7o [0, R - V3, Fy:is — Tols) = 20(s) 7+ 10(s) T + 20(s) k, (14)
¢ije su skalarne komponente skalarne funkcije

x0(8)7 yO(S)a ZO(S) : [0740] - R)

7 (Ograni¢ena) krivulja r» = R®, u potpunijem zapisu r([a,b]), skup je tocaka r(s) € R? koje opisuje

vrh vektora 7(s) = x(s)7 + y(s)7 + 2(s)k kada parametar s prolazi segmentom [a,b]. Promjena vri-
jednosti parametra od a do b odreduje (pozitivnu) orijentaciju krivulje — krivulja je orijentirana od r(a)
prema 7(b). Za Stap otvorene osi funkcija ¥ mora razli¢ite vrijednosti parametra preslikavati u razlicite
tocke: 7(8) # r(8) ¢im je 5 # S.

Formalno, krivulja 7 je glatka ako je derivacija 7'= 2’7 +4'7 + 2’k funkcije 7 neprekidna funkcija na
[a,b] (uzjednostrane derivacije u a ib), Sto znaci, geometrijski, da pri pomicanju po krivulji vektori 7 ’(s),
koji odreduju smjerove tangenata na krivulju u tockama r(s) i orijentacije na tim tangentama, postupno
wprelaze” jedni u druge, to jest, da se njihovi nagibi u odnosu na koordinatne osi postupno mijenjaju
i da njihovi vrhovi leze na neprekinutoj krivulji. Navedena matematicka definicija glatkoce, medutim,
nije dovoljna za nasu intuitivnu predodzbu ,glatke krivulje” kao krivulje koja nema ,Siljaka” — siljak se
moze, ali ne mora, pojaviti u tocki r(5) u kojoj zbog 7/(5) = 0 tangencijalni vektor iS¢ezava; naime,
pri prijelazu preko te tocke tangencijalni vektor moze promijeniti orijentaciju i ,krenuti unazad” Ako je
7'(s) # 0 za sve s € [a,b], krivulja je pravilna ili reqularna, a time onda i intuitivno ,glatka”
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pri cemu za parametar uzimamo duljinu luka krivulje (zamisljamo, drugim rije¢ima, da
smo segment realne osi, omeden tockama 0 i ¢y, bez stezanja ili rastezanja savili u kri-
vulju). U diferencijalnoj se geometriji takav parametar naziva i prirodnim parametrom
krivulje, a njegove vrijednosti krivuljnim apscisama njezinih tocaka.

Tocku r¢(s) kao mjesto ili poloZaj u prostoru—Xkoji je u odabranom koordinatnom su-
stavu zadan koordinatama x(s), yo(s), z0(s) — treba razlikovati od materijalne tocke osi
koja trenutno, samo u neoptere¢enom stanju stapa, lezi u toj tocki prostora. Zamislimo
li da je os Stapa kontinuirani niz materijalnih tocaka, krivuljne apscise mozemo smatrati
,oznakama” tih tocaka, pa ¢emo stoga govoriti jednostavno o (materijalnoj) tocki s osi
stapa. (Pribliznu predodzbu moze pruziti krojacki metar, iako na njemu, naravno, nisu
oznacene sve, nego tek neke tocke.)

Nanesu li se optere¢enja na Stap, on se pomice i mijenja oblik. Iz svakodnevnoga
iskustva znamo da su pomaci elemenata gradevinskih konstrukcija najcesée vrlo mali,
gotovo, pa i potpuno nezamjetni: hodamo li po betonskom podu, progibe uopée ne¢emo
primijetiti; kod drvenoga se pak poda progibanje katkad moze osjetiti (pa i ¢uti). Iako
obi¢no neznatni, pomaci uvijek postoje.

Uzet ¢emo da se opterec¢enje nanosi u trenutku ¢=0. U nekom trenutku ¢, £ >0, mate-
rijalna tocka s prolazi prostornom tockom r(s,t) ¢iji je radijus—vektor, prema slici 14.b.,

?(5775) = FO(S) + ﬁ(‘g?t)a (15)

pri cemu su

T [o,eo]j [0, 00) — Y?’, i i ) (16)
(s, t) = T(s,t) =x(s,t) 7T +y(s,t) 7+ 2(s,t) k
D :0,40] x [0,00) — V7, ) an)

D:(s,t) = p(s,t) =u(s,t) 7 +v(s,t) ] +w(s,t)k.

Vektor p(s,t) nazivamo pomakom materijalne tocke s u trenutku ¢ u odnosu na njezin
pocetni polozaj. Tocka s je iz polozaja ro(s) do polozaja r(s,t) mogla, ali i nije morala
,doputovati po” vektoru p(s,t). Naime, kako je 7 funkcija dviju varijabli, skup tocaka u
kojima leze vrhovi vektora 7 (s,t) je, kao geometrijska tvorevina, ploha, dok su za svaki
odabrani s i za svaki odabrani ¢ tragovi funkcija

7(s,-) : [0,00) — V3, T(s,):t — 7(s,1)

7(-,t): [0,6] — V3, r(,t): s — 7(s,1)

krivulje. Krivulja r(s, [0, oo>) za neki odabrani s opisuje putanju (ili trajektoriju) ma-
terijalne tocke s, a krivulja r([O, o], t) za neki odabrani trenutak ¢t poloZaj i oblik osi u
tom trenutku; ocito je ro = r([0, o],0). Bududi da se deformiranjem os najcesée produ-
ljuje ili skracuje, vrijednosti parametra s ne¢e u op¢em slucaju, za neki ¢ > 0, biti duljine
lukova krivulje ([0, ¢o], ).

34



Kako je nas stap dio geometrijski nepromjenjive konstrukcije, njegovo ¢e se pomica-
nje i deformiranje nakon nekog vremena zaustaviti. Gibanje Stapa ne proturje¢i pojmu
geometrijske nepromjenjivosti: nju utvrdujemo pretpostavljajuéi da je konstrukcijski si-
stem sastavljen od krutih elemenata povezanih idealnim vezama® ali to je samo jedan
od moguc¢ih modela, primjeren nekim dijelovima analize i prora¢una—u nasem slucaju
zadaci razvrstavanja sistema s kinematickoga stajalista. U stvarnosti veze ne sprecavaju
pomake, nego ih tek ogranic¢uju, a elementi nisu kruti, tako da pomaci konstrukcije i u
konstrukeiji uvijek postoje, ali su ,,dovoljno mali”, takvi da ne narusavaju uporabne zah-
tjeve. Stovise, deformacije vanjskih veza po pravcima ,sprije¢enih” pomaka neophodne
su za pojavu i razvoj reaktivnih sila; isto se tako za nastanak unutarnjih sila dijelovi
sistema moraju deformirati— pojava sila u vezama i sila u presjecima posljedica je pro-
mjena medumolekularnih i meduatomskih razmaka. A razvoj je reaktivnih i unutarnjih
sila neophodan za uravnotezenje geometrijski nepromjenjive konstrukcije —za prestanak
njezina gibanja.

Neke od vanjskih sila koje djeluju na stap bit ¢e, prema tome, sile u vezama s podlogom
ili s drugim dijelovima konstrukcije. Buduéi da te sile ovise o deformacijama veza, ovisit
¢e, posredno, o ostalim, zadanim silama.

Pretpostavit ¢emo da intenziteti zadanih sila polako—1u teoriji neizmjerno polako—
rastu od nule do konaé¢nih vrijednosti i da se nagibi pravaca njihova djelovanja mijenjaju
postupno (ako se uopée mijenjaju). Smisao i svrhu te pretpostavke objasnit ¢emo jedno-
stavnim ,,pokusom” koji mozete i sami provesti. Stanete li na osobnu vagu naglo, tako
da cijelu svoju tezinu prenesete na nju gotovo u trenutku, brojcanik ¢e se zavrtjeti i
do¢i do neke najvece vrijednosti, potom promijeniti smisao vrtnje, do¢i do neke najmanje
vrijednosti te se tako nastaviti okretati naizmjence u smislu vrtnje kazaljke na satu i u
suprotnu smislu izmedu nekih najve¢ih —ali svaki put sve manjih —i nekih najmanjih —
ali svaki put sve ve¢ih—vrijednosti, dok se napokon ne zaustavi na broju koji odgovara
vasoj tezini. Brzine vrtnje, brzine promjena brzine vrtnje i brzine promjena smisla vrtnje
bit ¢e u pocetku tako velike da necete moci ocitati vrijednosti, a i kad se sve dovoljno
uspori, uocit ¢ete da su najvece dosegnute vrijednosti znatno vecée od vase tezine, kao i da
su najmanje vrijednosti manje od nje. I konstrukcija se pri naglom optere¢ivanju sli¢no
ponasa: silovito zatitra oko ravnotezne konfiguracije, pri ¢emu reaktivne i unutarnje sile
dosizu vrijednosti mnogo vece od vrijednosti potrebnih za odrzavanje (staticke) ravnoteze
sa zadanim opterec¢enjem.

Stanete li pak na vagu nanosec¢i svoju tezinu postupno, brojcanik ¢e se lagano i mirno
zakretati i stati na oznaci vaSe tezine. Sli¢no tome, pri polaganu se povetavanju op-
tere¢enja ravnoteza sila koje djeluju na konstrukciju odrzava, naizgled, u svakom trenutku
gibanja izmedu njezine pocetne i kona¢ne konfiguracije — neuravnotezene su sile gotovo
zanemarive, dovoljne tek da izazovu neznatne pomake i, time, neznatan prirast velicina
reakcija i unutarnjih sila.

Buduéi da ¢e nas u nastavku zanimati samo konac¢ni, ravnotezni polozaj i oblik
osi Stapa, za oznake funkcija 7(-,00) 1 p(+,00) upotrijebit éemo, pojednostavljujuéi i

8 Idealne veze bez ikakva otpora dopustaju pomake koje prema svojim kinematickim karakteristikama
omogucuju, dok su po svim ostalim pravcima nepopustljive.
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sazimaju¢i nacin obiljezavanja, ta ista slova, 7 i p. Drugim rijec¢ima, funkcije 7 i p, kao i
njihove skalarne komponente x, vy, z, u, v i w, ,,pretvorit” ¢emo u funkcije jedne varijable:

7 [0, 4] — V3, Tis— 7(s)=x(s)v +y(s) ]+ z(s) k, (18)

P[0, 6] — V?, p:s— p(s)=u(s)r +v(s)7 +w(s)k. (19)

Prema tome, p(s) je ukupni pomak materijalne tocke s, od pocetnoga polozaja ro(s) do
krajnjega polozaja r(s),

7(s) = 1o(s) + p(s) ili p(s) = 7(s) — To(s).

(Na slican ¢emo nacin obiljezavati i druge funkcije: slovo bez indeksa oznacavat ¢e funkciju
u ravnoteznom polozaju, dok ¢e slovo s indeksom 0 oznacavati odgovarajucu funkciju u
pocetnom polozaju.)

Pretpostavit ¢emo jos i da zadano opterecenje nije ,,preveliko” tako da se Stap nece
slomiti, §to znaci da ¢e i krivulja r([O,EO], oo) (ili, krace, ) biti pravilna— intuitivno,
glatka.

3.2. Diferencijalni oblik jednadzbi ravnoteze

Nacelo ravnoteze, znamo, izrice: tijelo je u ravnotezi samo ako je svaki njegov izdvojeni
dio u ravnotezi. ,,Odbaceni” dio ili ,odbacene” dijelove pritom zamjenjujemo silama u
presjeku ili u presjecima.

Ravnina nekog poprecnoga presjeka razdvaja, zamisljamo, Stap na dva dijela. Izmedu
dijelova, ,kroz” ravninu presjeka, djeluju unutarnje plosne sile —sile kratkoga dometa—
koje sprecavaju prodiranje jednoga dijela u drugi ili njihovo razdvajanje/razmicanje. Sile
kojima jedan dio djeluje na drugi jednake su, po intenzitetima i pravcima djelovanja,
silama kojima drugi dio djeluje na prvi, ali su suprotno orijentirane (slika 15.a.).

N

. pd

Slika 15.

7]

\N,
o8

Uvodenjem pretpostavaka o raspodjeli unutarnjih sila po povrsinama poprec¢nih pre-
sjeka mogu se te sile svesti na rezultirajuca djelovanja u tezistima presjeka (slika 15.b.), a
raspodjele se tih rezultirajuc¢ih djelovanja uzduz osi stapa potom opisuju funkcijama jedne
varijable. Uzima se nadalje da te funkcije ne ovise o raspodjeli zadanih optere¢enja po
poprecnim presjecima ili po njihovim rubovima, ve¢ samo o rezultiraju¢im djelovanjima
u tim presjecima, Sto znaci da se i optere¢enja uvodenjem staticki ekvivalentnih djelova-
nja— koncentriranih i distribuiranih linijskih sila i momenata—svode na os. Parcijalne
diferencijalne jednadzbe opce teorije elasti¢nosti time prelaze u obic¢ne diferencijalne jed-
nadzbe koje je, naravno, mnogo lakse rijesiti, ¢ak i analiticki.
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Rezultirajuéa se djelovanja unutarnjih plognih sila nazivaju unutarnjim silama®, iako
su sastavljena, znamo, od rezultirajuce sile i rezultiraju¢ega momenta.

Jednadzbe ravnoteze Stapa, u diferencijalnom ili u integralnom obliku, izrazavaju
analiticke odnose funkcija kojima su zadana optere¢enja uzduz osi Stapa i funkcija kojima
su opisane (poopcene) sile u popreénim presjecima. Zadana se koncentrirana djelovanja ne
mogu opisati , klasicnim” funkcijama, tako da se ni njihov utjecaj na promjenu toka sila u
presjecima ne moze obradivati klasi¢nim postupcima matematicke analize. Stoga ¢emo se
zasad ograniciti na stapove koji su izmedu krajnjih tocaka optere¢eni samo distribuiranim
silama i distribuiranim momentima, dok se koncentrirane sile i koncentrirani momenti
smiju pojaviti jedino na krajevima tih Stapova, te ¢e u matematicki model ué¢i naknadno,
kao rubni uvjeti.

Distribuirane sile i momente koji u ravnoteznom stanju djeluju na pomaknuti i defor-
mirani Stap prikazat ¢emo vektorskim funkcijama

G:[0,60] > V3 G:is— q(s) i m :[0,0] — V3, m:s — m(s).

Njihove su vrijednosti po jedinici duljine osi r deformiranoga Stapa izrazene skalarnim
funkcijama
q:[0,6] >R, q:s — q(s) i m:[0,4] >R, m:s — m(s),

pa mozemo pisati
q(s) = als)eg(s) 1 m(s) =mls)em(s),

gdje su €,(s) 1 €,(s) jediniéni vektori koji odreduju pravce djelovanja sile i momenta u
tocki r(s):

e, [0,6] = V2, |, (s)] =1 i Em i [0,60] = V3, |en(s)]| = 1.

Zamislit ¢emo da smo iz deformiranoga Stapa izrezali neizmjerno mali (ili, uvrijezenim
rjecnikom matematicke analize: infinitezimalni) lu¢ni odsjecak A#(s,ds) izmedu presjeka
kroz tocke 7(s) i r(s+ds), gdje je ds bilo koji neizmjerno mali prirast parametra s. U taj
odsjecak pomicanjem i deformiranjem Stapa prelazi neizmjerno mali odsjecak A%y(s,ds)
koji na nedeformiranu Stapu lezi izmedu presjeka kroz ry(s) i ro(s+ds) (slika 16.; pre-
glednosti radi optereéenje nije nacrtano). Djelovanje ,odbacenih” dijelova zamjenjujemo
(poopéenim) silama u presjecima, pa na odsjecak A#(s,ds), osim distribuirane sile ¢
i distribuiranoga momenta m, djeluju i koncentrirana sila —Cj (s) i koncentrirani mo-
ment —M(s) u presjeku kroz tocku 7(s) te koncentrirana sila Q (s + ds) i koncentrirani

moment M (s + ds) u presjeku kroz tocku (s + ds); sva su djelovanja na promatrani
odsjecak prikazana na slici 17.

Prvi uyjet ravnoteze infinitezimalnoga odsjecka A%(s,ds) iscezavanje je zbroja svih
sila koje na nj djeluju: koncentriranih sila —Q(s) i Q(s + ds) te dijela distribuirane
sile ¢ na odsjecku. Za iskazivanje toga uvjeta u obliku jednadzbe ravnoteze trebat ce

nam izraz za izracunavanje rezultante! pripadnog dijela sile 7.

9 Sile raspodijeljene po povrsini popre¢noga presjeka nazivat éemo unutarnjim plosnim silama, dok éemo
naziv unutarnje sile zadrzati za rezultirajuce djelovanje tih plosnih sila.

10 Govorimo odmah o rezultanti iako taj pojam osim samoga vektora obuhvaéa i njegovo hvatiste ili,
barem, pravac njegova djelovanja, koji ¢e nas zanimati tek pri iskazivanju drugoga uvjeta ravnoteze.

37



Slika 16.

\ q
7

/ﬂ(sﬁ-ds)

(s+ds)

Sy
—
Qi

Slika 17.

Neka je, kao na slici 18.a.,
AT (s,ds) =7 (s +ds) —7(s)

orijentirana tetiva luka A%(s,ds). Sliku 18. i neke koje slijede, pa i slike 16. i 17., treba
promatrati tek kao karikature—uvecamo li, naime, neposredni okoli§ tocke r(s) bez-
brojno mnogo puta, tako da infinitezimalni luk A#(s, ds) postane vidljiv, njegovo odstu-
panje od tetive jos uvijek nec¢emo vidjeti. Tek kada taj, uvecani, prikaz ponovo poveé¢amo
bezbrojno mnogo puta, uocit ¢emo odstupanje; no, duljine prikaza luka i tetive postaju
pritom neizmjerno velike. Drugim rije¢ima, i najveca je udaljenost izmedu luka i njegove
tetive neizmjerno mala u odnosu na duljinu luka, kao i u odnosu na duljinu tetive—ta
je udaljenost, dakle, broj bezbroj puta manji od neizmjerno maloga broja, pa kazemo
da je to neizmjerno mali broj drugoga reda. Stoga je i razlika duljina luka A#(s,ds) i
tetive A7 (s,ds) neizmjerno mala u odnosu na te duljine:

|A7(s, ds)| — [|AT (s, ds)| . 1AP(s,ds)| — |AT(s, ds)|
|AP(s, ds)| |AT (s, ds)]

12
)
12

0,

Sto znaci da je mozemo zanemariti i uzeti da su te duljine medusobno jednake. (Simbol &
znaci neizmgjerno blizu— toliko blizu, da ¢emo taj simbol u vecini slucajeva odmah, bez
mnogo galame, zamijeniti simbolom =.)
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Ar(s,ds) d7 (s, ds)

Slika 18.

Diferencijal d7 (s, ds) definiran je izrazom
dr(s,ds) = 7'(s)ds, (20)

gdje je 7/ derivacija vektorske funkcije 7. (Kako je krivulja r pravilna, derivacija 7/(s) # 0
postoji u svakoj njezinoj tocki.) Derivacija 7'(s) i diferencijal d7(s,ds) vektori su koji
leze na tangenti na krivulju = u tocki 7(s); na slici 18.d. prikazan je samo diferencijal,
jer je, za razliku od njega, derivacija vektor konacne duljine. U infinitezimalnome okolisu
tocke r(s) tangenta potpuno prianja uz krivulju, pa je diferencijal d7 (s, ds) nerazluciv i
od luka A#(s,ds) iod njegove tetive; reéi éemo da su vektori d7(s,ds) i A7 (s,ds) ,go-
tovo paralelni”. K tomu je jos i udaljenost vrhova tih vektora neizmjerno mala u odnosu
na njihove duljine,

|d7(s,ds) — A7 (s,ds)|

|d7 (s, ds)]|

i, time, zanemariva, a to pak znaci da je zanemariva i razlika tih duljina,

12

0,

[d7 (s, ds)| — AT (s, ds)
[d7 (s, ds)] ’

pa je zanemariva i razlika duljina diferencijala i luka,

a7 (s, ds)| — [AR(s,ds)]
[dr (s, ds)]
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tako da umjesto s duljinom luka dalje mozemo raditi s duljinom diferencijala
[d7 (s, ds)]| = [7"(s)] ds. (21)
Uzet ¢emo (zasad) da je funkcija ¢ neprekinuta u s; njezin je prirast
Aq(s,ds) = q(s+ds)— q(s)

izmedu tocaka 7(s) i r(s + ds) tada infinitezimalan. Pretpostavimo li da je uzduz lu-
ka A?(s,ds) distribuirana sila ¢ konstantna po vrijednosti i po smjeru (to jest, da su
pravci djelovanja medusobno usporedni), pri ¢emu je, kao na slici 18.b., ta vrijednost ¢(s),
dok je smjer odreden jedini¢nim vektorom e€,(s), i uvrstimo li jos, prema slici c., umjesto
duljine infinitezimalnoga luka duljinu diferencijala, infinitezimalna bi rezultanta dijela
sile ¢ na luku A#(s,ds) bila

q(s) [d7(s,ds)| = q(s) [7'(s)] ds. (22)

Pretpostavimo li pak da je, kao na slici e., uzduz luka vrijednost sile ¢(s + ds) i da je
pravac njezina djelovanja odreden vektorom €,(s + ds), infinitezimalna bi rezultanta bila

q(s+ds) [7(s)| ds = [q(s) + Aq(s,ds)] [7'(s)] ds
q(s) |7 (s)] ds + Ag(s,ds) [F'(s)] ds.

Ta se rezultanta od prethodne razlikuje za silu Ag(s,ds) ||7'(s)|| ds. Intenzitet je te ra-
zlike neizmjerno mali broj drugoga reda, jer suids i |Aq(s,ds)| neizmjerno mali brojevi,
a to pak znaci da je razlika vrijednosti tih dviju rezultanata neizmjerno mala u odnosu
na intenzitet jedne ili druge i da su pravci njihova djelovanja gotovo paralelni. Stvarna
je infinitezimalna rezultanta po vrijednosti i po pravcu djelovanja ,,negdje izmedu” nasih
dviju pribliznih rezultanata, pa je razlika izmedu nje i priblizne rezultante dane izra-
zom (22) zanemariva. Drugim rije¢ima, ako je funkcija ¢ neprekinuta u s, mozemo
uzeti da je infinitezimalna rezultanta dijela tom funkcijom zadane sile, koji djeluje na

odsjecku A?(s,ds), definirana izrazom (22).

Bududi da na odsjecak A7 (s,ds) osim netom izracunane rezultante pripadnoga dijela
distribuirane sile djelujuisile —Q(s) i Q(s+ds) upresjecima r(s) i 7(s+ds) (slika 17.),
prui je uvjet ravnoteZe tog odsjecka, iS¢ezavanje zbroja svih sila koje na nj djeluju, izrazen
jednadzbom

~Q(s) + Q(s+ds) + q(s)7'(s)|ds = 0. (23)
Sila @(s + ds) jednaka je, prema slici 19., zbroju sile @(s) i prirasta A@(s,ds) funk-
cije @,

Qs +ds) = Q(s) + AQ(s,ds),
pa prethodna jednadzba prelazi u

AQ(s,ds) + q(s)[7'(s)|ds = 0.
Zapisemo li tu jednadzbu u obliku

AQ(s,ds) = —q(s) [F'(s)] ds,
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Slika 19.

mozemo zakljuciti da prirast unutarnje sile mora po intenzitetu biti jednak rezultanti
dijela vanjske sile na luku A#(s,ds) i imati suprotan smisao. Buduéi da je ta rezultanta
infinitezimalna, i prirast ¢e biti infinitezimalan, sto znaci da je funkcija @ neprekidna u s,
a kako s moze biti bilo koja tocka intervala [0, £y ], funkcija je neprekidna na tom intervalu.
Stovise, moze se pokazati da je funkcija @ na [0, o] apsolutno neprekidna. Apsolutna
neprekidnost ,strozi” je oblik neprekidnosti: apsolutno neprekidna funkcija derivabilna
je u gotovo svim tockama intervala na kojem je definirana; u naSem je slucaju, zbog
neprekidnosti funkcija g i |7’], funkcija @ derivabilna u svim tockama intervala [0, ],
a to pak znaci da je na tom intervalu glatka. Njezin prirast A@(s, ds) mozemo, stoga,
zamijeniti diferencijalom d@(s, ds),

AQ(s,ds) = dQ(s,ds),

te je

A (s,ds) + G(s) [F'(s)] ds = 0. (24)

Uvrstavanje definicije diferencijala

—

dQ(s,ds) = Q'(s)ds (25)
daje

—

Q'(s)ds + q(s) [7'(s)| ds = O,

pa je, nakon dijeljenja sa ds,
Q'(s) + G(s)[7'(s)| = 0. (26)

Funkcijom ¢q izrazena je, rekosmo, distribuirana sila po jedinici duljine deformirane
osi r u kona¢nom, ravnoteznom stanju stapa. Funkcija ¢, medutim, na poc¢etku proracuna
ne mora biti poznata, nego moze ovisiti o tada jos nepoznatoj krivulji ». Opterecenje je
stoga Cesto pogodnije zadati po jedinici duljine osi 7y nedeformiranoga stapa (kakav je
prikazan u projektu). To ne znaci da se uzima da ono, suprotno pretpostavci, u trenutku
pocinje djelovati u punoj vrijednosti; rijec je tek o formalnu postupku— o preslikavanjima
funkcije s deformirane na nedeformiranu os i obratno.
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Jedan ¢emo nacin preslikavanja uvesti primjerom. Vlastita je tezina stapa po jedinici
duljine nedeformirane osi zadana izrazom

Gg0(5) = 00(s)Ao(s) g k

u kojemu g oznacava gravitacijsko ubrzanje, a funkcije Ag i 09 opisuju povrsine poprec¢nih
presjeka i gustoéu gradiva uzduz osi nedeformiranoga stapa. (U tijeku gradenja ta tezina
obicno pociva na skeli. Nakon dovrsenja skela se ne izmice naglo, nego se polagano
otpusta, tako da stap postupno, deformirajuéi se, preuzima vlastitu tezinu.) Pri deformi-
ranju se, naravno, tezina stapa, kao ni pojedinih njegovih dijelova, pa ni infinitezimalnih,
ne mijenja. Stoga, mijenja li se duljina osi, promijeniti se mora i funkcija koja opisuje
vlastitu tezinu.

Lué¢ni odsjecak A7 (s,ds) odsjecak je u koji pri pomicanju i deformiranju Stapa pre-
lazi infinitezimalni lucni odsjecak A%y(s, ds) nedeformirane osi (slika 16. na stranici 38.).
Jasno je da sve §to smo rekli o odnosu odsjecka A#(s,ds), tetive A7 (s,ds) i diferenci-
jala d7(s,ds) vrijedi i za odnos odsjecka A%y(s,ds), tetive

ATry(s,ds) = To(s + ds) — 7o(s)

i diferencijala
drp(s,ds) = To(s) ds. (27)

Kako je s prirodni parametar krivulje 7o, odsjecak A%q(s,ds) je duljine ds. Iz ¢injenice
da je razlika |d7ro(s,ds)| — |A#Po(s,ds)| neizmjerno mala u odnosu na ds neposredno
slijedi da mozemo uzeti da je i diferencijal dry(s,ds) duljine ds,

[d7o(s, ds)| = ds, (28)

odnosno, da je |7(s)| =1 za svaki s.

Trazena veza funkcija g4 i ¢, kojima su opisane vlastite tezine nedeformiranoga i
deformiranog Stapa slijedi iz zahtjeva da nedeformirani i deformirani infinitezimalni luéni
odsjecak imaju jednake tezine:

Ggo(s)ds = Gg(s) [F'(s)|ds  nz  Gy(s) = o(s)A(s) g k.

I za op¢u ¢emo distribuiranu silu zahtijevati da bude tako definirana da na deformi-
ranoj i na nedeformiranoj osi daje jednake infinitezimalne rezultante (slika 20.):

q(s) [7'(s)] ds = Go(s) ds; (29)
slijedi da je
Go(s) = qo(s) €y(s),
pri cemu je skalarnom funkcijom ¢y dana vrijednost distribuirane sile po jedinici duljine
osi g nedeformiranoga stapa, a jedini¢ni vektor €,(s) odreduje pravce djelovanja sile go(s)
u tocki ro(s) isile g(s) u tocki r(s). (Ocito je da se pretpostavljena neprekinutost u s
prenosi i na funkciju g.)
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d7(s,ds)
A7 (s,ds)

Slika 20.

Uvjet is¢ezavanja zbroja svih sila koje djeluju na odsjecak A#(s,ds) mozemo sada
izraziti jednadzbom

~Q(s) + Q(s+ds) + Go(s)ds = 0 (30)

iz koje gotovo odmah slijedi

— N

dQ(s,ds) + qgo(s)ds = 0, (31)

ili, u drugom obliku,

I
o

@’(s) ds + qo(s)ds

te je, na kraju,

@’(s) + ¢o(s) = 0. (32)

Drugi je uvjet ravnoteze odsjecka AP (s,ds) iSéezavanje zbroja svih momenata, kon-
centriranih i distribuiranih, koji na nj djeluju i momenata svih sila, koncentriranih i
distribuiranih, koje djeluju na nj, pri ¢emu se momenti tih sila mogu uzeti u odnosu na
bilo koju tocku; odabrat ¢emo ishodiste.

Izrazi za infinitezimalni rezultantni moment dijela distribuiranoga momenta m koji
djeluje na odsjecku A#(s,ds) izvode se na nacin analogan izvodu izraza za rezultantu
dijela distribuirane sile g. I struktura je dobivenih izraza ista:

mi(s) [dr (s, ds)| = m(s) [7'(s)|ds i mi(s)[7'(s)[ ds = mo(s)ds,

pri cemu su
m(s) = m(s) €n(s) i mo(s) = mgo(s) en(s),

a skalarne funkcije m i my izrazavaju vrijednosti distribuiranih momenata po jedinici
duljine deformirane i nedeformirane osi, dok su njihovi pravci u pojedinim tockama tih
osi u oba slu¢aja odredeni vektorskom funkcijom €,,, ||€,(s)|| =1 za s € [0, 4]

Infinitezimalnu rezultantu dijela distribuirane sile ¢ na odsjecku A#(s, ds) izracunali
smo pretpostavivsi da je ta sila na odsjecku konstanta po smjeru i po vrijednosti, zami-
jenivsi uz to luéni odsjecak diferencijalom d7(s,ds). Hvatiste je te rezultante stoga
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G(s) [d7 (s, ds)]

/ d(s) [d7 (s, ds)|

m(s) [|d7(s, ds)/\
s,ds

d7(s,ds)
A7(s,ds)

Slika 21.

u polovistu diferencijala (slika 21.a.). (Naravno, i hvatiste je rezultantnoga momenta,
izracunanog uz iste pretpostavke, u istoj tocki. No, kako je moment ,,slobodni vektor”,
mozemo ga smjestiti u bilo koju tocku.)

Infinitezimalni moment distribuirane sile koja djeluje na luku A#(s,ds) u odnosu na
ishodiste izracunavamo kao moment njezine rezultante:

[F(s) + % d?(s,ds)] X [@(3) ||d?(s,ds)\|]
= 7(s) x [@(s) |dF(s.ds) ] + & d7(s.ds) x [d(s) |47 (s, ds)]].
Drugi ¢lan s desne strane, kao umnozak dvaju neizmjerno malih vektora, neizmjerno je
mala velicina drugoga reda, tako da se u odnosu na prvi ¢lan moze zanemariti. To u

stvari znac¢i da se hvatiste rezultante moze premjestiti u tocku r(s) (slika 21.b.), pa je u
odnosu na ishodiste njezin moment

7(s) x q(s) [d7(s,ds)| = 7(s) x q(s) [F'(s)[ ds, (33)

odnosno, uz prikaz distribuirane sile po jedinici duljine nedeformirane osi,
7(s) x qo(s)ds. (34)

Napokon, kako na promatrani odsjecak (slika 17. na stranici 38.) u presjecima 7(s)
i r(s+ds) djelujuisile —Q(s) i Q(s+ ds), u obzir treba uzeti i njihove momente (u
odnosu na ishodiste)

F(s)x [-Q(s)] 1 F(s+ds)x Q(s+ds),

a tu su jos, u tim presjecima, i momenti —M(s) i M(s + ds).
Drugi uvjet ravnoteze odsjecka A#(s,ds), i8Cezavanje zbroja svih momenata, mozemo
sada izraziti jednadzbom

—M(s) + M(s+ds) — 7(s) x Q(s) + F(s+ds) x Q(s + ds)

+m(s) [7'(s)|ds + 7(s) x g(s) [7'(s)[ ds = O

(35)
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ili jednadzbom

—M(s) + M(s+ds) — 7(s) x Q(s) + 7(s+ds) x Q(s+ds) ) (36)

+mo(s)ds + 7(s) x go(s)ds = 0.

Zamijenimo li, kao i prije, priraste funkcija diferencijalima,

M(s +ds) = M(s) + AM(s,ds) = M(s) + dM(s,ds),
Q(s+ds) = Q(s) + AQ(s,ds) = Q(s) +dQ(s,ds),
T(s+ds) = 7(s) + Ar(s,ds)

12

7(s) 4+ dr(s,ds),

nakon sredivanja i zanemarivanja clanova koji sadrze umnoske neizmjerno malih veli¢ina,
dobit ¢emo

dM(s,ds) + d7(s,ds) x Q(s) + m(s) |F'(s)] ds
+ 7(s) x [dQ(s,ds) + g(s) [7'(s)| ds] = O

dM(s,ds) + d7(s,ds) x Q(s) + mo(s)ds + 7(s) x [d@(s,ds) +qo(s)ds] = 0.

Kako su podizrazi u uglatim zagradama lijeve strane jednadzbi (24) i (31) koja izrazavaju
iStezavanje zbroja sila, slijedi

— — N

dM(s,ds) + d7(s,ds) x Q(s) + m(s) |7'(s)|ds = 0 (37)

dM(s,ds) + d7(s,ds) x Q(s) + mo(s)ds = 0. (38)

[Znamo da se momenti koncentriranih i distribuiranih sila mogu uzeti u odnosu na bilo
koju tocku. Pokazite da se jednadzba (38) moze izvesti i iz uvjeta ravnoteze momenata
oko tocke r(s) ili oko tocke r(s + ds)!]

Ako jos u prethodne jednadzbe uvrstimo definicije diferencijala (20) na stranici 39. i
diferencijala

—

dM(s,ds) = M'(s)ds, (39)

dobit ¢emo diferencijalne jednadzbe

M'(s) + 7'(s) x Q(s) +m(s) ['(s)] = O (40)

M'(s) + 7'(s) x Q(s) + mo(s) = 0. (41)

Jednadzbe (26) i (40) te (32) i (41) nazivamo jednadzbama ravnoteZe Stapa u diferen-
cijalnom obliku ili diferencijalnim jednadzZbama ravnoteze stapa.
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3.3. Integralni oblik jednadzbi ravnoteze

ylzrezat” ¢emo sada iz Stapa luéni odsjecak konacne duljine izmedu toc¢aka s materi-
jalnim koordinatama 51 5, § < 5. Cesto ¢e biti § = 0, §to znaci da ¢emo izdvojiti dio od
pocetka Stapa do odabranoga presjeka s; katkad je pak pogodnije izdvojiti dio od nekog
presjeka 5 do kraja Stapa, pa ¢ée tada biti § = f;. U neoptereéenu stanju materijalne
tocke 51 s leze u prostornim tockama 7r(5) i 79(S), a nakon nanosenja optereéenja, u
ravnoteznome stanju, u prostornim tockama r(s) i 7(s). Kao sto slika 22.a. prikazuje,
neoptereceni luk #(s, s) prelazi u uravnotezeni luk #(s, s).

Slika 22.

Naluk #(5,5) djeluju koncentrirane sile —Q(5) i Q(5) i koncentrirani momenti —M(5)
i M (8) u krajnjim presjecima te, po njegovoj duljini, distribuirana sila ¢ i distribuirani
moment m (slika 22.b.).

Prvi uvjet ravnoteze luka #(s, 5) zahtijeva sada iS¢ezavanje zbroja koncentriranih sila
—Q(5) i Q(5) i rezultante distribuirane sile g. Kako bismo izracunali tu rezultantu,
podijelit ¢emo luk #(s, 5) na bezbrojno mnogo neizmjerno malih odsjecaka A#(s,ds). U
prethodnom smo odjeljku pokazali da je na svakome od njih infinitezimalna rezultanta
pripadnoga dijela sile ¢ odredena izrazima

q(s) |7 (s)lds ili  go(s)ds,

gdje funkcija qq iskazuje silu ¢ preslikanu na nedeformiranu os. Kao sto zbroj konacnoga
broja sila kona¢nih intenziteta daje njihovu rezultatnu, tako ¢emo i trazenu rezultatnu do-
biti zbrajanjem, ali sada svih nasih bezbrojno mnogo infinitezimalnih rezultanata. Medu-
tim, da bi takva rezultanta bilo ,,dobro definirana”, moraju biti zadovoljena dva uvjeta.
Ponajprije, ,,beskonacni” zbroj mora dati vektor kona¢ne duljine. Uz to, ni duljina toga
vektora, ni pravac na kojemu lezi, ni njegova orijentacija ne smiju ovisiti o nac¢inu po-
djele luka #(s, §) na infinitezimalne odsjecke — kako god luk podijelili na odsjecke, uvijek
moramo dobiti isti vektor. Ako su ta dva uvjeta ispunjena, zbroj se naziva (odredenim
Riemannovim) integralom, pa je rezultanta formalno dana izrazima

/ A F)ds b / do(s) ds. (42)
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Integriranje je, kazu, postupak koji oprasta i zaboravlja. Izraze za infinitezimalnu
rezultantu sile ¢ na odsjecku A#%(s,ds) ,izveli” smo, naime, uz pretpostavku da su funk-
cije q i, posredno, gp neprekinute u s, no tu, poprilicno strogu pretpostavku mozemo
sada ,,oslabiti” i uzeti da su funkcija ¢, kao na slici 22.b., i preslikana funkcija qq, tek po
dijelovima neprekinute, Sto znaci da su neprekinute svuda osim u kona¢no mnogo tocaka
segmenta [0, 4y], u kojima smiju imati konacne skokove. (Time nismo obuhvatili sve
integrabilne funkcije, ali je skup po dijelovima neprekinutih funkcija dovoljno bogat za
nase potrebe ... barem zasad — koncentrirana djelovanja ostaju pric¢a za sebe.)

Pribrojimo li rezultanti distribuirane sile sile —Q(5) i Q(5) koje djeluju u krajnjim

-Q(5) + Q) +/S§(S) [7'(s)[ ds =0, (43)

odnosno,

—@@+@@+f%@m=u (44)

No, kao sto sada ve¢ dobro znamo, da bi odsjecak (8, 5) bio u ravnotezi, osim zbroja
svih sila iS¢eznuti mora i zbroj svih momenata i momenata svih sila u odnosu na po volji
odabranu tocku. Odaberemo li ishodiste, momenti sila u krajnjim presjecima su

FEx QB 1 TE)x Q)

dok su formalni izrazi za rezultantni moment dijela distribuirane sile koji djeluje na luku

/S 7(s) x q(s)|7'(s)] ds ili /S 7(s) x qo(s) ds. (45)

Njihov je ,izvod” analogan izvodu izraza za rezultantu distribuirane sile, a na isti nacin
dobivamo i formalne izraze za rezultantni moment odgovarajucega dijela distribuiranog
momenta:

5 5
/ m(s)|7'(s)|ds  ili / mo(s) ds.
5 5
Uvjet iS¢ezavanja zbroja svih momenata mozemo sada izraziti jednadzbama

—M(5) + M(3) — 7(5) x Q(5) + 7(5) x Q(5)
- - (46)
+/[ﬂ@xa@+m@mf@m8=o

ili

—M(5) + M(5) — 7(5) x Q(5) + 7(5) x Q(5)
E B (47)
+x [7(s) x Go(s) + mo(s)]ds = 0.

Jednadzbe (43) i (46) te (44) i (47) nazivamo jednadzbama ravnoteZe Stapa u integral-
nom obliku ili integralnim jednadzZbama ravnoteZe stapa.
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Ako je sila —Q) (5) poznata, iz jednadzbe (44) neposredno slijedi izraz za izra¢unavanje
sile Q(5): :
Q6 = Q) - [ dls)ds (49

Ako je poznat i moment —M(5), moment M (5) mozemo izracunati prema izrazu izvede-
nom iz jednadzbe (47):

i (49)

Naravno, na jednak na¢in mozemo primijeniti i jednadzbe (43) i (46).

3.4. Linearizacija jednadzbi ravnoteze za ravan Stap

Neopterecen ravan stap duljine /; mozemo smjestiti u koordinatni sustav tako da se
segment [0, o] na osi & poklapa s osi §tapa, zamjenjujudi pritom parametar s apscisom x
(slika 23.). Tada su 7o(x) =27 i 7(z) = 27 + p(x).

Slika 23.

Integralne jednadzbe ravnoteze ravnoga odsjecka 7o(z,z) za 0 < Z < < {; dobi-
vamo iz jednadzbi (44) i (47) jednostavnom zamjenom varijabli s i ds varijablama x
idx:

M@Qm+/%mwx:@ (50)

M(z) = M(z) + 7(Z) x Q(7) — 7(z) x Q(%)
_ (51)

+ /I [?(m) X go(x) + mo(x)] dz = 0.

Isto tako, kako su sada sve funkcije funkcije apscise x, u diferencijalnim jednadzbama
ravnoteze ' oznacava derivaciju po x:

Q'(z) + Golz) = 0, (52)

— — N

M'(z) + 7'(x) x Q(z) + mo(z) = 0. (53)
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Pretpostavka da su ,pomaci mali” znac¢i da su njihove duljine ,mnogo manje” od

5(@)] <« fo. (54)

Kako su duljine radijus—vektora pojedinih tocaka Stapa ,istoga reda velicine” kao i duljina

duljine stapa:

Stapa, pretpostavku o malim pomacima mozemo iskazati i u obliku

Ip(z)] < [[7o()], (55)
te slijedi
r(z) = To(x) + p(x) ~ ro(z). (56)

Uvjete ravnoteze mozemo stoga postaviti na nedeformiranom odsjecku (slika 24.) te u
jednadzbama (50) i (51) umjesto 7 pisati 79. Uz 7o(x) = 27, linearizirane su integralne
jednadzbe ravnoteZe ravnoga Stapa:

Q@ - 0a) + [ @w)ds = O (57)
M(Z) — M(z) + 77 x Q(Z) — 27 x Q(2)
z B (58)
+/ [27 % Go(z) + mo(z)]dz = 0.
-Q(@)
\ do
_M(j) /\\ép
? M(z) Q)
Slika 24.
Kako je na temelju pretpostavke o malim pomacima 7 (x) ~ 7o(z) = x7, bit e
r'(z) ~ r(x) = 7, (59)
pa su linearizirane diferencijalne jednadzbe ravnoteZe ravnoga Stapa:
Q'(x) + Go(x) = 0, (60)
M'(z) + 7 x Q(z) + mo(z) = 0. (61)

Unutanje sile u nekom presjeku rastavljaju se u komponente na pogodno odabranim
pravcima; orijentiraju li se pravci, komponente su odredene svojim skalarnim vrijedno-
stima.

Rezultirajucu sila i rezultiraju¢i moment unutarnjih plosnih sila u poprecnom presjeku
rastavljamo u komponente usporedne s koordinatnim osima:
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uzduzna sila, s vrijednoséu N, komponenta je rezultirajuce sile koja lezi na osi Stapa, pa
je okomita na ravninu poprec¢noga presjeka; pozitivnom se, kao na drugom crtezu
slike 25., uzima vlac¢na sila ¢iji je vektor orijentiran kao vanjska normala na ravninu
poprecnoga presjeka;

poprecne sile, s vrijednostima T}, i 7%, komponente su rezultirajuce sile koje leze u rav-
nini poprecnoga presjeka, usporedne s osima y i z; na strani presjeka cija je vanjska
normala orijentirana kao os x (pozitivno orijentirana normala) pozitivnima se uzi-
maju sile orijentirane kao osi y i z, a na strani sa suprotno (negativno) orijentiranom
normalom suprotno orijentirane sile (drugi crtez slike 25.);

momenti savijanja, s vrijednostima M, i M., komponente su rezultiraju¢ega momenta
u popreénom presjeku koje su usporedne s osima y i z, Sto znaci da je rije¢ o
momentima oko osi u ravnini presjeka, usporednih s osima y i z i, stoga, okomitih
na os Stapa, tako da savijaju ravnu os u krivulju; na strani presjeka cija je vanjska
normala pozitivno orijentirana pozitivnima se uzimaju momenti orijentirani kao
osi, a na strani s negativno orijentiranom normalom suprotno orijentirani momenti
(tredi crtez slike 25.);

torzigski moment ili moment uvijanja, s vrijednoséu M,;, komponenta je rezultirajucega
momenta koja lezi na osi Stapa, odnosno moment oko te osi, moment, dakle, koji
pokusava zaokrenuti poprecni presjek u njegovoj ravnini; pozitivnim se uzima mo-
ment vektor kojega je orijentiran kao vanjska normala na ravninu popre¢noga pre-
sjeka (treéi crtez slike 25.).

Da bi terminoloska zbrka bila potpuna, i komponente se unutarnjih sila, vektorske i
skalarne, nazivaju, jednostavno i sazeto, unutarnjim silama.

(Ako je os Stapa zakrivljena, u svakoj njezinoj tocki uvodimo lokalni koordinatni
sustav tako da se prva os tog sustava poklapa s tangentom na os Stapa u toj tocki.
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Uzduzna sila i moment torzije na toj su osi, a poprecne sile i momenti savijanja leze u
ravnini poprecnoga presjeka.)

Na slici 25. primijenili smo tehnicki nacin obiljeZavanja vektora sila i momenata. Desni
dio stapa djeluje na lijevi silom koja ima jednaki intezitet kao sila kojom lijevi dio djeluje
na desni, ali joj je smisao djelovanja suprotan. Stoga su odgovarajuce komponente sila
i momenata na lijevom i desnom dijelu prikazane suprotno orijentiranim strelicama (ali
jednakih duljina). U vektorskom nacinu obiljezavanja jedna je od, primjerice, uzduznih
sila N, dok je druga —N. Na slici su, medutim, obje strelice koje prikazuju uzduzne
sile obiljezene s N. Slovo bez strelice povrh oznaka je vrijednosti sile; ako je konkretna
brojcana vrijednost pozitivna, sila je orijentirana kao strelica kojom je prikazana, a ako je
ta vrijednost negativna, orijentacija je sile suprotna. (Navodi li se uz prikaz sile konkretan
broj, on ne smije biti negativan. Treba (na novom crtezu) promijeniti orijentaciju sile i
uz nju upisati pozitivan broj.) Tehnicki je nacin obiljezavanja prikladan za oznacavanje
unutarnjih sila, jer obje sile koje tvore jedno medudjelovanje obiljezavamo istom oznakom,
ali ¢emo ga upotrebljavati i za ,samostalne” sile i momente. U tekstu ¢emo pak pokatkada,
da istaknemo da je rije¢c o paru medusobno uravnotezih sila, unutarnje sile oznacavati
S +N +T . Ovisno o kontekstu, +N moze oznacavati par suprotno orijentiranih sila
jednakih intenziteta (iako ¢emo govoriti o uzduznoj sili (u jednini)) ili, izdvojimo li dio
nosaca, jednu od tih sila, pri ¢emu nece biti bitno djeluje li na taj dio sila N ili sila —N;
bitno ¢e biti je li sila vla¢na ili tlacna, a sila je vla¢na u odnosu na oba dijela ili je u
odnosu na oba dijela tlacna.

Uz rastav sile u presjeku u komponente prema slici 25.,
Qx) = N(@)7 + Ty(x) T + T.(x)k,
i uz odgovarajudi rastav zadane distribuirane sile,
Go(r) = qou(2)7 + qoy(x) T + qo.(2)F,

integralna jednadzba ravnoteze sila (57) nakon sredivanja prelazi u

[N(:E) — N(z) +/; Qo,z(7) dx] 7+ [Ty(;i) —T,(z) +/: o,y () dx] 7

+ sz(f)—Tz(:z)Jr/jqo,z(x) dx}l? = 0.

Da bi ta vektorska jednadzba bila zadovoljena, iS¢eznuti mora svaka komponenta zasebice,
pa su kanonske skalarne linearne integralne jednadzbe ravnoteZe sila

NG@) = N@ + [ anela)do = 0 (62)
T,(z) — T,(z) +/xQQ7y(£L') dx = 0, (63)
T.(7) - T.(z) + / “oo(@)de = 0 (64)



Nakon rastava momenta u presjeku (slika 25.) i vanjskoga distribuiranog momenta u
komponente,

M(z) = My(x)7 + M,(2)7 + M.(x)k,

mo(x) = mo(x) 7 + moy(z)7 + mo.(x)k,

te uz
7 7 k
T xQx) = | 2 0 0 | =—-2T.(v)] + aT,(x)k
N(z) T,(z) T.(x)
i
7 7 k
U X qo(x) = | =z 0 0 | = —2q.(2)] + zqyu)k

90.2() qoy(T) qo-(T)

mozemo na slican nacin iz vektorske jednadzbe (58) ,izvesti” kanonske skalarne linearne
integralne jednadzbe ravnoteze momenata:

M(F) — My(7) + / “mou(x)de = 0, (65)

M,(z) — My(z) — 2 T.(%) + = T.(%)

z 66
+/ [—x qo.-(z) + mojy(x)] dz = 0, (66)

M. (z) — M,(z) + zT,(z) — z T,(%)

z 67
+/ [xqo,y(:v) + m[)’z(.flf)] dz = 0. (67)

I analogno, iz vektorskih diferencijalnih jednadzbi (60) i (61) rastavom u komponente
dobivamo sustav kanonskih skalarnih linearnih diferencijalnih jednadzbi ravnoteze:

N’(m) + qo.() = O, )
)
)
71)
)
)

( )+

Iz jednadzbi (68)—(70) neposredno slijede diferencijalne veze sila u presjeku i zadanih
distribuiranih sila:

N’(SC) = —qu(JJ), (74)
T(x) = o, (@), (75)
T(z) = —qo.:(2)- (76)
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Ako je g = 0, diferencijalne su jednadzbe ravnoteze momenata:

M!(z) = 0, (77)
M!(z) + T,(x) = 0. (79)

Deriviranjem jednadzbi (78) i (79) po z te, potom, uvrstavanjem (76) i (75) dobivamo:

My(x) + qo:(x) = 0, (80)
M (z) = qoy(z) = 0. (81)

Diferencijalne su veze momenata savijanja i popre¢nih sila te momenata savijanja i di-
stribuiranih sila koje djeluju okomito na os Stapa, prema tome:

M) (x) = T.(x), (82)
M(2) = o (), (83)
M!(z) = ~T,(a). (84)
M(2) = 0, () (85)

3.4.1. Ravan stap u ravnini

Odaberemo li za ravninu ravninske Stapne konstrukcije ravninu xz, u poprec¢nim pre-
sjecima ,,preostaju” unutarnje sile prikazane na slici 26.a.; odaberemo li pak ravninu zy,
ostat c¢e sile sa slike b.

M=M, M
N N
r—14” NN N7
M=M, M
b, A lad
J N N\

T=T, T

Slika 26.
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U ravnini zz kanonske su integralne jednadzbe

N(z) — N(2) +/9«“ Qo () dx

T.(3) - T.(@) + / " 0a(e) dr

M,(z) — My(z) — 2 T.(Z) + 2 T.(%)

+[ [—m Q..(z) + movy(x)] dx
dok su kanonske diferencijalne jednadzbe

N'(z) + qoz(x) = 0,
T(x) + q.(x) = 0,
My () = T.(x) + moy(z) = 0

te

M, (x) + qo.(z) = 0.

U ravnini pak zy integralne su jednadzbe

te
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3.5. Utjecaj koncentriranih djelovanja

Koncentrirana djelovanje narusavaju glatkost funkcija koje opisuju unutarnje sile, pa
se ne mogu obraditi postupcima matematicke analize koje smo primijenili u prethodnim
odjeljcimal®,

Djeluju li na stap koncentrirane sile ili momenti, podijelit ¢emo ga na odsjecke izmedu
hvatista tih koncentriranih djelovanja. Ravnotezu tih odsjec¢aka opisuju izvedene diferen-
cijalne i integralne jednadzbe.

[zdvojit ¢emo infinitezimalan odsjecak stapa duljine 2 dz u polovistu kojega je hvatiste
koncentrirane sile Q koja djeluje okomito na os stapa (slika 27.). (Izvode ¢emo provesti
za ravan Stap u ravnini zz. [Izvedite odgovarajuée izraze za $tap u ravnini xy te za Stap
u prostoru! |)

Q
M(z — dz) M (z + dx)
Wad :
N(z —dz) kl l—/ N(z +dx)
T(xz —dx) T(x + dz)
‘ 2dx ‘
Slika 27.

Budu¢i da je daljina odsjecka neizmjerno malena, rezultante distribuiranih sila koje
djeluju na odsjecku, qo.(z)-2dz i go.(z)-2dz, bit ée neizmjerno male veli¢ine i stoga
zanemarive u odnosu na konacne veli¢ine ostalih sila koje djeluju na odsjecak (pa na
slici 27. nisu ni prikazane).

Jednadzba ravnoteze projekcije sila na os Stapa,

—N(z —dz) + N(z+dz) = 0,
daje
N(z —dz) = N(z+dzx) = N(x), (100)

Sto znaci da se vrijednost uzduzne sile pri prijelazu preko hvatista koncentrirane sile
okomite na os ne mijenja. Jednadzba pak ravnoteze projekcije sila na os okomitu na os
stapa,
—T(r—dx) + Q + T'(z +dz) = 0,
daje
T(x+dz) = T(x—dz) — Q, (101)

U ,vi$oj” je analizi ukljuc¢ivanje singulariteta omoguéeno uvodenjem Diracove d—funkcije, koja je

poopcenje pojma funkcije u klasicnom smislu. Ta funkcija iS¢ezava u svim tockama realne osi osim u
ishodistu u kojem joj je vrijednost neizmjerna, dok joj je integral jednak jedan nad realnom osi i na nad
bilo kojim odsjeckom realne sile koji sadrzi ishodiste.
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pa zakljucujemo da se vrijednost poprecne sile pri prijelazu preko hvatista sile okomite
na os mijenja za vrijednost te sile. Mozemo reci i da je ,,skok” vrijednosti poprecne sile
jednak (negativnoj) vrijednosti vanjske sile:

T(x+dz) — T'(x —dz) = —Q. (102)

Kao sto smo zbog neizmjerno male duljine odsjecka smjeli zanemariti rezultante distri-
buiranih sila, tako smijemo zanemariti i momente sile () i poprecne sile u lijevom presjeku
u odnosu na teziste desnoga presjeka,

dz-Q =0 i 2dz - T(x —dx) = 0,
pa iz jednadzbe ravnoteze momenata,
—M(x —dz) + M(x+dz) = 0,
slijedi
M(x —dz) = M(x+dz) = M(z); (103)
dakle, vrijednost se momenta savijanja pri prijelazu preko hvatista sile ne mijenja.

Ako se pravac djelovanja koncentrirane sile poklapa s osi stapa [skicirajte! |, na slican
¢emo nacin |[napisite jednadzbe ravnoteze! | dobiti

N(x +dx) — N(z0dx) = —N(x), (104)
T(x—dx) = T(x+dx) = T(x), (105)
M(z —dz) = M(z +dz) = M(x). (106)

Djeluje li pak na odsjecku umjesto koncentrirane sile koncentrirani moment (slika 28.),
iz jednadzbi ravnoteze [napisite ih!] slijedi

N(z —dz) = N(z+dzx) = N(x), (107)
T(x—dz) = T(z+dx) = T(x), (108)
M(x +dz) — M(x —dz) = —M(x). (109)
M(x — dx) M M(z + dzx)
Bas BN K
N(z — dz) kl _/ l—/ N(z + dx)
T(x —dx) T(x + dz)
‘ 2dx ‘
Slika 28.
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4. Staticki odredeni nosaci s jednim punostjenim
diskom

Diskom nazivamo dio ravninskoga konstrukcijskog sistema koji, izdvojen, ostaje ,,iz-
nutra” geometrijski nepromjenjivom figurom. Takva figura, znamo, ima u svojoj ravnini
tri stupnja slobode gibanja, pa sistem koji sadrzi samo jedan disk mora imati barem tri
ispravno rasporedene veze s podlogom da bi u odnosu na nju bio geometrijski nepromje-
njiv. (Podsje¢amo: pravei po kojima veze sprecavaju pomake ne smiju prolaziti istom
kona¢nom ili neizmjerno dalekom tockom.) Ima li sistem tri takve veze, bit ¢e ,izvana”
staticki odreden (slika 29.), a ako je veza vise od tri, bit ¢e staticki neodreden.

Slika 29.

4.1. Sile u vanjskim vezama

Na srecu, ne trebamo znati sve da bismo mogli znati nesto.

J.D. Barrow: Theories of Everything

Na vrijednosti sila u naznacenim Stapnim vezama s podlogom ne utjecu ni oblik diska
ni njegova unutrasnja struktura. U gradevnoj smo se statici ogranic¢ili na Stapne sisteme
pa nas disk moze biti jednodijelni punostjeni stap (slike 29.a. 1 b.) ili moze biti sastavljen
od elemenata povezanih u geometrijski nepromjenjivu cjelinu (diskovi na slikama c. i d.
sastavljeni su od stapnih elemenata; sjencanjem smo samo naglasili da je u oba slucaja
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rije¢ o po jednom disku). Stovise, disk moze ,iznutra” biti i staticki neodreden. Vri-
jednosti sila u vezama ovisit ¢e samo o medusobnom polozajnom odnosu pravaca veza i
pravca djelovanja sile F i, naravno, o njezinoj vrijednosti. Ta sila moze biti i rezultanta
vise zadanih sila, koncentriranih i distribuiranih, pa i momenata. (Pricu zapocinjemo
djelovanjem samo jedne sile radi preglednosti crteza i jednostavnosti izraza. Zaplet ¢emo
graditi postupno: pitanjem odredivanja rezultante pozabavit ¢emo se kasnije.) Prorac¢uni
i graficke konstrukcije, kao i dobivene vrijednosti sila bit ¢e za sve sisteme na slici 29.
jednake. Kako ¢emo se u ovom odjeljku baviti samo sistemima s jednim jednodijelnim
punostjenim diskom, analizirat ¢emo nosac sa slike 29.a.

4.1.1. Kanonske jednadzbe ravnoteze diska

Sustav kanonskih jednadzbi ravnoteze diska sadrzi dvije jednadzbe ravnoteze pro-
jekcija sila na dvije neparalelne osi (ili dvije jednadzbe ravnoteze komponenata pri rastavu
sila u komponente usporedne s takvim osima) te jednu jednadzbu ravnoteze momenata
sila u odnosu na po volji odabranu tocku i momenata u uzem smislu. Najcesce se za osi na
koje se projiciraju sile odabiru osi pravokutnoga koordinatnog sustava, dok se momenti
sila uzimaju u odnosu na njegovo ishodiste. (Kako su osi na koje se projicira medusobno
okomite, projekcije su jednake komponentama u odgovarajuéem rastavu sila.) U nasem
¢emo primjeru ishodiste ravninskoga (desnog) koordinatnog sustava zz smjestiti u lezaj A
(slika 30.a.).

Pretpostavimo 1i da su projekcije sila orijentirane kao na slici 30.b., jednadzbe ra-
vnoteze projekcija sila na osi x i z bit ¢e

A4 B —ch 4 Fh = 0,
AT B (V4 FY =0,

dok ¢e jednadzba ravnoteza momenata sila oko ishodista/tocke A biti
ZL’B'BU—ZB'Bh+$C'Cv—zc'ch—IF‘Fv—ZF'Fh - O.

Treba naglasiti da u toj jednadzbi x i 2z oznacavaju udaljenosti, dakle, vrijednosti koje su
pozitivne, a ne koordinate, ¢ije vrijednosti mogu biti pozitivne ili negativne. Napisana jed-
nadzba uz to ,,vrijedi” samo ako su geometrijski odnosi manje—vise kao na slici; posebno,
kako je lezaj B ,iznad” a lezaj C ,ispod” lezaja A, vrijednosti su momenata sila BhiCh
u odnosu na tocku A negativne.

Navedene jednadzbe sadrze, ¢ini se, Sest nepoznanica. Medutim, buduc¢i da su pravci
djelovanja sila poznati, vrijednosti projekcija mozemo, prema slici 30.c., izraziti s pomocu
vrijednosti sila i neorijentiranih kutova (manjih od 90°) izmedu pravaca njihova djelovanja
iosix:

A = A cosa, AV = A -sinq; B" = B - cosf3, BY = B -sin f3;
Ch = C - cosn, C" = C -siny; F'" = F.coso, F? = F -sin .
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Ch

Slika 30.

Uvrstavanje u prethodne jednadzbe daje sustav od tri jednadzbe s tri nepoznanice:
cosa-A+cosf-B—cosy-C = —cosp - F,
sina-A+sinf-B+siny-C = sing- F,

(g sin B — 25 cos ) - B + (z¢ siny — 2z cosy) - C
= (xf sing + 2 cosg) - F.
Dobijemo li, rijesivsi sustav, za neku silu negativnu vrijednost, znacit ¢e to da je smisao
djelovanja te sile suprotan od pretpostavljenoga.
Neka su, kao konkretan primjer:
rg=30m, 2z=09m; zc=45m, zc=0)0m; zr=13m, 2z =10m;

tga =2,125/1; tgp =0,875/1; tgvy=1,725/1; tge =4/3

i F'=100kN ili, u vektorskom obliku, F = 60,07 4+ 80,0 k. Sustav jednadzbi ravnoteze
tada je:

0,4258 A + 0,7526 B — 0,5015C = —60,0,

0,9048 A + 0,6585 B + 0,8651 C 80,0,

1,2082 B + 3,6422C = 164,0.
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Njegovo je rjesenje:
A = 74,01 kN, B = —74,01 kN i C = 71,41 kN.

Vrijednost B sile B je negativna; ta sila, dakle, djeluje ,,prema jugozapadu”, a ne ,,prema
sjeveroistoku” kao sto smo crtajuci sliku 30.b. pretpostavili. Vrijednosti komponenata
sila A, B i C su (uz orijentacije definirane na slici):

A" = 31,51 kN, AY = 66,96 kN;
B" = —55,70 kN, BY = —48 74 kN;
Ch = 35,81 kN, C? = 61,78 kN.

U rastavu na kanonske komponente, orijentirane kao koordinatne osi, neki ¢e se predznaci
promijeniti:

A=31517 — 66,96k,

B = —55707 + 48,74k,

C =—-35817 —61,78k%.

Prije daljih je proracuna dobro provjeriti izracunane vrijednosti. Zbrojit ¢emo stoga
vrijednosti momenata sila u odnosu na neku tocku koja ne lezi na pravcima reakcija,
primjerice, u odnosu na hvatiste sile F":

—xp - A+ e A"+ (2p — xp) - B4 (2 — %) - B”
+(ze— ) CY — (2 + 20) - C"

— —1,3-66,96 + 1,0- 31,51 + 1,7+ (—48,74) + 0,1 - (—55,70)
+3,2-61,78 —1,5-35,81 = 0,015.

(Izraz u prvom retku izveli smo za orijentacije sila pretpostavljene na slici 30.b. Negativne
su vrijednosti komponenata sile B uvrstene tek u drugom retku.) Dobivena vrijednost
nije jednaka nuli, te se moze ¢initi da uvjet ravnoteze momenata (u odnosu na bilo koju
tocku) nije zadovoljen. Da ocijenimo mozemo li tu vrijednost prihvatiti kao posljedicu po-
greSaka zaokruzivanja, a ne neispravnoga proracuna, izracunat ¢emo relativnu pogresku
tako da podijelimo dobivenu apsolutnu progresku sa zbrojem svih pozitivnih (ili apsolut-
nom vrijednoséu zbroja svih negativnih) pribrojnika u izrazu: 0,015/229,21 = 0,007 %.
Relativna je pogreska dovoljno mala da s poprilicnom sigurnoséu mozemo pretpostaviti
da je proracun reakcija bio ispravan.

4.1.2. Ritterov postupak

Umjesto kanonskih mogu se postaviti tri uvjeta ravnoteze momenata u odnosu na tri
tocke (pri ¢emu te tri tocke ne smiju lezati na istom pravcu). Odaberemo li za to tocke
u kojima se sijeku po dva pravca djelovanja reaktivnih sila, sustav jednadzbi ravnoteze
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raspast ¢e se na tri neovisne jednadzbe s po jednom nepoznanicom: momenti dviju reak-
cija, Ciji se pravci djelovanja sijeku u momentnom polu, iS¢ezavaju, pa u odgovarajucoj
jednadzbi ostaje samo treca reakcija. Takav se izbor uvjeta ravnoteze naziva Ritterovim
postupkom. Odabrani se pak momentni polovi nazivaju Ritterovim tockama.

Sjecista pravaca djelovanja sila B i 6, AiC te Ai B oznacili smo na slici 31.
redom slovima a, b i c. Iz jednadzbe ravnoteze momenata u odnosu na tocku a dobivamo
vrijednost sile A:

—dop Atdyp F=0 =  A=-2L.p, (110)

daa 1 dsp udaljenosti su tocke a od pravaca djelovanja sila A i F Na slican nacin,
jednadzbe ravnoteze momenata u odnosu na tocke b i ¢ neposredno daju vrijednosti
sila BiC"

d
dpp-B+dpp - F=0 — B=-2L.p (111)
dp,B
ch
dec C—dep F=0 = C=-%"F (112)
c,C

Bududi da su duljine pozitivne velicine i da je vrijednost F' pozitivna, dobivene su vri-
jednosti sila AiC pozitivne, dok je vrijednost sile B negativna — njezina je orijentacija,
dakle, suprotna od pretpostavljene.

Racunski rad u Ritterovu postupku ¢esto ipak nije bitno manji nego pri rjesavanju
sustava kanonskih jednadzbi: kod slozenijih ili ,nepravilnijih” geometrijskih odnosa, kao

Slika 31.
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u nasem primjeru, racunsko odredivanje sjecista pravaca djelovanja reakcija (algebar-
ski: rjesavanje sustava od dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice) i izracunavanje
udaljenosti tih sjecista od ostalih pravaca bit ¢e razmjerno dugotrajno. Stoga ¢emo
nosac nacrtati u pogodnom mjerilu i na crtezu na¢i potrebna sjecista, povuéi okomice na
odgovarajuce pravce te izmjeriti pripadne udaljenosti.

Tako ¢emo, primjerice, na slici 31. (nacrtanoj u mjerilu 1:80) izmjeriti

daa~2550m, dpp ~ 3,10m, dec ~6,30m,
dyr~1,90m, dp,r ~ 2,30 m, der ~4,50m
pa su:
1,90 2,30
A~ ——-100 = 74,5kN B~ — -100 = —74,2kN,
2,55 ’ ’ 3 10
4,50
C~ <100 = 74,1 kN.
630

Takav postupak, dijelom graficki, a dijelom analiticki, nazvat ¢emo grafoanalitickim.

[zracunane vrijednosti mozemo sada provjeriti zbrajanjem vrijednosti projekcija sila
na neku os koja nije okomita ni na jedan pravac djelovanja sila ¢ije smo vrijednosti trazili;
u nasem primjeru, recimo, na vertikalnu ili na horizontalnu os.

4.1.3. Culmannov postupak

Culmannov postupak primjenjujemo za ,,cisto” graficko odredivanje intenziteta i ori-
jentacija reakcija na poznatim pravcima. Sile pritom smatramo kliznim vektorima: vazni
su pravci na kojima djeluju, ne i njihova hvatista.

Budu¢i da su pravci djelovanja svih cetiriju sila poznati, mogu se naci tocke kroz
koje prolaze pravci na kojima djeluju rezultante po dviju od njih: primjerice, pravac
djelovanja rezultante R Bc sila BiC prolazi sjeciStem pravaca na kojima te sile dje-
luju—na slici 32.a. to je tocka a; pravac na kojem djeluje rezultanta REA sila AiF
prolazi pak tockom d, sjeciStem pravaca djelovanja tih dviju sila. Kako su sile E, B , C
i Fu ravnotezi, u ravnotezi moraju biti i rezultante EEA i RBC' Time smo nas zada-
tak —uravnoteziti zadanu silu (silu poznatoga pravca djelovanja, poznatog intenziteta i
poznate orijentacije) s tri sile nepoznatih intenziteta i orijentacija, ali na poznatim prav-
cima djelovanja—sveli, u prvom koraku, na zadatak uravnotezenja dviju sila. Prema
ve¢ nam znanom (grafickom) uvjetu ravnoteze dviju sila, sile EF Al }?B,c moraju dje-
lovati na istom pravcu te imati jednake intenzitete i suprotne orijentacije (slika 32.b.).
Pravac na kojem te dvije rezultante djeluju naziva se Culmannovim pravcem. Odreden
je poznatim sjecistima d i a pravaca djelovanja sila AiFi pravaca djelovanja sila B
i C. Najcesce u crtez nosaca (nacrtan u prikladnom mjerilu), koji ¢emo zvati planom
polozaja, ucrtavamo samo taj pravac, bez rezultanata koje na njemu djeluju (slika 32.c.).
Plan polozZaja prikazuje samo polozajne odnose —polozaje pravaca djelovanja sila i, u
nekim slucajevima, polozaje njihovih hvatista. U njemu se, doduse, vrlo ¢esto naznacuju
i poznate orijentacije zadanih i pretpostavljene orijentacije trazenih sila, a ponekad se
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Slika 32.

cak i odnos intenziteta sila nagovijesta razli¢itim duljinama strelica. Za graficki prikaz i
za graficki postupak odredivanja intenziteta i stvarnih orijentacija sila uvodi se poseban
crtez— poligon sila. Njegove su stranice usporedne s pravcima djelovanja sila u planu
polozaja, a duljine tih stranica, u nekom mjerilu, jednake su intenzitetima odgovarajué¢ih
sila.

U nasem je primjeru sila F poznata, a poznati su i pravci djelovanja sile Ai njihove
rezultante R rA. Prema tome, znamo pravce s kojima su paralelne stranice trokuta sila i
duljinu jedne njegove stranice pa taj trokut mozemo ,sloziti” (slika 32.d.). Orijentacije
sila A i REA odredene su (vektorskim) uvjetom REA — F + A. Duljine stranica trokuta
sila daju, prema odabranom mjerilu, trazene intenzitete sila.

I na kraju, rastavljanjem sile R B.C, Ciji je smisao djelovanja suprotan smislu djelovanja
sile Rpa, Rpc = —Rpa, u dvije sile na poznatim pravcima, dobivamo i vrijednosti i
orijentacije sila B i C' (gornji trokut u poligonu sila na slici 32.e.).
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Poligone sila nacrtali smo u mjerilu 2,5cm :: 100kN odnosno lcm :: 40kN, pa
na slici e. oc¢itavamo: A ~ 74kN, B ~ T4kN, C' ~ 72kN.

Opisanu graficku konstrukeciju mozemo sazeti u uwvjet ravnoteze cetiriju sila: one su u
ravnotezi ako rezultanta bilo kojih dviju od njih i rezultanta ostalih dviju leze na istom
pravcu i ako te dvije rezultante imaju isti intenzitet, a suprotne orijentacije.

Rekli smo ,rezultanta bilo kojih dviju” od te ¢etiri sile (i ,rezultanta ostalih dviju”).
To znaci da se zadatak moze rijesiti i s pomocu rezultanata sila FiBtesilaAiC. Cul-
mannov je pravac sada odreden tockama b i e, sjecistima pravaca djelovanja tih parova sila
(shka 33.a.). U poligonu sila prvo nalazimo ,,duljinu” i smisao djelovanja rezultante R FB
sila F i B a zatim tu rezultantu uravnotezujemo silom koju rastavljamo u sile CiA
(slika 33.b.). Cesto pomoéne rezultante ni ne oznac¢avamo; dovoljno je samo povudéi pra-
vac usporedan s Culmannovim pravcem (slika 33.c.). Trazene su sile orijentirane tako da
¢emo, slijedeci njihove strelice, kruziti poligonom — kazemo da je poligon sila zatvoren.

A

Slika 33.

Treta moguénost rjeSavanja, s pomocu rezultanata sila FiCteAiB , U nasem je primjeru
neprikladna, jer sjeciSte pravaca djelovanja prvih dviju sila pada izvan dijela ravnine koji je
obuhvacen crtezom. U nekim slucajevima polozajnih odnosa ni ne postoje dva para sila ¢iji
se pravci djelovanja sijeku na papiru na kojem crtamo plan polozaja. Primjerice, iako pravac
djelovanja reakcue B nosaca sa slike 34.a. sijece pravce ostalih sila razmjerno blizu, sjecista
pravaca sila A i C, sila A i F tesila C i F gotovo su nedohvatljiva.

Zadatak ¢emo rijesiti tako da dvije nepoznate sile (tocnije, sile nepoznatih intenziteta i
orijentacija—svi su pravci poznatl) zamijenimo silama koje djeluju na pogodno postavljenim
pravcima. Rezultanta sila AiB prolazi sjeciStem pravaca na kOJlma te sile djeluju. U toj
¢emo tocki tu (zasad nepoznatu) rezultantu sastaviti od sila GiH Cije ¢emo pravce odabrati
tako da njihova sjeciSta s pravcima djelovanja sila C i F budu prlstupacna (slika 34.a.). Cul-
mannovim postupkom odredujemo intenzitete i orljenta(:lje sila C G i H: Culmannov pravac
mozemo provudi, recimo, sjeciStima pravaca sila FiGisilaC i H odgovarajudi je pohgon
sila konstruiran na slici 34.b. I na kraju, rezultantu sila GiH rastavljamo u sile A i B:
slika 34.c.—obratite pozornost na orijentacije sila!
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Q

Slika 34.

Na slican ¢emo problem naiéi i pri rJesavanJu tog 7 zadatka Ritterovim postupkom u grafo—
analitickom ruhu: dok su Ritterove tocke za sile 4 i C (sjecista pravaca djelovanja sila BiC
te sila A i B ) dostupna, Ritterova je tocka za silu B (SJec1ste pravaca sila AiC ) pobjegla
izvan papira. I ovdje mozemo sile AiB zamijeniti silama G i H. Zadatak se moze rijesiti i
modificiranim Ritterovim postupkom: nakon sto vrijednosti sila A i C izratunamo iz jednadzbi
ravnoteze momenata oko njihovih Ritterovih tocaka, vrijednost sile B izracunat éemo iz jed-
nadzbe ravnoteze projekcija sila na pogodno odabranu os—na, primjerice, pravac djelovanja
te sile ili na vertikalnu os koordinatnoga sustava; pritom se, medutim, odulji prorac¢un ne moze
izbje¢i s pomocu grafickih medukoraka.

4.1.4. Sile na usporednim pravcima

Analizirat ¢emo jos poseban sluc¢aj u kojem su pravac djelovanja zadane sile i pravci
djelovanja dviju reakcija medusobno usporedni (nosa¢ na slici 35.a.). Iz uvjeta ravnoteze
projekcija sila na os koja je okomita na usporedne pravce odmah mozemo zakljuciti da
reakcija, ¢iji pravac djelovanja nije usporedan s ostalima, iS¢ezava—to je jedina sila koja
se na odabranu os ne projicira u tocku. U nasem je primjeru to reakcija B pa ostaju
sile F AicC. Vrijednost reakcije A mozemo sada izracunati iz jednadzbe ravnoteze
momenata oko bilo koje tocke na pravcu djelovanja sile C i, analogno, vrijednost sile C
iz jednadzbe ravnoteze momenata oko bilo koje tocke na pravcu djelovanja reakcije A.

Ako su pravci djelovanja svih sila (koje ne is¢ezavaju) medusobno usporedni, kon-
struiranje veriznoga poligona ponajcesce je najjednostavniji graficki postupak odredivanja
vrijednosti i orijentacija (dviju preostalih) reakcija. To je tek posebna primjena mnogo
opcenitijega postupka o kojem ¢e jos biti poprilicno mnogo govora.

Zamisao je, ukratko, sljedeca: Sile A i C sastavit ¢emo od po dvije komponente.
Po jednu komponentu svake sile zadat ¢emo tako da njihova rezultanta ponisti zadanu
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Slika 35.

silu F. Time zadatak svodimo na zadatak uravnotezenja dviju sila— preostalih dviju

Zadanu silu F u bilo kojoj tocki pravca na kojem djeluje rastavljamo u dvije kom-
ponente ¢ji pravei sijeku (na crtezu) pravee djelovanja sila A i C (plan polozaja na
slici 35.a., poligon sila na slici b.). Komponentu A, sile A zadat ¢emo tako da djeluje
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na pravcu djelovanja komponente Fy sile F (Slika a.), da Je orijentirana suprotno od
nje i da ima isti intenzitet (slika b.); komponentu C, sile C zadat ¢emo pak na pravcu
djelovanja komponente F. 2, & suprotnom orijentacijom i jednakim intenzitetom. Buduci
dasu Ay = —F, i C) = Fg, bit ée Ag +F, =0 i Cy + Fy = 0. (U s@mom vek-
torskom zapisu nije vidljiva jos jedna pojedinost koja je nuzna za ponistavanje sila: da
odgovarajuéi parovi djeluju na istim pravcima.)

Slijedi da je F + Ay + Cy = 0. Na taj smo nacin tri sile (sile F, A i C) zamijenili
dvjema— (zasad nepoznatom) komponentom A 1, koju moramo dodati komponenti A, da
dobijemo silu A i (zasad nepoznatom) komponentom Ch, koja ¢e dodana komponenti C
dati silu C. Da bi sistem bio u ravnotezi, te dvije komponente moraju djelovati na
istom pravcu: pravcu odredenom tockom u kojoj se sijeku pravci djelovanja sila AiA,
i tockom u kojoj se sijeku pravci djelovanja sila CiCs. (slika 35.c.). Sada je, dakle,
poznat pravac djelovanja komponente 21, a poznati su i pravac djelovanja sile A te
pravac djelovanja, intenzitet i orijentacija komponente A pa mozemo sloziti trokut sila
koji odreduje intenzitete i orijentacije sile Ai njezine komponente A, (gOHlJl trokut u
poligonu sila na slici 35.d.); orijentacije su odredene uvjetom A=A +A,. Isti zakljucak
vrijedi za silu Ci njezine komponente (donji trokut u poligonu sila). U poligonu sila uz
to vidimo da su zadovoljena i ostala dva (pod)uvjeta ravnoteze komponenata A, iCy: te
sile imaju suprotne orijentacije i jednake intenzitete.

Trokut u planu polozaJa na slici 35.c., sastavljen od pravaca na kojima djeluju kom-
ponente sila F Ai C naziva se veriznim poligonom (vidjet ¢emo kasnije da je u opéem
slucaju, kad su u igri vise od tri sile, zaista rije¢ o visekutniku). Komponente sila na
toj slici i u poligonima sila na slikama 35.b. i d. ucrtali smo da opis postupka i njegovu
staticku interpretaciju uc¢inimo zornijima. Pri konstruiranju veriznoga poligona crtaju se
samo njegove stranice (slika 35.e.), a pri konstruiranju poligona sila samo pravei kompo-
nenata, nazvani zrakama (slika f.); odgovarajuée stranice i zrake oznacavaju se pritom
istim brojkama: 0, 1, 2, ... (U poligonu sila na slici f. sile F, A i C u stvari su na istom
pravcu, ali smo sile AiC radi preglednosti izmaknuli.) Spomenut ¢emo jos da se tocka O,
u kojoj se zrake sijeku, naziva polom.

Culmannovim se postupkom taj zadatak moze rijesiti, kao i prethodni (na slici 34.), uvo-
denjem pomoc¢nih sila u sjecistu pravaca djelovanja reakcija A i B. Ako, medutim, odmah
zaklju¢imo da reakcija B is¢ezava, postupak se pojednostavljuje.

I sada zapoc¢injemo rastavljanjem sile Fu dvije po volji odabrane komponente Fl i FQ
(slika 36.; radi usporedbe s konstrukcijom veriznoga poligona na slici 35. odabrat ¢emo iste
komponente). Uocite da smo rastavili zadanu silu, a ne kao na slici 34. nepoznatu rezultantu!
Pravac, koji ima ulogu Culmannova pravca, prolazi, recimo, sjecistima pravaca djelovanja sila ﬁl
i Aisila FyiC (slika 36.a.). Drugim rije¢ima, zadatak svodimo na uravnotezenje rezultante
sila Fl i A i rezultante sila FQ iC. Poligon sila kojim odredujemo orijentacije i intenzitete sila A
i C prikazan je na slici 36.b.; za razliku od zadataka s opéim polozajem sila, koje rjeSavamo
klasiénim Culmannovim postupkom, ovdje znamo intenzitete i orijentacije dviju sila, u svakom
paru po jedne.

Usporedimo li slike 36.a. i b. sa slikama 35.c. i d., zanemarujuéi pritom na trenutak oznake
sila, vidjet ¢emo da su odgovarajuéi crtezi jednaki. Usporedba opisa njihova nastanka pokazuje

67



a b.
AT T
C
Ram™
-~
RFQ,C
/
Fy \F1
Slika 36.

da je ¢ak i redoslijed povlacenja crta isti. A ipak, staticka je interpretacija tih crteza (sad
¢emo vratiti oznake sila) i motivacije pojedinih koraka u crtanju razli¢ita: u modificiranom
Culmannovu postupku trazimo rezultante parova sila (primjerice A+ ﬁl =R A7) 1, kao kljuéni
korak, , pravac na kOJem obje djeluju, dok smo pri konstruiranju veriznoga poligona trazili razlike
sila (A A2 = Al, na primjer) i, ponovo kao kljucnl korak, pravac nthova djelovanja. (No, da
zatvorimo krug: treba takoder uociti da je A = RA7F1 jer je —A, = F. )

4.1.5. Zglobni lezajevi

Nosaci s jednim diskom cesto imaju jedan nepomican i jedan pomican zglobni lezaj
(slika 37.a.). Po svojim je statickim i kinematickim svojstvima pomican zglobni lezaj
istovrijedan Stapnoj vezi ¢ija je os okomita na pravac po kojem lezaj dopusta pomak.
Reakcija u nepomic¢nom zglobnom lezaju djeluje na pravcu koji prolazi sredistem zgloba,
a moze imati bilo koji nagib —nepoznanice su, dakle, vrijednost te reakcije i nagib njezina
pravca. U analitickom je postupku uobic¢ajeno silu nepoznate vrijednosti koja djeluje na
pravcu nepoznata nagiba rastaviti u dvije komponente na pogodno odabranim pravcima,
pa u proracun kao nepoznanice, umjesto vrijednosti i nagiba pravca sile, ulaze vrijednosti
tih dviju komponenata. Receno slikovitije, nepomicni se zglobni lezaj moze zamijeniti

b. F,
M /Fs

z2
L=

AT“T hY
. 4 N

Slika 37.
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dvjema Stapnim vezama, postavljenima tako da im se osi sijeku u sredistu zgloba. To
pak znaci da mozemo primijeniti neki od postupaka opisanih na prethodnim stranicama.

Primjerice, rastavimo li reakciju u nepomi¢nom zglobnom lezaju u horizontalnu i
vertikalnu komponentu (slika 37.b.), kanonske su jednadzbe ravnoteze:

Ah—COSB-B—FF{‘—F;:O,
—A" —sinff- B+ F/ + F) + F) =0,
(zg sinf+ 25 cosB) - B+ M —xy - F} — 2 - F}!
29 FY — x5 FY + 23 - Ff = 0,
pri ¢emu smo za momentni pol ponovo odabrali lezaj A; takav je izbor ovdje posebno
pogodan jer sile A" i A ne daju momente oko te tocke, pa A" i AY ne ulaze u treéu

jednadzbu. Uz to, iskoristili smo ¢injenicu da je kut nagiba pravca djelovanja reakcije B
poznat, pa smo vrijednosti njezinih komponenata, prema slici 37.c., izrazili u obliku

B" =cosf- B i BY =sinf - B.

Jo$ jednom naglasavamo da su, s druge strane, A" i A sada medusobno neovisne nepo-
znanice.

Zbroj vrijednosti horizontalnih komponenata zadanih sila daje vrijednost horizon-
talne, a zbroj vrijednosti njihovih vertikalnih komponenata vrijednost vertikalne kompo-
nente rezultirajuce sile:

Fl —Fr=Rr i F+F+F =R
Izraze za vrijednosti komponenata rezultirajuce sile pisat ¢emo u sazetijem obliku

RM=3% F' i R'=} F, (113)

presutno podrazumijevajuci da pri razvoju podizraza sa znakom sumacije predznake po-
jedinih pribrojnika treba odrediti na crtezu te da neki pribrojnici mogu biti jednaki nuli
(u nasem je primjeru Fy = 0). Vrijednosti koncentriranih momenata i momenata sila u
odnosu na odabrani pol daju pak vrijednost rezultirajué¢ega momenta (u odnosu na taj

pol):
MR/A:Zij+Zixi'F;v+Zizi'Eh§ (114)

predznake pojedinih pribrojnika koji ulaze pod znakove sumacije treba i ovdje odrediti s
pomocu crteza.

Uvodenjem vrijednosti rezultirajuce sile i rezultiraju¢ega momenta i prebacivanjem
poznatih veli¢ina na desnu stranu znaka jednakosti jednadzbe ravnoteze prelaze u

A" —cospp-B = —R",
—A"—sinff-B=—R",
(wg sin 8 + 25 cos B) - B = —Mp/a.

69



U trecoj je jednadzbi B jedina nepoznanica pa se moze izravno izra¢unati:

MEg/a

B=— :
Tg sin B + zg cos 8

Uz poznatu vrijednost B, prva jednadzba neposredno daje A" a druga A:

A" = —R" 4 cos 3 - B,
A" =R"—sinf - B.

4.1.6. Verizni poligon

Djeluje li na nosac vise zadanih sila i momenata, a njihova rezultanta ili, u posebnom
slucaju, rezultirajuci spreg nisu (jos) poznati, konstruiranje veriznoga poligona vjerojatno
je najprimjereniji nacin grafickog odredivanja reakcija. Kljuc¢ni je korak u tom postupku
svodenje svih sila i svih momenata, i zadanih i reaktivnih, na samo dvije sile koje potom
treba jos samo uravnoteziti. I, Sto je gotovo jednako vazno, u koraku prije na dvije su
sile svedene sve zadane sile i svi zadani momenti, pa bez zamjetnijega dodatnog rada
dobivamo i rezultantu ili rezultirajuci spreg zadanih djelovanja.

Svodenje svih sila i momenata na samo dvije sile ostvarujemo— duboko udahnite —
rastavljanjem svake zadane sile u dvije komponente i zamjenjivanjem svakoga zadanog
momenta spregom sila, pri ¢emu te komponente i sile tih spregova biramo tako da jedna
komponenta svake sile ili jedna sila svakog sprega poniste jednu komponentu neke druge
sile ili jednu silu nekog drugog sprega; dvije pak trazene sile sastavljamo od po dvije
komponente, pri cemu u svakom paru komponenata jednu zadajemo tako da ponisti po
jednu od dvije sile na koje smo netom sveli zadane sile i momente. Zvuéi zamrseno,
ali potpunije i potanje razradeni primjer — rjeSavanje nosaca sa slike 37.a.— razmrsit ce,
vjerujemo, ovaj pomalo Stiiri opis.

Za razliku od primjera sa slike 35. (str. 66.) u kojem su pravci djelovanja obje trazene
sile bili poznati, sada o reakciji A znamo tek da djeluje na jednom od pravaca iz pramena
kroz tocku A. Zelimo li je sastaviti od komponenata, moéi ¢emo to napraviti simo u toj
tocki. Verizni poligon mora stoga proc¢i tom tockom, a to mozemo ostvariti jedino tako
da konstruiranje poligona zapotnemo pravcem kroz nju. Kako jednu komponentu sile A
mozemo zadati bilo kako, zahtijevat ¢emo samo da pravac na kojem djeluje sijece na
crtezu pravac djelovanja prve poznate sile, sile F. (I'k tomu je jos pozeljno da ne crtamo
preko crteza nosaca.) Odabrani smo pravac na slici 38.a. oznadcili sa 0.

Silu F rastavit ¢emo potom u dvije komponente tako da jedna od njih djeluje na
pravcu 0. Tu ¢emo komponentu oznaciti sa F 11- U poligonu sila kroz pocetak sile F
povlacimo paralelu s pravcem 0; na njemu lezi vektor F 11 koji odreduje komponentu F 1.1
(slika 38.b.). Njezin intenzitet i orijentaciju mozemo odabrati po volji. Druga je kompo-
nenta tada jednoznacno odredena. Oznacimo li rep vektora F 1 Sa a, njegov \ vrsak sa b,
a odabrani vrsak vektora Fl 1 sa O (slika 38.c.), bit ¢e Fl 1= a0 i Fl 2= — Ob. Totka O
je pol, dok su pravci kroz tocke O i a te O i b zrake poligona sila; zrake ¢emo oznaciti
sa 011 (uskoro ¢e postati jasno zasto 1, a ne jednostavno 1). Zraka 1’ odreduje smjer
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Slika 38.

pravca djelovanja komponente F 1.2 pa u planu polozaja na slici 38.a. mozemo kroz sjeciste
pravca djelovanja sile Fii pravca 0, na kojem djeluje komponenta ﬁl,l, povuci taj pravac.
I njega ¢emo oznaciti sa 1. Pravci 01 1’ u planu polozaja stranice su veriznoga poligona.

Sljedeéi je u nizu djelovanja moment M (buduéi da su u ravninskim problemima
vektori svih momenata okomiti na ravninu sistema, momenti su potpuno odredeni svojom
vrijendoséu, pa ih mozemo obiljezavati kao skalare.) Moment M ¢emo zamijeniti spregom
sila tako da jedna od njih —oznacit ¢emo je sa FMJ — ponisti komponentu FLQ sile Fl:
FLQ + ]3M71 =0 pa je FMJ = —FLQ. Sila FMJ djeluje, prema tome, na stranici 1’ ve-
riznoga poligona (slika 38.d.). Njezin je intenzitet jednak intenzitetu sile F 1,2, & SIisao
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djelovanja suprotan pa je u poligonu sila (slika 38.c.) odredena vektorom od tocke b do
tocke O: F M1 = = bO. Druga sila sprega, Fy 2, ima, znamo, suprotan smisao djelovanja
i isti intenzitet kao sila FM 1, FM2 = —FM 1, a djeluje na pravcu koji je usporedan s
pravcem djelovanja sile F w1, dakle, sa stranicom 1’ veriznoga poligona. Novu ¢emo
stranicu oznaciti sa 1” (slika 38.d.). Udaljenost d stranica 1’ i 1” zadana je uvjetom
(M| = d-|Fya| = d-|Fus| paje d=|M|/|Fya|. Medusobni je pak polozajni odnos
tih stranica odreden zahtjevom da spreg i moment imaju isti smisao vrtnje; u nasem
primjeru mora stranica 1” biti iznad stranice 1. U poligonu sila se zraka 17, usporedna s
istoimenom stranicom veriznoga poligona, poklapa sa zrakom 1’ (slika 38.e.). Sila F M2
je stoga odredena vektorom od tocke O do tocke b: F M2 = — Ob. Time smo silu F; i

moment M zamijenili dvjema silama, silama F1 11 FM2

Prelazimo na sljedecu silu, silu Fy. Nju ¢emo rastaviti tako da jedna njezina kompo-
nenta ponisti silu FM 5. Ta e komponenta neka je to F. 2.1, djelovati stoga na stranici 1”
veriznoga poligona. Slijedi da silu F, moramo rastaviti u tocki u kojoj ta stranica sijece
njezin pravac djelovanja. Smjer pravca na kojem djeluje druga komponenta odredujemo
u poligonu sila. Bududi da je FMQ = O_[), mora, biti le = bT), pa je ﬁzg = 6&, gdje je c
vrsak vektora Fl (slika 38.g.); zraku kroz tocke O i ¢ oznacit ¢emo sa 2. Stranica 2
verlznoga poligona (slika 38.f.) uporedna je sa zrakom 2. Sada na nosa¢ umjesto sila F
i F2 i momenta M djeluju sile F1 11 Fgg

Na kraju ¢emo rastaviti i silu F. 5 1 to tako da pritom ponistimo silu F. 9,2. Postupamo
kao sa silom Fl pa ¢emo taj postupak i opisati istim rijecima. Obratite ipak pozornost
na oznake sila, zraka u poligonu sila i stranica veriznoga poligona! Jedna komponenta
sile F3, neka je to F. 3.1, djelovat ¢e na stranici 2 veriznoga poligona. Slijedi da silu Fy
moramo rastaviti u tocki u kojoj ta stranica sijece njezin pravac djelovanja. Smjer pravca
na kojem dJeluJe druga komponenta odredujemo u poligonu sila. Bududéi da je F, 2= Oc
mora biti F3 1= cO pa je F3 9 = Od gdje je d vrsak vektora F, (slika 39.b.); zraku kroz
tocke O i d oznacit ¢emo sa 3. Stranica 3 veriznoga poligona (slika 39.a.) uporedna je sa
zrakom 3. Sva smo zadana djelovanja sada sveli na sile F IR F 3,2, Pa se mozemo posvetiti
pitanju reakcija AiB.

Rekli smo veé¢ da ¢emo reakcije sastaviti od po dvije komponente. Jednu komponentu
sile B zadajemo tako da ponisti preostalu komponentu sile koju smo posljednju rasta-
vili— komponentu F. 39 sile Fs. Komponenta B djelovat ¢e, prema tome, na stranici 3
veriznoga poligona, pa komponenta B, mora proc¢i tockom u kojoj ta stranica sijece pravac
djelovanja sile B (slika 39.c.). Sli¢no tome, komponentu A reakcije A zadajemo tako da
ponisti i posljednju komponentu zadanih djelovanja—ili: prvu komponentu prve rastav-
ljene sile, dakle komponentu Fy 1. Prisjetite se: da omoguc¢imo takvo zadavanje sile Ag,
slaganje veriznoga poligona zapoceli smo povla¢enjem stranice 0, na kojoj sila F 11 djeluje,
upravo kroz tocku A.

Nakon svega, nakon svih ponistavanja, ostaju nam jo$ samo (nepoznate) kompo-
nente A, sile A i By sile B. Buduéi da je cijeli sistem u ravnotezi, u ravnotezi su i
te dvije komponente. Dobro nam znana ,pjesmica” kaze: dvije su sile u ravnotezi ako
djeluju na istom pravcu te ako su im orijentacije suprotne, a intenziteti jednaki. Sila A
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Slika 39.

prolazi, znamo, tockom A, a sila B, sjecistem pravca djelovanja sile B i stranice 3, pa te
dvije tocke odreduju njihov zajednicki pravac djelovanja— stranicu 4 veriznoga poligona,
nazvanu i zakljucnom linijom (slika 39.c.).

Intenzitet i orijentacija komponente B, sile B , koja ponistava silu F. 32, odredeni su
u poligonu sila: By = dO. Njezina druga komponenta, Bs, lezat ¢e na pravcu 4 koji kroz

pol O prolazi usporedno sa stranicom 4 veriznoga poligona. Buduéi da je poznat i pravac
djelovanja sile B mozemo sastaviti trokut sila sa stranicama B 1, B, i B tako da bude
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B + By = B: ako sa e oznacimo sjeciste zrake 4 i pravca kop je usporedan s pravcem
djelovanja sile B a prolazi tockom d, tada su By = Oe i B = de (slika 39.d.).

I na kraju, reakcija A odredena je vektorom A = ea. Naime, iz uvjeta ravnoteze
sila A1 i B2 slijedi A, = eO a komponentu Ay zadali smo tako da je Ay = Oa. Prema
tome, A = A; + Ay = O + Oa = & (slika 39.d., ponovo).

Treba uociti da reakciju A nismo mogli odrediti prije reakcije B tocnije, prije kompo-
nente Bo: pravac djelovanja sile Aj je nepoznat, pa za sastavljanje trokuta sila moraju biti
poznate obje njezine komponente, i Ay i Ay geometrijskim rje¢nikom, moramo poznavati
pravce na kojima leze dvije stranice trokuta i duljine tih stranica. To je druga razlika u
odnosu na primjer sa slike 35. na stranici 66.: kako su tada pravci djelovanja obje reakcije
bili poznati, trokute sila potrebne za njihovo odredivanje mogli smo sastaviti neovisno
jedan o drugom.

Vratimo se sada malo unatrag, do trenutka kada smo zadane sile F' 1 F. o1 F. 5 1 zadani
moment M zamijenili silama F 11 F 39. Jasno je da bismo, kad bi na nosac djelovale
daljnje sile i momenti, takav postupak mogli nastaviti. Drugim rije¢ima, neovisno o tome
koliko sila i momenata djeluje, konstruiranjem veriznoga poligona sve ih mozemo svesti na
samo dvije sile. A rezultantu dviju sila lako je na¢i. Smjer pravca djelovanja, orijentaciju
i intenzitet nalazimo u poligonu sila (slika 39.f.):

R =F +Fy,+Fy = F  + Fsyo = a0 + 0d =

Kako je R rezultanta sila FM i ]7372, pravac na kojem djeluje mora proci sjecisStem pravaca
djelovanja tih dviju sila, a to je—u planu polozaja— sjeciste stranica 0 i 3 veriznoga
poligona (slika 39.¢.).

Moment M se, naravno, u prethodnom izrazu za R ne pojavljuje; on samo ,,paralelno
pomice” pravac djelovanja rezultante. (Da nema momenta, stranica 1” veriznoga poligona
poklopila bi se sa stranicom 1’ pa bi stranica 3 na crtezu lezala ,nize”, a to bi pak pravac
djelovanja rezultante pomaknulo tidesno.)

4.2. Sile u poprecnim presjecima

Kada su reakcije poznate, mozemo odrediti i sile u poprec¢nim presjecima. Vidjet
¢emo da sile u presjecima, za razliku od reakcija, ovise o obliku osi diska te da u obzir
treba uzeti i hvatista zadanih sila— tocnije receno, sjecista pravaca djelovanja zadanih
sila s osi diska.

4.2.1. Analiticki postupak

Vrijednosti sila u odabranom poprecnom presjeku izracunavamo metodom jednostav-
nth presjeka: odbacujemo dio nosaca s jedne strane tog presjeka i uravnotezujemo pre-
ostali dio na koji, uz vanjske, djeluju i sile u presjeku (slika 40.a.; dio je izdvojen iz
nosaca sa slike 37.a. na stranici 68.). Osim vrijednosti triju sila u presjeku, sve su ostale
sile—i zadane i reakcije —koje djeluju na promatrani dio poznate, pa su za izracunavanje
nepoznatih vrijednosti dovoljne tri jednadzbe ravnoteze koje mozemo napisati za taj dio.

74



a

.

L

Slika 40.

Os nosaca ¢emo, kao u odjeljku 3., opisati parametarski zadanom krivuljom:

ris—r(s)=x(s)1 + 2(s) k.

(Cesto je s=x paje 7(z) = 27 + 2(x) k.) Uzet éemo da je parametrizacija takva da
se pri porastu vrijednosti parametra s po nosacu kre¢emo slijéeva nadesno, od lezaja A
prema lezaju B. K tomu je jos pogodno uzetii da je s = 0 ulezaju Aidasuxz(0) =01
z(0) = 0.

Zadrzat ¢emo, kao na slici 40.a., 1 uravnoteziti lijevi dio nosaca, izmedu lezaja A
i odabranoga presjeka cije je teziste tocka 7(s). U tocki 7(s) definirat é¢emo lokalni
(desni) koordinatni sustav (£17¢)(s) tako da se ravnina (£C)(s) poklapa s ravninom zz
i da su pravac i orijentacija osi {(s) odredeni vektorom 7'(s); 7'(s) je vektor tangente
na krivulju 7 u tocki 7(s), pa je okomit na ravninu poprecnog presjeka, a zbog izbora
parametrizacije ,izlazi” iz nje (slika 40.b.). Lako je vidjeti da je os n(s) usporedna s osi y
i da je jednako orijentirana (izlazi iz papira prema nama). Kut izmedu globalne osi z i
lokalne osi £(s) oznacit ¢emo s J(s). Uzduzna sila djeluje na pravcu osi £(s), a popre¢na
na pravcu osi ((s); po definiciji, pozitivne orijentacije sila podudaraju se s orijentacijama
odgovarajucih osi (usporedite slike 40.a. i b.). Vektor momenta savijanja lezi na pravcu
osi n(s); 1 njegova se pozitivna orijentacija, po definiciji, podudara s orijentacijom te
osi, Sto znaci da ¢emo moment savijanja smatrati pozitivnim ako je njegov smisao vrtnje
suprotan od smisla vrtnje kazaljke na satu.

Rezultirajucu silu zadanih sila koje djeluju na promatrani dio nosaca oznacit ce-
mo s I g3
Ry, = Fy + Fs.

Projiciramo li na os £(s) sve sile koje djeluju na promatrani dio, vrijednost N(s)
uzduzne sile mozemo izracunati iz jednadzbe ravnoteze tih projekcija,

cosU(s) - A" — sind(s) - AY + R%S) + N(s) =0, (115)
gdje je R/_%S) vrijednost projekcije sile ﬁ@ na os £(s):
R/_%S) = cosV(s) - Rx, +sind(s) - Ry, = cosd(s) - F{' +sind(s) - (F\ + Fy)
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[nacrtajte skicu!|. Iz jednadzbe (115) neposredno slijedi
N(s) = —cosd(s) - A" +sind(s) - A" — RA%S). (116)

Analogno, vrijednost 7'(s) poprecne sile mozemo neposredno izra¢unati iz jednadzbe
ravnoteze projekcija sila na os ((s),

—sind(s) - A" — cosd(s) - A + RS+ T(s) =0, (117)
pri cemu je
R/%S) = —sind(s) 'RZ«S + cos¥(s) - R%, = —sind(s) Flh + cosV(s) - (Flv + sz)

vrijednost projekcije sile R 5, na tu os [skicirajte!]. Slijedi:
T(s) = sin®d(s) - A" + cosV(s) - AV — R%S). (118)

Cesto je jednostavnije (i manje podlozno greskama) vrijednosti N(s) i T'(s) izracunati
rjeSavajuci sustav jednadzbi ravnoteze projekcija sila na osi x i z:
cosV(s) - N(s) —sind(s) - T(s) + A"+ R, = 0,

(119)
sin?(s) - N(s) + cosd(s) - T(s) — A" + Rz, = 0.

I napokon, vrijednost M (s) momenta savijanja izracunavamo iz jednadzbe ravnoteze
momenata oko tocke 7 (s),

2(s) - A" —x(s) - AV + Mg, o+ M(s) =0, (120)

pa je
M(s) = —z(s) - A" + x(s) - AV — Mg, w6 (121)
gdje je Mg, 7 (s) vrijednost rezultirajuéeg momenta zadanoga momenta (opcenitije: zada-

nih momenata) i momenata sila F; i F5 u odnosu na tocku 7 (s):
Mgy = M+ {[2(s) = 2] - F{' + [w(s) — o] - FY} + {[a(s) — 2] - F3'}

(kao i prije, razni x i z oznacavaju udaljenosti, a ne koordinate). Tocka 7 (s) je najpogod-
niji momentni pol, jer u jednadzbu ravnoteze momenata tada ne ulaze sile N(s) i T'(s).

[ Napisite izraze za sile u odabranom presjeku tako da odbacite lijevi, a zadrzite desni
dio nosaca, izmedu presjeka u tocki 7 (s) i lezaja B!|

4.2.2. Graficki postupak

I pri grafickom postupku odredivanja sila u odabranom poprecnom presjeku zamislja-
mo da smo odbacili dio nosaca s jedne strane presjeka. Pozabavit ¢emo se ponovo nosacem
sa slike 37.a. na stranici 68. i odrediti sile u istom presjeku kao i pri opisu analitickoga
postupka (slika 40., stranica 75.).
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Slika 41.

Buduéi da prvo treba naci rezultantu svih poznatih sila koje djeluju na dio nosaca koji
smo zadrzali, pogodno je zadrzati dio na kojemu ima manje sila. U nasem je primjeru
to dio desno od promatranoga presjeka—mna njega, osim sila u presjeku, djeluju jos samo
sila Fy i reakcija B (slika 41.a.). Odbacit ¢emo stoga dio lijevo od presjeka.

Intenzitet rezultante R B.Fy Sila F;iB , njezin smisao i smjer pravca na kojem djeluje
nalazimo u poligonu sila (gornji trokut u poligonu na slici 41.d.). Pravac djelovanja
sile §B7F3 prolazi sjecistem pravaca na kojima djeluju sile Fy i B (slika 41.c.); njegov je
smjer, rekosmo, odreden u poligonu sila.

Sile u presjeku uravnotezuju rezultantu R B.F,- Pravci djelovanja uzduzne i poprecne
sile poznati su: uzduzna sila djeluje na tangenti na os nosaca, a poprecna okomito na nju
(slika 41.c.; naznacene su i dogovorne pozitivne orijentacije— te su orijentacije, naravno,
suprotne od onih na lijevomu dijelu prikazanom na slici 40.a.). U poligonu sila mozemo,
prema tome, zatvoriti trokut koji ¢ine sile }?B,Fw N(S) i T(s); to je donji trokut u poligonu
na slici 41.d. Stranice trokuta na kojima leze sile u presjeku usporedne su s pravcima
djelovanja tih sila na slici ¢. Tim su trokutom odredeni intenziteti i orijentacije sila N (s)
i T(s); orijentacije su takve da vrijedi N(s) 4+ T(s) + Rpp = 0 : slijedimo li strelice,
kruzit éemo trokutom. (Dapace, zaboravimo li na ¢asak rezultantu, slijedeéi strelice
kruzit ¢emo Eetverokutom koji ¢ine sile B, F3, N (s) i T(s); drugim rije¢ima, poligon
sastavljen od svih (stvranih) sila koje djeluju na promatrani dio zatvoren je.) Vidimo
da je stvarna orijentacija sile N (s) suprotna od pretpostavljene —ta sila djeluje, dakle,
,prema’” poprecnom presjeku, pa je tlacna.

Kako rezultanta R B,F, Ne prolazi teziStem poprecnoga presjeka, ravnoteza momenata
nece biti zadovoljena samo sa silama N (s) 1 T'(s). Sila Rp g, i rezultanta Ry r(s) sila N(s)
i T'(s) ne djeluju, naime, na istom pravcu pa tvore spreg (slika 41.b.). Ravnotezu mome-

nata osigurava moment savijanja M (s) u popreénom presjeku. Stoga mora smisao vrtnje
momenta M (s) biti suprotan od smisla vrtnje momenta sprega, a njegov pak intenzitet
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mora biti jednak intenzitetu momenta sprega. Na slici b. sile su skicirane sa stvarnim
orijentacijama, a moment M (s) s pretpostavljenom orijentacijom. Iz prethodnog zahtjeva
sada slijedi da je stvarna orijentacija momenta jednaka pretpostavljenoj. Njegov inten-
zitet mozemo najlakse izracunati kao intenzitet momenta sile R B,F; U odnosu na teziste
poprecnoga presjeka. Kako sve orijentacije na slici odgovaraju stvarnim orijentacijama,
mozemo pisati

M(s) = d(s) - Rp,p,,

pri ¢emu je d(s) udaljenost tezista poprecnoga presjeka od pravca djelovanja sile R B,Fs-
Opcenitije je
|M(s)| = d(s) - |Rp,r|.

4.2.3. Primjene veriznoga poligona

U poligonu sila na slici 42.b. vidimo da je
Rpp, = c& = cO + Oe.

Kako sile cO i Oe leze na zrakama 2 i 4 poligona sila, mora pravac djelovanja njihove
rezultante proéi sjecistem stranica 2 i 4 veriznoga poligona (slika 42.a.). Prema tome,
pravac na kojem djeluje sila R B, mozemo odrediti i tako da tim sjeciStem povucemo
paralelu s pravcem kroz tocke c i e.

Slika 42.
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Cinjenicu da postoje (barem) dva nacina odredivanja pravca djelovanja rezultante
mozemo upotrijebiti i za provjeru ispravnosti graficke konstrukcije: paralela s pravcem
rezultante u poligonu sila povucena kroz sjeciste stranica 2 i 4 veriznoga poligona mora
proci i sjecistem pravaca djelovanja sila Bi F3, i obratno, paralela kroz sjeciste djelovanja
tih sila mora proéi sjeciStem stranica veriznog poligona. Napokon, pravac djelovanja
rezultante mozemo odrediti i kao spojnicu sjecista pravaca djelovanja sila BiFyi sjeciste
stranica 2 i 4 veriznoga poligona; ta spojnica mora, naravno, biti usporedna s pravcem
na kojem rezultanta lezi u poligonu sila.

S pomoéu veriznoga poligona mozemo moment M (s) odrediti i kada je pravac djelova-
nja rezultante nepoznat (primjerice, kada lezi izvan dijela ravnine obuhvaéena crtezom):
umjesto momenta rezultante u odnosu na teziste poprecnoga presjeka naé¢i ¢emo mo-
ment njezinih komponenata na stranicama veriznoga poligona. Vidjet ¢emo kasnije da
postupak koji ¢emo opisati ima dalekosezne posljedice.

Komponente rezultante EB,FS koje djeluju na stranicama 2 i 4 veriznoga poligona
oznacit ¢emo sa Ry i R4. Svaku od tih komponenata rastavit ¢emo u po dvije kompo-
nente. Jedna komponenta komponente Eg, koju ¢emo oznaciti s ﬁg, i jedna komponenta
komponente §4, s oznakom EL‘, djelovat ¢e na pravcu koji prolazi tezistem poprecnoga
presjeka, a usporedan je s pravcem djelovanja sile EB,Fg? dok ¢e druga komponenta sile Ry
i druga komponenta sile §4, oznacit ¢emo ih s EQL i ﬁj, djelovati na pravcima okomitima
na taj pravac (slika 42.c.; prikazani je odsjecak preglednosti radi poveéan).

Bududéi da pravac djelovanja komponenata E'Q' i E‘i prolazi tezisStem poprecnoga pre-
sjeka, te dvije komponente ne doprinose momentu rezultante R B,r, U odnosu na tu tocku.
Komponente PLQL i ﬁj djeluju na medusobno usporednim pravcima, a u poligonu sila na
slici 42.d. vidimo da imaju jednake intenzitete, |Ry| = |Ry| = Hag4, i da su im orijenta-
cije suprotne — one, dakle, tvore spreg. Oznacimo li udaljenost pravaca na kojima djeluju
s d*, intenzitet ¢ée momenta sprega biti d* - H, 4. Njegov je smisao vrtnje, naravno, jednak
smislu vrtnje momenta sile R B, U odnosu na teziste presjeka. Slijedi da je intenzitet
momenta savijanja u poprecnom presjeku M(s) = d* - Hy4. Treba, medutim, re¢i da
udaljenost d* ovisi o polozaju popreénoga presjeka, pa je potpuniji izraz za intenzitet
momenta

M(s) = d*(s) - Hoy.

Opisani se postupak moze primijeniti za odredivanja pravca djelovanja rezultante bilo
kojega broja sila i momenata. Zamislimo, primjerice, da smo zadrzali dio nosaca lijevo od
odabranoga presjeka (na slici 42.a. prikazan tanjom linijom). Na njega djeluju sile Z, F
i F, i moment M. Sada je, prema poligonu sila na slici 42.b.,

EA,F17F2 = E+F1+F2:&:e6+&.

pa mozemo zakljuciti da i sada pravac djelovanja te rezultante prolazi sjeciStem stra-
nica 2 i 4 veriznoga poligona na slici 42.a. Uc¢inak momenta M, koji paralelno pomice
pravac njezina djelovanja, uvazen je pri crtanju veriznoga poligona paralelnim pomakom
stranice 1’ u stranicu 1”. Naravno, RAFI,F2 = —§37F3.
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4.3. Jednostavno oslonjena greda

Jednostavno oslonjena greda u Sirem smislu ravninski je Stapni nosac¢ priblizno ravne
osi s jednim diskom koji je za podlogu pricvrséen u dvije tocke tako da je u jednoj tocki
nepomican, a u drugoj pomican zglobni lezaj; umjesto zglobnih, lezajne veze mogu biti
i staticki i kinematicki istovrijedne Stapne veze — jedna je tocka vezana dvama zglobnim
Stapovima ¢ije osi ne leze istom pravcu, a druga jednim Stapom. Disk grede moze biti
punostjeni Stapni element ili resetkasti disk. Lezajevi mogu, ali ne moraju biti u krajnjim
tockama diska.

Jednostavno oslonjena greda u uzem smislu ili sAmo jednostavno oslonjena greda'? pu-
nostjeni je Stapni nosa¢ ravne, horizontalno polozene osi, sa zglobnim lezajevima u kraj-
njim tockama, pri ¢emu je pomicni lezaj horizontalno pomican (slika 43.). Ako lezajevi
nisu na krajevima diska, rije¢ je o gredi s prepustom ili o gredi s prepustima. Grede pak
s reSetkastim diskom nazivat ¢emo resetkastim gredama.

®

\ ¢ \
i |
z

Slika 43.

Gredu ¢emo, kao na slici 43., u koordinatni sistem zz smjestiti tako da se njezina os
poklapa s osi z 1 da joj je lijevi lezaj u ishodistu, a desni u tocki (¢, 0); duljinu ¢ nazivamo
rasponom grede. Bududi da je za sve tocke osi z = 0, umjesto ,tocka (z,0)” reéi éemo
wtocka x” a kasnije ¢emo govoriti i o ,presjeku x”. Lijevi ¢emo lezaj oznaciti slovom A, a
desni slovom B.

Pokazat ¢emo uskoro da ¢e, djeluju li na jednostavno oslonjenu gredu (u uzem smislu)
samo vertikalne sile i, mozda, momenti, reakcije u oba lezaja takoder biti vertikalne.
Jednostavno oslonjena greda moze stoga biti i proracunska shema slobodno polozenih
greda— greda kod kojih zaokretanja u dvjema tockama u kojima su oslonjene nisu spri-
jetena— poput onih u Stonehengeu, prikazanih na slici 44. (iako je u slucaju takvih
kamenih gromada vjedostojnost te proracunske sheme popriliéno upitna).

Vrijeme je da u nasu pricu uvedemo i distribuirane sile. Kao primjer uzet ¢emo
jednostavno oslonjenu gredu sa slike 45.a., na koju djeluje distribuirana sila ¢ zadana
funkcijom

Gz — qx) = qa)k = (q1 - %x) k, z € [0,4]. (122)
Skalarna funkcija
q:xHq(x)qu—ﬁxzﬂ(f—x), z € |0,]. (123)

l l

opisuje vrijednost distribuirane sile po jedinici duljine osi grede. (Bududi da su za ¢; > 0
i za x € [0,/] vrijednosti funkcije ¢ nenegativne, mozemo reci i da ta funkcija opisuje
intenzitet sile po jedinici duljine osi.) Jedini¢ni vektor k u zapisu funkcije ¢ pokazuje da,
uz pozitivne vrijednosti funkcije ¢, sila djeluje ,,prema dolje”, okomito na os grede.

12 Tradicionalno se u domacoj literaturi jednostavno oslonjene grede nazivaju prostim gredama.
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Slika 44.

qlmﬂwm
RS PN
14
; |
q1 J:H:H
b A
. 1,
Slika 45.

4.3.1. Sile u vanjskim vezama

Kao 1 uvijek, analizu zapocinjemo izracunavanjem reakcija (slika 45.b.). Buduéi da
je reakcija A jedina sila koja moze imati horizontalnu komponentu, iz jednadzbe rav-
noteze projekcija sila na os  odmah slijedi da je A" = 0. Jasno je da zakljucak vrijedi
opc¢enito, za bilo koji skup zadanih vertikalnih sila, koncentriranih ili distribuiranih, pa i
pri djelovanju momenata.

Vrijednosti reakcije B i vertikalne komponente reakcije A izracunat ¢emo iz jednadzbi
ravnoteze momenata u odnosu na tocke A i B; u prvu ne ulazi sila A, u drugu sila B:

Mq/A + MB/A = 0, (124)
Myyp + My = 0. (125)

Mg i Mp/a vrijednosti su momenata vertikalne komponente reakcije Ai reakcije B
oko tocaka B i A; njih znamo izracunati:

Myyp=—L-A" i  Mpa=(-B
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ako su sile orijentirane kao na slici 45.b.  Mg/a 1 M, vrijednosti su momenata distri-
buirane sile ¢ u odnosu na tocke A i B; njihovo izracunavanje ukljucuje, neposredno ili
prikriveno, postupak integriranja.

Prvo ¢emo izvesti izraze u opé¢om obliku, tako da ih mozemo primijeniti za bilo koju
vertikalno usmjerenu distribuiranu silu (ili za vertikalnu komponentu kose sile), a potom
i jednostavnije izraze za nas poseban slucaj.

[
D

Slika 46.

Iz grede ¢emo ,jizrezati” infinitezimalni odsjecak izmedu poprecnih presjeka u tockama x
i x+dx (slika 46.a.). Mozemo uzeti da se na njemu vrijednost distribuirane sile ¢ ne mi-
jenja i da je jednaka vrijednosti ¢(x) u tocki z, pa ¢e vrijednost infinitezimalne rezultante
pripadnoga dijela biti ¢(x)dz. Naime, u nasem je primjeru

1
5 [%(ﬁ—x}%—%(f—(w—i—dx))] de = %(ﬁ—x)dx—%(dx)z ~ q(z)dx,
a na slican se nacin moze pokazati da je i za bilo koju drugu ,pristojnu” funkciju ¢
doprinos prirasta na odsjecku, kao neizmjerno mala velicina drugoga reda, zanemariv.

Stovise, u izrac¢unavanju momenata mozemo uzeti i da infinitezimalna rezultanta dje-
luje u tocki = (slika 46.b.). Lako je pokazati da je doprinos pomaka tog hvatista od
tocke x prema tocki x 4+ dx zanemariv: djeluje li rezultanta u bilo kojoj tocki x + adz
(0 < a < 1) izmedu tocaka x i = + dz, vrijednost je njezina momenta u odnosu na
tocku A

—(z + adz) - (¢(z)dz) = —z-q(z)dz + o (dz)* - g(z)

12

—x - q(x)dx.
Odmah mozemo zakljuciti i da ¢e vrijednost njezina momenta u odnosu na tocku B biti
(0 —z) - q(z)dz.

Moment distribuirane sile ¢ u odnosu na neku tocku dobivamo ,zbrajanjem” mo-
menata infinitezimalnih rezultanata sa svih takvih odsjecaka uzduz grede. Bududci da
infinitezimalnih odsjecaka ima neizmjerno mnogo i da za ,pristojne” funkcije ¢ konacna
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vrijednost ne ovisi o nac¢inu podjele na odsjecke (ako su infinitezimalni i ako se ne prek-
lapaju), zbrajanje se pretvara u integriranje, pa su vrijednosti momenata u odnosu na

tocke A1 B
¢
TR G
0
¢
Myp = / (0 —x) - q(z)da.
0

Uvrstavanjem tih izraza u jednadzbe (124) i (125) dobivamo
¢
—/ z-q(x)de + £- B = 0,
0

¢
—0- A" + / (0l —z) q(z)dz = 0.
0
Iz druge jednadzbe neposredno slijedi
1 [t
w =3 [e-a) gy d,
t Jo

dok je iz prve jednadzbe

1
B = —/ x - q(x) de.
€ Jo

U nasem je primjeru vrijednost distribuirane sile zadana izrazom (123), pa su

¢

v 1 ‘ q1 q1 2 2
A = Z/O(E—:L‘)-(?(ﬁ—x))dx ozl (0* =20z + 2*) du
¢
_ D 2 lﬂ _ ot
” (fx lx +3x ) 5

Q11213
:ﬁ[#x—gf

(126)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

Dobivene vrijednosti mozemo provjeriti uvrstavanjem u jednadzbu ravnoteze projekcija

sila na os z:
—A"—B+Q =0,

gdje je @ vrijednost rezultante Q distribuirane sile g. U opcem je slucaju @ ,zbroj”
vrijednosti infinitezimalnih rezultanata sa svih neizmjerno mnogo infinitezimalnih od-

sjecaka,

14

Q = / q(x)dz,
0
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pa je u nasem primjeru

¢ 1
Q = %/O(E—x)dx = %[ﬁx— §x2]

‘ R4

2

0

Rezultiraju¢e momente distribuirane sile ¢ u odnosu na tocke A i B mozemo, prema
Varignonovu teoremu, izracunati i kao momente rezultante Q u odnosu na te tocke.
Za to treba poznavati ne samo intenzitet rezultante, nego i pravac na kojemu djeluje.
Rezultanta vertikalno usmjerene distribuirane sile djeluje na vertikalnom pravcu; njegova
je jednadzba

T = xg, (133)
pri cemu je konstanta xg odredena uvjetom
rq - @ = My)po,

gdje je My/o vrijednost momenta distribuirane sile u odnosu na ishodiste. Slijedi:

l
: dx
v / - q(z)
g = —42 = Jo . (134)

@ /0 eq(x) dz

Kako smo tocku A smjestili u ishodiste, Myo = M4, tako da se, dijelom, vrtimo u
krugu. Ali, za izracunavanje vrijednosti z¢ rijesiti treba samo dva integrala, a ostali se
momenti potom mogu izracunati kao momenti rezultante. Stovise, u mnogim slucajevima
integrale niti ne treba rjeSavati. Naime, intenzitet rezultante mozemo izracunati kao
povrsinu lika kojim je na crtezu prikazana distribuirana sila, a pravac na kojem rezultanta
djeluje prolazi tezistem toga lika. Za mnoge su jednostavnije likove izrazi za izracunavanje
povrsine i polozaja teziSta poznati, a za neke se slozenije mogu izvesti i bez uporabe
integrala.

Distribuiranu silu u nasemu primjeru nazivamo, $to nas ne treba zacuditi, ,,trokutnim
opterecenjem” (slika 47.). Prema izrazu (134) je

Q1£2
6 1
RS
2

a to je poznati izraz za apscisu teziSta trokuta kojim je opterecenje prikazano. Isto je
tako 1

Q = 56]15

dobro poznati izraz za povrsinu tog trokuta.

Primjenom tih izraza mozemo neposredno, bez integriranja, izracunati vrijednost mo-
menta rezultante u odnosu na tocku B,

Mgp = ({—xq) Q = [%g]'[%%g] = T30

pa je
1
A" = 5 Mgp =

~

3

q1 ? q1
3

|
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Slika 47.

4.3.2. Sile u presjecima

Opce izraze za vrijednosti sila u popreénim presjecima izvest ¢emo i sada metodom
jednostavnih presjeka— odbacit ¢emo dio grede desno od nekog, bilo kojega, presjeka x.

Na lijevi dio djeluju vertikalna komponenta reakcije u lezaju A, pripadni dio distri-
buirane sile ¢ i sile u poprec¢nom presjeku: uzduzna i poprec¢na sila te moment savijanja
(slika 48.a.). Nepoznate su, zasad, sile u popre¢nom presjeku.

D8

=

g

r —
Sy

’\Mg@ @) () Qdesno ()
M(x M(z

’\
D

d. = €

T T(z) T(x) T

A . IB
A L /AN \ El | 5 |
[ [ [ | [ [ |

Slika, 48.
Jednadzba ravnoteze projekcija sila na os grede odmah daje
N(z)=0 Vzel0,/]. (135)
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Vrijednost poprecne sila izracunat ¢emo iz jednadzbe ravnoteze projekcija sila na
okomitu na os grede:

A 4 /0 " g(©)de + T(x) = 0 (136)

(kako je x sada granica integracije, u podintegralnu smo funkciju morali uvesti pomoénu
varijablu &; slika 48.c.). Slijedi:

T() = A" — /0 “d©)de, 2e0,0) (137)

Izraz vrijedi za x € {0, (), jer sutocke AiB (x = 01z = ¢) hvatista koncentriranih sila Av
i E, pa u njima poprecne sile nisu definirane. Kako je ¢(x)dx = 0, u uvjete ravnoteze
postavljene za infinitezimalne dijelove nosaca izmedu presjeka £ =01 2 =0+ dz = 0"
i izmedu presjeka x = ¢ —dx = ¢~ i x = { udi ¢e samo reakcije i poprecne sile, tako da
su

T(0%) = A" i T((")=—-B;

dakle, vrijednosti poprecnih sila neposredno desno od tocke A, u = = 0, i neposredno

lijevo od tocke B, u x = {7, jednake su vrijednostima reakcija, uz promjenu predzna-
ka u (.

Uvrstimo li u izraz (137) izraz (123) za vrijednost distribuirane sile,

T

I

0

v " q ol @ 1
Ta) = A= [ Be-gae - &% [ee-3¢*]

dobit ¢emo konacni funkcijski izraz za vrijednost poprecne sile:

T@) = Lot 8o pe0,0. (138)
3 20
Izvedeni izraz mozemo provjeriti tako da izracunamo vrijednosti sila neposredno uz
lezajeve. lako je sa statickoga stajalista primjenjiv samo za x € (0,(), izraz mate-
maticki gledano ima smisla i za Sire podrucje, pa vrijednosti sila u presjecima x = 07 i
x = {~ izracunavamo formalno uvrstavajuéi z = 01ix = ¢:

T(0%)

12

TO) = ¢/3 = A" i TW)=T() = —q¢/6 = —B.

Kako pravac djelovanja sile T'(z) prolazi tockom z, za izracunavanje vrijednosti mo-
menta savijanja M (x) najpogodnije je napisati jednadzbu ravnoteze momenata oko te
tocke,

Ay / w6 q€)de + M(z) = o, (139)

pa je u opéem slucaju
M(z) = ¢ A" — /O (x— &) q(6)de,  wel0.4. (140)
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U nasSem je primjeru

M) = a2 = [ (Se-9)

T

l
= %x—%[ﬁxﬁ—%(f—i—x)éa—k%ﬁ?’]

0

i, nakon uvrstavanja granica integracije i sredivanja,
r— =+ =, z € [0,4]. (141)

Na krajevima grede su zglobovi, pa vrijednosti momenata moraju biti jednake nuli. Kako
u dobivenom funkcijskom izrazu nema konstantnoga clana, odmah mozemo vidjeti da je
M (0) = 0, a lako je provjeriti i da je M (¢) = 0.

Izraze (141) 1 (138) izveli smo iz integralnih jednadzbi ravnoteze. Deriviranjem se
moze pokazati da vrijedi

Dakle, kao sto i treba ocekivati nakon ispravno provedena postupka, funkcije M i T
zadovoljavaju diferencijalne odnose, a time i diferencijalne jednadzbe ravnoteze.

Funkcijske izraze za vrijednosti sila u presjecima mozemo izvesti i uvodenjem re-
zultante dijela distribuirane sile koji djeluje na promatranome odsjecku grede. Intenzitet
te rezultante jednak je povrsini trapeza kojim je pripadni dio distribuirane sile prikazan;
zgodno je taj trapez, kao na slici 48.d., sastaviti od dva trokuta ¢ije su povrsine

1
Quorel) = 5 01
1 q1
Qdolje(l’) = 3 q(z)x = % (fx _ $2);

apscise su njihovih tezista xq,,, =3¢ 1 Ty, = 3 -

Jednadzba ravnoteze projekcija sila na os okomitu na os grede,

=AY + Qgore(7) + Qaogie() + T'(z) = 0,

daje
T(@) = A"~ Quoel®) ~ Quonle) = L g s B2
a iz jednadzbe ravnoteze momenata oko tocke x,
—x- A+ %"’” + Qgore() + %ﬂ” - Qaolje () + M(z) = 0,
slijedi
M(z) = x- AY — g:c - Qgore(T) — %$'Qdolje(x> = %ﬁx - %xz + %xs.
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Ispravnost postupka mozemo provjeriti uvrstavanjem dobivenih izraza u, primjerice, jed-
nadzbu ravnoteze momenata oko ishodista/tocke A:
1 2

—37 Qgore(7) = 3@ - Quote(w) — - () + M(z) = 0.

Izraze za vrijednosti sila u poprecnim presjecima mozemo, naravno, izvesti i tako da
odbacimo dio grede lijevo od presjeka x (slike 48.b. i e.).

Intenzitet rezultante dijela distribuirane sile koji djeluje na odsjecku grede desno od
presjeka sada je jednak povrsini trokuta

Quenol) = 5 a(2) (€= 2) = B (¢~ 22

Zamijenimo li distribuiranu silu rezultantom (slika 48.e.), za promatrani su dio jednadzba
ravnoteze projekcija sila na os z i jednadzba ravnoteze momenata oko tocke x

—T(z) + Qaesno(x) — B =0

M (2) ~ 3 (0= 7) Quenol) + (€~ ) B = 0,

pa su

T(.CE) = Qdesno(x) - B

M(z) = ({—x)-B— é (0 — ) - Qesno();

nakon uvrstavanja izraza za B 1 Qgesno() 1 sredivanja ponovo ¢emo dobiti izraze (138)
i(141).

Ili, za dio desno od presjeka x mozemo napisati integralne jednadzbe ravnoteze,

l
T(@) + / (&) de — B = 0,

~M(z) —/(é—x)-g(f)dé Y (t-x)-B =0,

1 iz njih izvesti izraze za vrijednosti poprecne sile i momenta savijanja:

T(x) = / (6)de — B

M(x) = (f—l‘)-B—/(é—x)-q(é)di-

Za distribuiranu silu zadanu izrazom (123) bit ¢e

¢
Ql

6 )

o [ ¢ 1
AL R B lee-5¢]

M) = ((-2)-B-L [ (¢—a)(t—¢)de

T

4

)
x

= — (-1 —%[—61‘5—1—%(6—1—3:)52—%53]

nakon sredivanja dobit ¢emo iste izraze kao u prethodna tri izvoda.
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4.3.3. Dijagrami unutarnjih sila

Dijagrami unutarngih sila graficki su prikazi toka vrijednosti unutarnjih sila uzduz osi
Stapnih elemenata. Ili, formalnije, matematickim rjecnikom: dijagrami unutarnjih sila su
grafovi funkcija N, T'i M koje opisuju vrijednosti sila u presjecima; primjerice, momentni

je dijagram

{(z,M(z)) eR* : z€[0,(]}.

Te dijagrame u op¢em slucaju crtamo tako da izracunamo vrijednosti sila u dovolj-
nom broju presjeka (tablica 1.) te potom kroz dobivene tocke interpoliramo krivulje (sli-
ke 49.b. i c.). (Kao $to znamo, popre¢ne su sile, strogo govoredi, definirane u presjecima
x = 0" 1x = (7, ali vrijednosti izracunavamo uvrstavanjem z = 0iz = (.)

Tablica 1.
x| M T(x) |
0,00 | 00 0,3333 ¢ ¢
0,20 | 0,0480 ¢ (2 0,1533 ¢1 ¢
040 | 0,0640 ¢ (2 0,0133 ¢4 ¢
0,60 | 0,0560 q (> | —0,0867 ¢y ¢
08¢ | 0,0320 ¢ (2 | —0,1467 ¢1 ¢
1,00 | 0,0 —0,1667 g ¢

0,333 q1¢

%
[~
0,167¢1¢

Slika 49.

Za mnoge se slucajeve opterecenja, medutim, moze preskociti izvodenje funkcijskih
izraza, a Cesto se ¢ak mogu izbjedi i izra¢unavanja vrijednosti u ve¢em broju tocaka.
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Tako ¢emo na temelju diferencijalnoga odnosa 7" = —¢ i inverznoga odnosa operacija
deriviranja i integriranja ,,predvidjeti” da ¢e za linearno promjenjivo opterec¢enje dijagram
poprecnih sila biti dio kvadratne parabole koji mozemo nacrtati poznavajuci tri elementa
koja je lako odrediti [31]. Pokazali smo veé da iz jednadzbi ravnoteze odmah slijedi da
su vrijednosti poprecnih sila neposredno uz lezajeve jednake vrijednostima reakcija (uz
promjenu predznaka na desnom kraju),

T(0*) = A* i T(7) = —B,

pa mozemo uzeti da su (0, AY) i (¢, —B) tocke parabole. Iz ¢(¢) = 0 pak slijedi da je tan-
genta u tocki (¢, —B) usporedna s osi z, jer u geometrijskoj interpretaciji diferencijalnoga
odnosa T = —¢q funkcija ¢ daje nagibe tangenata u tockama grafa funkcije T

Na slici 50.a. smo tocke (0, A¥) i (¢, —B) oznagcili sa C i D, a tangentu u tocki D sa tp;
tocke A i B odreduju os x. Kako je tangenta tp okomita na os z, s kojom je os parabole
usporedna, tocka D je tjeme parabole, a pravac kroz tocke D i B njezina je os.

tp
a D K
[A B
tc
b.
C tp D
E F
F, 1o D
C.
Ji \ |a11| A B
1, \|O‘C‘
C L
C
d / 12» D / L D
1ao [$]
i oy Ji2 i3 Ji2
1, 112
Ji1 Jia
11
C C
Slika 50.

Prvo ¢emo naédi tangentu tc u tocki C. SjeciSte tjemene tangente i paralele s osi
kroz tocku C oznacit ¢emo sa E, a potom poloviste odsjecka izmedu tocaka E i D sa F
(slika 50.b.). Udaljenost tocaka C i E je

d(C,E) = d(C,A) + d(AE) = d(C,A) + d(B,D) = A° + B = 1=
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dok je udaljenost tocaka E i F

14
d(E,F) = .
( ) ) 2
Slijedi da je
e A(C.E) _
dern
Nagib tangente tc mora biti tgac = 7"(0) = —q(0) = —¢, tako da je ta tangenta

odredena tockama C i F.13

U sljedeéem ¢éemo koraku konstruirati tocku J; na paraboli, s apscisom x = £/2; i
tangentu tj, u njoj (slika 50.c.): raspolovimo li odsjecke na tangentama tc i tp izmedu
njihova sjecista F i diralista Ci D, dobit ¢emo tocke 1, i 15 kojima je odredena tangenta t;, ,
a njezino sjeciste s pravcem koji kroz tocku F prolazi usporedno s osi parabole bit c¢e
diraliste J;.

Kako bismo opisanoj konstrukciji, koja se temelji na projektivnogeometrijskim svoj-
stvima parabole [31], dali staticko opravdanje, izracunat ¢emo odgovarajuce vrijednosti
poprecne sile i nagiba tangente (no, ponavljamo, za crtanje dijagrama te nam vrijednosti
ne trebaju). Odvojimo li dio grede desno od presjeka = = ¢/2, iz jednadzbe ravnoteze
projekcija sila na os z dobivamo

T((h) = B + %g;
dakle, razlika je vrijednosti poprecnih sila u presjecima £/2 i ¢~ jednaka cetvrtini razlike
vrijednosti sila u presjecima 0% i £~. Tocke F i J; imaju jednake apscise, £/2, a apscise
tocaka 171 1o su £/4 1 3¢/4; slijedi da je tocka J; poloviste odsjecka izmedu tocaka 17 i 15
na pravcu kroz te dvije tocke. Razlika aplikata tocaka 1; i D polovina je razlike d,(C,D)
aplikata tocaka C i D, pa je razlika aplikata tocaka J; i D, d,(J;,D), Cetvrtina razlike

d.(C,D); prema tome, tocka J; upravo je tocka (K/Q,T(E/Q». Iz T' =q pak slijedi da je u
tocki (5/2, T(f/g)) nagib tangente

q
tga(t) = a(t) = -5
s druge je strane
d(Ji.F)  d.(J,D) 1di(cD) % g

_ _ _ 12
d(F, 1) d(F, 13) d(F,13) £ 2’

pa mozemo zakljuciti da je pravac kroz tocke 1; i 1, tangenta s diralisStem u tocki J;.

Daljim raspolavljanjem odsjecaka na tangentama tc i tp izmedu njihovih diralista
i njihovih sjecista s tangentom t¢;, te raspolavljanjem odsjecaka na tangenti t;, izmedu
diralista J; i sjecista s tangentama t¢ i tp dobivamo parove tocaka 111, 1121 191, 199 kojima
prolaze daljnje dvije tangente, ¢;,, it,,,. Pravci usporedni s osi parabole kroz tocke 1; i1 15
sijeku novodobivene tangente u pripadnim diralistima Jy; i J1o (slika 50.d.). Staticko/ana-
liticko opravdanje takvoga ,povlacenja crta” slicno je opravdanju prethodnoga koraka.

13 Neka je tocka L noziste okomice iz tocke C na os parabole i neka je tocka K sjeciste tangente tc
s osi parabole. Iz sliénosti trokutda AKDF i AKLC iiz d(D,F) = 1d(D,E) = 2d(L,C) slijedi poznato
svojstvo parabole: d(K,D) = d(D,L).
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U sljede¢em bismo koraku mogli na slican nacin odrediti joS cetiri tangente i njihova
diralista, no i dosad nadene tangente s diraliStima dovoljne su za uredan crtez parabole
(slika e.).

Diferencijalni odnos M” = —¢q integralnim obratom ,propisuje” da momentni dija-
gram mora u nasem primjeru biti dio kubne parabole. Tu ¢emo parabolu konstruirati
rekurzivno, sve bolje aproksimirajuci distribuiranu silu nizovima koncentriranih sila.

U prvom ¢emo koraku zamisliti da na gredu umjesto distribuirane sile ¢ djeluje samo
jedna koncentrirana sila, njezina rezultanta, koju ¢emo sada oznaciti sa @1 (gornji dio
slike 51.a.). Znamo da ¢e dijagram momenata savijanja tada biti sastavljen od dijelova
dvaju pravaca koji se sijeku ,ispod” hvatista rezultante; to ¢emo sjeciste oznaciti sa 1
(donji dio slike a.). Vrijednost je momenta u hvatistu rezultante

4 C gl ¢ 52_

M(%f3) =5 A" =5 9

to je i jedina vrijednost koju treba izracunati. Dijagram je, dakle, sklopljen od od-
sjecaka Al i 1B. Pravci pa; 1 pig, na kojima ti odsjecci leze, tangente su konacénoga
momentnog dijagrama— dijela kubne parabole—u tockama A i B (slika 51.d.). Proma-

tramo li, naime, gredu u cjelini, rezultanta @) | staticki je ekvivalentna zadanoj distribu-
iranoj sili, pa su reakcije za oba nacina optere¢ivanja jednake. Vrijednost momenta u
nekom presjeku = pri djelovanju distribuirane sile izra¢unavamo prema (opéem) izrazu

M(z) = x-A”—/Oxm—f)-q(odg;

Q1

Q122

Slika 51.
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neposredno desno od lijevog lezaja doprinos je drugoga pribrojnik zanemariv, tako da
ostaje samo M (z) = z - A" a to je izraz za vrijednost momenta pri djelovanju koncentri-
rane sile (u nekom presjeku lijevo od njezina hvatista). Slican zaklju¢ak mozemo izvesti
za moment neposredno lijevo od desnoga lezaja.

U drugome koraku distribuiranu silu zamjenjujemo dvjema koncentriranim silama,
@ 111 @ 12, rezultantama dijelova sile ¢ desno i lijevo od pravca djelovanja rezultante iz
prethodnoga koraka, sile @1 (gornji dio slike 51.b.). Momentni ¢e dijagram biti slozen
od odsjecaka Hl, 111, i IQ_B, sa ,Siljecima” 1; 1 15 ispod hvatista sila @11 1 @12 (donji
dio slike b.). U tim tockama, medutim, ne treba racunati vrijednosti: sile @ 111 @ 12 Su
za gredu u cjelini staticki ekvivalentne distribuiranoj sili, a time i rezultanti @ 1, tako da
su reakcije u sva tri slicaja Jednake To pak znac¢i da su i momenti u svim presjecima
izmedu lezaja A i hvatista sile Q 11 te izmedu hvatista sile Q 12 1 lezaja B jednaki onima iz
prethodnoga koraka. Drugim rije¢ima, odsjecci dijagrama za te dijelove grede ponovo leze
na pravcima pai i pig. Srednji je pak odSJecak na praveu pi, i, koji prolazi sjecistima 11 1 15
pravaca pai 1 p1g s pravcima djelovanja sila Q 111 Q 12. I pravac p,1, tangenta je na kubnu
parabolu. Diraliste je njegovo sjeciste s pravcem koji razdvaja dijelove distribuirane sile:
moment rezultante @ 12 U odnosu na teziSte poprecnoga presjeka na tom pravcu jednak
je momentu pripadnoga trokutnog dijela distribuirane sile; i, naravno, s druge je strane
moment rezultante @ 11 jednak momentu odgovarajucega trapeznog dijela.

Postupak mozemo nastaviti do zeljene to¢nosti (slike 51.c. i d.).

4.3.4. Verizni poligon i momentni dijagram

U odjeljku 4.2.3. pokazali smo kako s pomocu veriznoga poligona mozemo izracunati
vrijednost momenta savijanja u nekom presjeku. Postupak je lakSe objasniti, a i provesti,
ako su, kao u primjeru na slici 52.a., pravci djelovanja svih sila vertikalni. Stovise, pokazat
¢emo da se uz malo pjesnicke slobode moze re¢i da verizni poligon (slika b.) tada jest
momentni dijagram — izobli¢en, doduse, i nacrtan u pomalo neobié¢nu mjerilu.*

Djeluju li na jednostavno oslonjenu gredu sile na vertikalnim pravcima i momenti,
za pocetak konstruiranja veriznoga poligona imamo vise moguénosti izbora negoli pri
djelovanju sila na pravcima opcih, razlicitih nagiba: buduéi da i reakcija u nepomi¢nom
zglobu sada lezi na vertikalnom — dakle, na poznatom — pravcu, mozemo je sastaviti od
komponenata u bilo kojoj tocki tog pravca, tako da crtanje ne moramo zapoceti pravcem
kroz lezaj. (Nagnemo li crtez, vidjet ¢emo da se nas posebni slu¢aj moze malo poopéiti:
pravci djelovanja svih sila, ukljucujuéi reakcije, moraju biti medusobno paralelni; nije
nuzno da su vertikalni.) Uocite odmah jos jednu, za nastavak pri¢e vaznu pojedinost: ako
su pravci djelovanja svih sila usporedni, u poligonu sila vektori tih sila leze na istom pravcu
(slika 52.c.). Nastavak crtanja veriznoga poligona nimalo se ne razlikuje od postupka
opisana na stranicama 70.-74. uz slike 38. i 39., a prisjetite se i primjera sa slike 35. na
stranici 66.!

14 Formalnije, projektivnogeometrijskim rje¢nikom reéeno, verizni je poligon afina slika momentnoga
dijagrama. Afinim ¢emo se preslikavanjem iscrpnije pozabaviti u poglavlju o trozglobnim nosacima, u

odjeljku 7.4.
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Slika 52.

Pokazat ¢emo sada kako upotrijebiti verizni poligon i poligon sila za izrac¢unavanje
vrijednosti momenta savijanja u nekom po volji odabranom presjeku, poput presjeka x
na slici 53.a. Nakon toga ¢e korak do ,,prepoznavanja” dijagrama momenata biti trivijalan.

Zamislit ¢emo, kao i obi¢no, da smo odbacili dio nosaca s jedne strane promatranoga
presjeka, recimo desno od njega. Poprecna sila (koja nas zasad ne zanima) i moment
savijanja u presjeku x moraju uravnoteziti sile A FiiF, koje djeluju na preostali, lijevi
dio. Intenzitet i smisao djelovanja rezultante R AR F, Sila A F 11 F. > nalazimo u poligonu
sila prikazanom na slici 53.d. Uz to, u poligonu sila vidimo da pravac na kojemu ta
rezultanta djeluje prolazi sjeciStem stranica 2’ i 4 veriznoga poligona sa slike b.

Intenzitet momenta savijanja u presjeku x mozemo izracunati kao umnozak inteziteta
rezultante R A.m R 1 udaljenosti teziSta presjeka od pravca njezina djelovanja; smisao je
vrtnje tog momenta suprotan od smisla vrtnje momenta rezultante oko tezista presjeka,
jer se ta dva momenta medusobno uravnotezuju. Medutim, zanimljiviji ¢e nam i mnogo
korisniji biti drugi na¢in izra¢unavanja intenziteta momenta M (x): izrac¢unat ¢emo inten-
zitet momenta komponenata 41 2" rezultante na stranicama 4 i 2/ veriznoga poligona u
odnosu na teziste presjeka, ali ne neposredno, nego uz jos jedno rastavljanje—svaku od
tih dviju komponenata ¢emo u tockama, u kojima vertikalni pravac kroz presjek z sijece
stranice na kojima djeluju, rastaviti u po dvije komponente, po jednu na vertikalnom i
po jednu na horizontalnim pravcima (slika 53.b. vjerojatno govori vise od rijeci). Verti-
kalne komponente prolaze kroz teziste presjeka, pa njihovi momenti oko njega is¢ezavaju.
U isjecku iz poligona sila, prikazanu na slici c., vidimo da komponente na horizontalnim
pravcima imaju jednake intenzitete, ali suprotan smisao djelovanja. Prema tome, te dvije
sile tvore spreg ¢iji je moment jednak momentu rezultante Ra .7 U odnosu na teziste
presjeka, pa intenzitet momenta savijanja u presjeku x mora biti jednak intenzitetu mo-
menta sprega: oznac¢imo li udaljenost pravaca sila sprega sa d(x), a intenzitet tih sila
sa H, bit ¢e

M(z) = d(z) - H; (142)

smisao je vrtnje momenta savijanja suprotan od smisla vrtnje momenta sprega.

Sada, kad znamo izrac¢unati vrijednost momenta savijanja u nekom, bilo kojem pre-
sjeku, mozemo napokon na slici 53.b. ,potraziti” i momentni dijagram. Neovisno o
polozaju presjeka z, na dio grede lijevo od njega uvijek ¢e djelovati reakcija A, sto znaci
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Slika 53.

da ¢e se u poligonu sila rep rezultante sila koje djeluju na taj dio poklapati s repom sile A ;
jedna ¢e komponenta rezultante stoga uvijek biti na zakljucnoj liniji veriznoga poligona,
u nasemu primjeru na stranici 4. Stranica pak na kojoj je druga komponenta ovisit ¢e
o polozaju presjeka (slike 53.g. i h.): ako je preSJek lijevo od hvatista sile Fl, bit ¢e to
stranica 0 zato §to se vrsak ,rezultante” R4 = A poklapa s vrskom sile A; ako j je presjek
izmedu hvatista sila F1 i FQ, to je stranica 1 jer rezultanta RA = = A+ Fl tada zavrsava
u vrsku sile Fl, i tako dalje.

Moment rezultante u odnosu na teziste presjeka x zamjenjujemo momentom sprega
koji nastaje tako da ,ispod” presjeka rastavimo komponente rezultante na stranicama
veriznoga poligona u vertikalne i horizontalne komponente; vertikalne komponente otpa-
daju, a par horizontalnih komponenata nas je spreg. Usporedba slika 53.c. i d. pokazuje
da je intenzitet H sila sprega jednak ,udaljenosti” pola O od pravca na kojemu leze vek-
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tori E, B , F 1, Fyi Fg, a iz te jednakosti mozemo odmah zakljuciti da sve horizontalne
komponente komponenata sila na stranicama veriznoga poligona imaju isti intenzitet, H.
(Ne smijemo zaboraviti da spomenuta ,udaljenost” nije geometrijska duljina, nego da je
treba izraziti u nekoj od mjernih jedinica sile. Udaljenost pravaca sprega, s druge strane,
jest geometrijska duljina, te ée umnozak d(x)- H biti u nekoj od mjernih jedinica mo-
menta.) Kako je intenzitet H sila sprega konstantna vrijednost, izraz (142) pokazuje da
je intenzitet M (x) momenta savijanja u presjeku z proporcionalan duljini d(x), koja je
pak jednaka duljini odsjecka (izrazenoj u mjerilu plana polozaja) izmedu sjecista vertikale
kroz presjek sa stranicama poligona na kojima djeluju komponente rezultante. Jedna od
tih stranica uvijek je, rekosmo, zakljuéna linija, tako da mozemo reé¢i da duljinu d(x)
mjerimo od nje, kao od osi.

Iz svega recenog mozemo zakljuciti da je verizni poligon po obliku jednak dijagramu
momenata ¢ija je ,,08” nagnuta i u kojemu su prikazane vrijednosti d(z)- H = M(x), ali
te vrijednosti ocitavamo po vertikalama, a ne po okomicama na os.

Verizni se poligon moze svesti na horizontalnu zaklju¢nu liniju tako da se na oko-
mice na horizontalni pravac nanesu duljine odsjecaka, izmjerene po vertikalama, izmedu
zakljucne linije i njegovih vrhova ,ispod” hvatista sila i momenta. Ili, u poligonu sila
posljednju zraku (u nasemu primjeru zraku 4) mozemo, ne mijenjajuci pritom udaljenost
pola, rotacijom oko njezina sjeciSta s pravcem na kojemu leze vektori sila ,,dovesti” u
horizontalan polozaj (slika 53.f.), te potom, crtanjem paralela s ,novim” zrakama, nacr-
tati novi verizni poligon /momentni dijagram ¢ija ¢e zakljuéna linija/os biti horizontalna
(slika e.).

Ako je plan polozaja crtan u mjerilu 1cm @ n m, tada verizni poligon mozemo
smatrati momentnim dijagramom koji je nacrtan u mjerilu 1cm :: n-H kNm.

Primjerice, uzmimo da je raspon grede ¢ =5,0m; crtez grede na slici 53.a. du-
ljine je ¢ = 62,5mm, Sto znaci da je plan polozaja nacrtan u mjerilu 1 : 80, odnosno,
1cm :: 0,8 m. Uzmimo, nadalje, da su intenziteti zadanih sila i momenta

F, =75,0kN, F,=1250kN, F3=750kN i M =100,0kNm

(u poligonima na slikama d. i f. sile su nacrtane u mjerilu 1 c¢m :: 75 kN; mjerilo sila,
medutim, ne igra nikakvu ulogu u odredivanju intenzitetd momenata). I napokon, neka
su hvatista sila i momenta u tockama
r1=12m, x9=20m, 2z3=40m i =z) =2,8m.
Za konstruiranje veriznih poligona na slikama 53.b. i e. odabrali smo H = 175,0 kN.
Izmjerene duljine odsjecaka izmedu zakljucne linije i vrhova veriznoga poligona su:
d(z;) = 11mm, d(zy) = 14mm, d(zy,) = 10 mm,

d(zf,) =17mm i d(z3) = 10,5 mm.
Verizni je poligon nacrtan u mjerilu plana polozaja, pa duljina od 1 cm na crtezu odgovara
stvarnoj duljini od 0,8 m. Slijedi:

M(zy) = (1,1-0,8)-175 = 1,1-(0,8-175) = 1,1-140 = 154 kNm,

M(zy) = (1,4-0,8)-175 = 1,4-(0,8-175) = 1,4-140 = 196 kNm,

M(xy,) = (1-0,8)-175 = 1-(0,8-175) = 1-140 = 140 kNm,
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M(z},) = (1,7-0,8)-175 = 1,7-(0,8-175) = 1,7-140 = 238 kNm,
M(zs) = (1,05-08)-175 = 1,05- (0,8 -175) = 1,05-140 = 147 kNm.

Naznacena promjena redoslijeda mnozenja pokazuje da je verizni poligon ujedno i mo-
mentni dijagram nacrtan u mjerilu 1cm :: 140 kNm.
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5. Gerberovi nosaci

5.1. Znacajke

Staticki odredeni ravninski ravni nosac¢i horizontalno polozeni iznad dva ili vise otvora
nazivaju se Gerberovim nosac¢ima ili nosacima sa zglobovima. U osnovnom obliku ti
nosaci imaju samo zglobne lezajeve, pri ¢emu je jedan, bilo koji, nepomican, dok su
ostali uzduzno pomicni—omogucuju pomake usporedne s osi nosaca. I k tomu jos na
krajevima nosaca nema prepusta (slike 54.a.,b. i c., primjerice). No, Gerberovim ¢emo
nosac¢ima nagzivati i razne varijacije s prepustima i upetim lezajevima poput onih na
slikama d. i e.

a. @ A

b X zaN
N T MR N
¢ X 2\
W MR T W

A M A N
e AN
@ A M A =
Slika 54.

Pogodnim se razmjestajem zglobova intenziteti momenata savijanja u pojedinim po-
ljima mogu osjetno smanjiti u odnosu na intenzitete momenata u nizu jednostavno oslo-
njenih greda nad istim otvorima. (Poljem nazivamo dio nosaca izmedu dva lezaja.) Kao
primjer ¢emo uzeti polaganje staticki odredenoga nosaca preko tri otvora/cetiri lezaja.
Ogranic¢imo li se samo na zglobne lezajeve i pretpostavimo li da nije vazno koji je od
njih nepomican, taj se zadatak moze rijesiti na beskona¢no mnogo nacina koje ¢emo
svrstati u devet skupina ¢iji su ,,predstavnici” skicirani na slici 55. Trivijalno rjesenje sa
slike a. sastavljeno je od tri jednostavno oslonjene grede. Nosaci sa slika f. do i. ,,pravi” su
Gerberovi nosaci; u pojedinim se skupinama pritom zglobovi mogu pomaknuti u druge
polozaje unutar polja u kojima se nalaze, $to u svakoj skupini otvara beskona¢no mnogo
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Slika 55.

mogucnosti. Napokon, za ostale nosace—slike b. do e.—mozemo re¢i da su ,negdje
izmedu”: dio je svakoga od njih jednostavno oslonjena greda, a dio ,pravi” Gerberov
nosac.

Usporedba momentnih dijagrama za, primjerice, jednoliko distribuirano opterec¢enje
na nizu jednostavno oslonjenih greda i na jednom od moguéih Gerberovih nosaca (sli-
ke 56.a. i b.) pokazuje da su intenziteti momenata u poljima Gerberova nosaca manji
nego na jednostavno oslonjenim gredama. (Postupci izracunavanja vrijednosti i crtanja
tih dijagrama bit ¢e uskoro opisani.)

Inzenjeri, koji su u prvoj polovini devetnaestoga stolje¢a projektirali zeljeznicke mo-
stove, znali su da to, neprijeporno staticki povoljno, svojstvo imaju kontinuirani nosaci—
nosaci preko vise otvora, ali bez zglobova. No, isto su tako znali da su kontinuirani nosaci
staticki neodredeni i da su zbog toga neprikladni za slucajeve u kojima se mogu pojaviti
nejednolika slijeganja lezajeva— primjerice, na loSem tlu—ili vece, nejednolike promjene
temperature, jer takva djelovanja u neodredenim sistemima uzrokuju pojavu znacajnih
unutarnjih sila i reakcija. Da to izbjegnu, gredne su mostove ponajcesé¢e oblikovali kao
jednostavne nizove jednostavno oslonjenjih greda, zrtvujuci time mogucénost smanjivanja
momenata savijanja u poljima. Njemacki inzenjer Heinrich Gerber (1832.-1912.) uocio
je da se ugradnjom zglobova u ispravno rasporedene presjeke mogu momenti u poljima
smanjiti uz istodobno izbjegavanje nepovoljnih utjecaja slijeganja; godine 1868. zamisao
je 1 patentirao.
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Treba, medutim, naglasiti da samo pomicanje zglobova s lezajeva u polja ne osigurava
smanjenje najveCih intenziteta momenata. Naime, kako su se na Gerberovu nosac¢u nul-
tocke momentnog dijagrama pomaknule u polja, pojavljuju se i momenti nad lezajevima.
Pri nepovoljnom ¢ée razmjestaju zglobova (pa i u istim poljima, ali na drugim mjestima:
slika 56.c.) intenziteti tih momenata biti ¢ak i veéi od intenziteta momenata u poljima
jednostavno oslonjenih greda.

5.2. Raspored zglobova

Sa stajalista je geometrijske nepromjenjivosti raspored zglobova u Gerberovu nosacu
vrlo vazan. Govoreci ovdje o ,rasporedu zglobova” mislimo na to u kojim se poljima i,
u granicnim slucajevima, nad kojim se lezajevima zglobovi nalaze — geometrijska nepro-
mjenjivost ovisi samo o tome, dok polozaji zglobova unutar tih polja nisu bitni. Osnovni
je zahtjev, dakako, da broj zglobova i njihov raspored moraju osigurati geometrijsku
nepromjenjivost sistema i njegovu staticku odredenost. Slucajevi skicirani na slici 55.
iscrpljuju moguénosti ispravnih rasporeda zglobova u Gerberovu nosacu s tri polja. Isto
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tako, u svim je primjerima na slici 54. raspored zglobova ispravan (za te su nosace moguéi
i drugi ispravni rasporedi). Dva jednostavna pravila koja osiguravaju ispravan raspored
zglobova prikazat ¢emo i obrazloziti s pomocu primjera na slici 57.

Lako je vidjeti da je kontinuirani nosac sa slike 57.a. ¢etiri puta staticki neodreden:
S:nD-S—nL:1-3—7:—4.
Prema tome, zelimo li ga ,,pretvoriti” u staticki odredeni Gerberov nosa¢, moramo ume-

tnuti cetiri zgloba. O njihovu ¢e ispravnu rasporedu ovisiti geometrijska nepromjenjivost
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nosaca. Kako ¢e nakon umetanja cetiri zgloba nuzdan uvjet za staticku odredenost,
S = 0, biti ispunjen, geometrijska ¢e nepromjenjivost znaciti i staticku odredenost. Pet
je primjera ispravnih rasporeda zglobova skicirano na slikama b.—f. (Time nisu iscrp-
ljene sve ispravne moguénosti.) Kao $to skice moguéih pomaka sistema na slikama g.—1.
pokazuju, rije¢ je o primjerima pogresnih rasporeda zglobova: dijelovi tih sistema su
mehanizmi. (Ni spektar neispravnih moguénosti nismo iscrpili.)

Na temelju slika 57.g., h. i i. mozemo zakljuciti da u jednom polju ne smiju biti
vise od dva zgloba. Drugo pravilo slijedi iz slika j.—1.: u dva susjedna polja ne smiju
biti po dva zgloba. Oba pravila obuhvac¢aju i grani¢ne slucajeve kad su zglobovi nad
lezajevima. [Pokusajte pronaéi sve moguénosti ispravnih rasporeda zglobova koje daju
sprave” Gerberove nosace! Vratimo se jos na trenutak na primjer sa slike 55.: koji su
rasporedi zglobova neispravni? |

Vidjeli smo da je pri neispravnu rasporedu zglobova dio sistema mehanizam — na tom
je dijelu, prema tome, raskinuto previse veza. Kako je ubac¢eno upravo onoliko zglobova
koliko je potrebno za zadovoljenje nuznoga uvjeta za staticku odredenost, jasno je da je
na dijelu sistema raskinuto premalo veza, pa je taj dio staticki neodreden. U sistemu
sa slike 57.g. staticki je neodreden dio izmedu drugoga i cetvrtog lezaja, u sistemima sa
slika h.—j. neodredeni su dijelovi izmedu treceg i petog lezaja, a u sistemima sa slika k. i 1.
neodredeni su dijelovi izmedu ¢etvrtog i Sestog lezaja. | Pronadite jos nekoliko neispravnih
mogucnosti te oznacite staticki neodredene dijelove i skicirajte moguce pomake dijelova
koji su mehanizmil! ]

5.3. Analiticki postupci

U svakom pomicnom zglobnom lezaju Gerberova nosa¢a moze postojati vertikalna
reakcija, a reakcija u nepomi¢nom lezaju moze imati vertikalnu i horizontalnu kompo-
nentu. Promatramo li nosa¢ u cjelini, sila nepoznatih vrijednosti bit ¢e vise od jed-
nadzbi ravnoteze kojima raspolazemo za njihovo izracunavanje. Tako ¢e na nosacu preko
cetiri otvora/pet lezajeva (slika 58.a.) biti Sest sila nepoznatih vrijednosti (slika b.), a za
nosac¢ kao cjelinu mozemo, kao i uvijek, postaviti samo tri jednadzbe ravnoteze. ,,Nedo-
staju” nam, dakle, tri jednadzbe.

Dodatne se jednadzbe mogu izvesti na dva nacina: nerasclanjenim ili rasclanjenim
postupkom.

5.3.1. Nerasclanjeni postupak

Dodatne ¢emo jednadzbe oblikovati izdvajanjem i uravnotezenjem dijelova nosaca.
[zdvojimo li dio nosaca, na njega ¢e, osim zadanih sila i sila u vanjskim vezama, djelovati
i poopcene sile u presjeku s pomocu kojeg smo ga odvojili; no, u zglobovima su vrijednosti
momenata savijanja jednake nuli, pa presijecanjima kroz zglobove i dodavanjem jednadzbi
ravnoteze momenata u odnosu na njih neé¢emo u te jednadzbe uvesti i nove nepoznanice.

Nosa¢ u nasem primjeru ima tri zgloba. Prema tome, mozemo napraviti tri presjeka i
izdvojiti tri dijela (slike 58.c., d. i e.) ¢ija ¢e uravnotezenja dati tri nedostajuce jednadzbe.
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Uz tri jednadzbe ravnoteze nosaca kao cjeline, dobivamo tako sustav od Sest jednadzbi
sa Sest nepoznanica.

Za jednadzbe ravnoteze nosaca kao cjeline (slika 58.b.) mozemo uzeti, primjerice,
jednadzbu ravnoteze projekcija sila na osi x i jednadzbe ravnoteze momenata u odnosu
na tocke A i H:

Fo=0, Y Ma=0 i > _Muy=0;

s AH pored znakova sumacije oznacili smo da zbrajamo po cijelom nosac¢u. Tri su dodatne
jednadzbe: jednadzba ravnoteze momenata oko zgloba B za dio AB (slika c.), jednadzba
ravnoteze momenata oko zgloba F za dio FH (slika d.) i jednadzba ravnoteze momenata
oko zgloba E za dio EH (slika e.):

DisMe =0, Y _Mp=0 i Y __Mg=0;
AB, FH i EH uz znakove sumacije oznacavaju da sada u te zbrojeve ulaze samo momenti
sila koje djeluju na navedenim dijelovima. [Napisite jednadzbe sustava!]
Ponovit ¢emo: iako su sile Eh, E”, ﬁh, F”, E" i E? na slikama 58.c., d. i e. nacrtane,
njihove vrijednosti nisu usle ni u jednu jednadzbu ravnoteze.
vrijednosti reakcija.

AH

Jedine su nepoznanice

Rijec¢ je o razmjerno velikom sustavu jednadzbi, ali ga mozemo lako ,rucno” rijesiti.
Neke su jednadzbe u stanovitom smislu neovisne: tako jednadzba ravnoteze projekcija
sila na os  odmah daje vrijednost C" (ta je jednadzba zaista neovisna), a jednadzba
ravnoteze momenata oko zgloba B za dio AB daje vrijednost A (kako se A pojavljuje
u jo$ nekim jednadzbama, ta je jednadzba tek uvjetno neovisna). Jednadzbe ravnoteze
momenata oko zglobova F i E za dijelove FH i EH ¢ine (uvjetno) neovisni sustav od
dvije jednadzbe s nepoznanicama GG i H. I na kraju, uz poznate A, G i H preostale dvije
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jednadzbe ¢ine sustav od dvije jednadzbe s nepoznanicama C? i D. Stovise, zamijenimo li
jednadzbe ravnoteze momenata oko tocaka A i H (za cijeli nosa¢) jednadzbama ravnoteze
momenata u odnosu na tocke Ci D,

D Mic=0 i ) Mp=0,
prva ¢e od njih neposredno dati D, a druga C".

U svim se primjerima Gerberovih nosaca slicnim izdvajanjem pogodnih dijelova i od-
govarajué¢im redoslijedom rjesavanja veci sustavi jednadzbi mogu ,razbiti” na niz manjih
sustava i ,neovisnih” jednadzbi.

Naglasit ¢emo jos jednom da su dodatne jednadzbe jednadzbe ravnoteze momenata
u odnosu na zglobove za izdvojene dijelove nosaca, a ne jednadzbe ravnoteze momenata
za cijeli nosac.

5.3.2. Rasclanjeni postupak

[ u ovom postupku nosac rastavljamo presijecanjem kroz zglobove. Medutim, izdvajat
¢emo samo dijelove izmedu dva susjedna zgloba, dok smo u nerasc¢lanjenu postupku katkad
izdvajali i veée cjeline (primjerice, dio na slici 58.e.).

U rasclanjenu postupku dio po dio rjesavamo redoslijedom koji utvrdujemo na temelju
sheme statickoga djelovanja nosaca. Postupak ¢emo prikazati na primjeru koji smo veé¢
rijesili nerasclanjenim postupkom; vjerujemo da ¢e tako razlike u postupcima lakse doci
do izrazaja.

Vidjet ¢emo da staticko djelovanje sistema—slijed kojim se sile prenose s dijela na
dio, do podloge — ovisi o tome jesu li zadane sile horizontalne ili vertikalne. Zbog toga
treba razlikovati dva staticka djelovanja, pa ¢emo zadane sile (slika 59.a.) rastaviti na
horizontalne (slika b.) i vertikalne (slika d.) komponente.

Nepomicni zglobni lezaj u tocki C jedini je lezaj koji moze preuzeti i na podlogu
prenijeti horizontalne sile, pa je jasno da sva horizontalna optereé¢enja treba ,dovesti” do
njega (slika 59.c.). Polazedi s jednoga i, potom, s drugog kraja nosaca, redom zbrajamo
zadane horizontalne sile, te ih horizontalnim komponentama sila u zglobovima prenosimo
s dijela na dio, do dijela na kojemu je nepomicni lezaj. Kako te komponente djeluju na
pravcu osi nosaca, mozemo ih poistovjetiti s uzduznim silama.

Slijéva, na dijelu AB djeluje zadana sila Ff Ta se sila horizontalnom komponen-
tom +B" sile u zglobu B prenosi na dio BE na kojemu je nepomicni lezaj. Na slici 59.c.
horizontalne komponente +B" i +E" sila u zglobovima oznaéili smo tehnickim nacinom.
Pretpostavljeno je, kao uvijek, da su te komponente vla¢ne; drugim rijecima, vlacne sile
smatramo pozitivnima. Silu + B" izracunavamo uravnotezenjem dijela AB: na njega dje-
luju sila ]31h i (jedna od) sila i§h, pa je jednadzba ravnoteze horizontalnih komponenata
sila za taj dio

__F, =0 : P!+ B" =0,
AB

a iz nje slijedi
B" = —pp.
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Slika 59.

Na dio BE djeluje druga sila iz para J_rf?h, suprotno orijentirana, pa je jednadzba
ravnoteze za taj dio

el =0 ~-B"+C"+ E" = 0. (W)

U njoj je, medutim, osim vrijednosti C" nepoznata i vrijednost E” pa je zasad ne mozemo
rijesiti.
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Zddsna je prvi dio dio FH. U naSem je primjeru neopterecen pa je F" = 0. Slijedi
dio EF. Na njega djeluje zadana sila Ph Ona se silom E" u zglobu E prenosi do dijela BE.
Jednadzba je ravnoteze horizontalnih komponenata sila za dio EF

_F, =0 : —E"— P+ F" = 0;
EF

upisali smo i vrijednost sile Fh jer bi se preko dijela EF na dio BE prenosile i horizontalne
sile koje djeluju na dio FH, da postoje. Iz prethodne je jednadzbe

E" = F" — Py,

odnosno, u nasem primjeru,
ho_ h
E" = —Py.

Sada su, osim horizontalne komponente reakcije u lezaju C, poznate sve horizontalne
sile koje djeluju na dio BE. Iz jednadzbe (#) koja izrazava ravnotezu horizontalnih
komponenata sila za taj dio, dobivamo

ch" = B"—E" = —pPh 4 Pl
Neka su:

P! = 450kN, PU = 750kN, Pl = 725kN i Py = 650kN.
Tada su:

B" — —450kN, E" = —725kN i C" = —450+ 72,5 = 27.,5kN.

Sila C™" orijentirana je kao sto je na slici 59.c. pretpostavljeno, dok su sile +B" i +Eh
orijentirane suprotno— te su dvije sile tlacne.

Problem je prijenosa horizontalnih sila lako rjesiv, jer je u Gerberovu mosacu samo je-
dan lezaj nepomican. Za vertikalne je sile zaplet neSto zamrseniji: svi lezajevi preuzimaju
vertikalne sile, pa slijed prijenosa sila nije odmah ocit.

Na slici 59.e. skicirana je shema statickoga djelovanja za vertikalno opterecenje: zami-
sljamo da je Gerberov nosa¢ sastavljen od —uvjetno ¢emo ih tako nazvati—jednostavno
oslonjenih greda i greda s prepustom ili s prepustima. Naime, kako nas sada zanimaju
samo ,,lezajne” veze koje prenose vertikalne sile, i horizontalno pomi¢ne mehanizme na-
zivat ¢emo, zlorabedi privremeno terminologiju, jednostavno oslonjenim gredama ili gre-
dama s prepustima.

Neke se grede preko obje lezajne veze oslanjanju neposredno o podlogu, neke jednom
vezom o podlogu, a drugom o prepust druge grede, a neke s obje veze o prepuste drugih
greda. Grede koje se s obje veze oslanjaju o podlogu osnovni su dijelovi sistema—
one mogu pod vertikalnim optereéenjem ,stajati” same za sebe (ponavljamo: prijenos
horizontalnih sila vise nas ne zanima). Ostale su grede prikljuceni dijelovi koji se barem
jednom vezom oslanjaju na druge grede (kad bismo uklonili te druge grede, prikljuceni bi
dijelovi ostali ,visjeti u zraku”). U nasem su primjeru (slika 59.e.) osnovni nosaci greda s
prepustima BE, s lezajevima C i D, i greda s prepustom FH, s lezajevima G i H. Prikljuceni
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su dijelovi jednostavno oslonjena greda AB, sa stvarnim lezajem A i zamisljenim lezajem B
preko kojega se oslanja na lijevi prepust grede BE, i jednostavno oslonjena greda EF, sa
zamisljenim lezajevima E i F preko kojih se oslanja na desni prepust grede BE i na prepust
grede FH.

Redoslijed rjesavanja dijelova obratan je od redoslijeda sastavljanja sistema. Prema
jednom od op¢ih svojstava staticki odredenih nosaca, optere¢enja na osnovnim dijelovima
ne utjecu na prikljucene dijelove, ali se optere¢enja s prikljuc¢enih vezama prenose na
osnovne dijelove. Zbog toga ,reakcije” u zamisljenim lezajevima prikljucenih postaju
~opterecenjima” osnovnih dijelova (slika 59.f.). Osnovne nosace ne mozemo rjesavati dok
nisu poznata sva opterec¢enja koja na njih djeluju pa treba prvo rijesiti prikljucene dijelove.
Redoslijed ¢e, prema tome, u nasem primjeru biti: AB i EF, a potom BE i FH.

Zamisljeni lezajevi ne postoje—oni su tek pomoc¢no sredstvo za zorniji prikaz stati-
ckoga djelovanja nosaca. ,,Reakcije” u zamisljenim lezajevima u stvari su vertikalne kom-
ponente sila u zglobovima kojima su prikljuceni dijelovi spojeni s osnovnim dijelovima.
Te komponente djeluju na pravcima okomitima na os nosaca, pa ih mozemo poistovjetiti
s poprecnim silama. Stoga ¢emo pri oblikovanju jednadzbi ravnoteze pretpostaviti da su
orijentirane kao na slici 59.g.

Na dio AB djeluju zadana sila Pf, reakcija Au lezaju A i vertikalna komponenta +Bv
sile u zglobu B. Nepoznate vrijednosti A i BY mozemo izra¢unati iz jednadzbi ravnoteze
momenata oko tocaka B i A:

DM =0 —(a1 +az) - A+az- Py =0,
ﬁ.M/Azo: —ay - P — (a1 + ag) - BY = 0.
Uzet ¢emo da su duljine aq, as itd. kao na slici 60. Tada su:
0,8
A=—"2_pr— =" 750 = 26,09 kN,
a; + as 2,3
1,5
B' = —— M pr— 2750 = 4891 kN;
ay + as 2,3

negativna vrijednost, kao i uvijek, pokazuje da je smisao djelovanja sile +BY suprotan
od pretpostavljenoga. Izracunane vrijednosti mozemo provjeriti zbrajanjem vertikalnih
komponenata sila:

EFZ : —A+ B+ P} = —26,09 + (—48,91) + 75,00 = 0,00;
buduéi da zbroj is¢ezava, vertikalne su komponente sila u ravnotezi.

o N olHEMe 2 o .
N

JaN ZaN
15 08 07 0,6 0,65, 0,85 0,6
[ I I I [
3,0 2,75 2,7 2,25
|
Slika 60.
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Na dio EF djeluju zadana sila FQU i komponente +Evi +F" silau zglobovima E i F.
Jednadzbe ravnoteze momenata oko tocaka F i E,

ﬁM/F:O: —<C2+Cg)'EU+Cg'P§)=0,

ZﬁM/E:O: —cy- Py —(co+¢3)- F¥ = 0,
daju vrijednosti £V i F":
3 0,85

BY = PPy = 2650 = 3683 KN,
oo o pr D00 e ogi7kN.
cy + C3 15 ,0
Provjera:
S F. —EY+ F*+ PP = —36,83 + (—28,17) + 65,00 = 0,00.

Prijedemo li na dio FH, silu -l—F’“ sada poznatu, mozemo smatrati zadanom silom.
Nepoznate vrijednosti reakcija GiH izracunavamo, primjerice, iz jednadzbi ravnoteze
momenata oko tocaka H i G,

ZﬁM/H:o; —(cs+d)-F'—d-G =0,
ZﬁM/(;:O: —cy - F'+d-H =0,
a provjeravamo uvrstavanjem u zbroj Y gg F.. U naSem su primjeru:

cy+d 2,85

G - 59 - (—28,17) = 35,68 kN,
Cy 06

H=—F = — 28,17) = —=7,51 kN
; 35  (—28,17) 7.51 kN,

pa je
—G—H = —(-28,17) — 35,68 — (—=7,51) = 0,00;

Preostaje dio BE. Poznate sile koje djeluju na taj dio su: jednoliko distribuirana sila g
(uzet ¢emo da je go = 50,0 kN/m’) i prethodno izrac¢unane vertikalne komponente +B"
i £FE"Y sila u zglobovima. Jednadzba ravnoteze momenata oko tocke D,

v v b v
ZEM/D=O: —(az+b)- B =b-C"+ 5 (q0-0) = er - B = 0,

daje vrijednost vertikalne komponente reakcije C:

a3+b qob C1
Cv:__Bv ___Ev
b T
3,45 50.0 - 2,75 0.6
- —48.91 ’ Rt = 122.07 kN;
578 - (—48,91) + 5 275 36,83 07 kN;
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jednadzba pak ravnoteze momenata oko tocke C,

v b v
D Mic =0 —as B' =2 (qo-b)+b-D—(b+c1) B =0,

daje vrijednost reakcije D:

as qOb b+01
D= 2pvy EY
b0 T T
0,7 50,0-2,75 3,35
= —— - (—4891 ’ ’ — = 101,17 kN.
X (—48,91) + —— + 5 3683 = 101,17

Kao i prije, za provjeru dobivenih vrijednosti mozemo zbrojiti vrijednosti vertikalnih
komponenata sila koje djeluju na dio BE:

ZﬁFZ; —B*—C"+¢q-b—D+E"®
— —(—48,91) — 122,07 + 50,0 - 2,75 — 101,17 + 36,83 = 0,00.

Za razliku od nerasclanjenoga postupka u kojem izbjegavamo uvodenje dodatnih ne-
poznanica, u rasclanjenu postupku, rjesavajuc¢i pojedine dijelove nosaca, izracunavamo
usput i vrijednosti sila u zglobovima.

5.3.3. Unutarnje sile

Za izvodenje funkcijskih izraza koji opisuju vrijednosti sila u poprecnim presjecima
uzduz osi nosaca iskoristit ¢emo rastav nosaca (slike 59.c. i g. na stranici 105.) koji smo
uveli u rasclanjenu postupku izracunavanja vrijednosti reakcija i uzeti da su osim njih
poznate i vrijednosti sila u zglobovima. Da pojednostavnimo izraze, za svaki ¢emo dio
zadati zasebni lokalni koordinatni sustav.

Na dijelu AB treba razlikovati dva podrucja: od lezaja A do hvatista sile P; i od te
tocke do zgloba B-— vrijednosti sila u popre¢nim presjecima bit ¢e na tim podrucjima
opisane razlicitim funkcijskim izrazima.

Ishodiste lokalnoga koordinatnog sustava smjestit ¢emo u tocku A; os x ¢e se poklapati
s osi nosaca, a bit ¢e orijentirana od tocke A prema tocki B (slika 61.a.).

a b (&) PU
. ) M(z) l M(z)
" s S
y A T 4 T()
T ai ‘
.z
Slika 61.

Kao i uvijek, za izvodenje funkcijskih izraza za vrijednosti sila na prvom podrucju
presje¢i ¢emo nosac u bilo kojoj tocki x izmedu tocke A i hvatista sile P; i odbaciti dio
desno od odabranoga presjeka (slika 61.b.). U ravnini popre¢noga presjeka pojavit ¢ée se

109



uzduzna i poprecna sila i moment savijanja. Iz jednadzbe ravnoteze projekcija sila na
os x odmah slijedi

N(z) = 0,

a jednadzba ravnoteze projekcija sila na os z,
ol =0 —A+T(z) =0,
daje funkcijski izraz za vrijednost poprecne sile:
T(x) = A.

Vrijednosti poprecne i uzduzne sile konstantne su na cijelom podruc¢ju. Funkcijski izraz za
vrijednost momenta savijanja izvest ¢emo iz jednadzbe ravnoteze momenata oko tezista
poprecnoga presjeka:

DM =0 —x- A+ M(z) = 0.

Dobivamo
M(z) = Aux;

dakle, vrijednosti momenata savijanja mijenjaju se linearno.

Za izvodenje izraza za vrijednosti sila na drugom podrucju odabrat ¢emo neki presjek x
izmedu hvatista sile P i tocke B i odbaciti dio nosaca desno od njega (slika 61.c.). Ponovo
¢emo upotrijebiti jednadzbe ravnoteze projekcija sila na osi x i z i jednadzbu ravnoteze
momenata oko tezista novoodabranoga presjeka u tocki x:

=0 P!+ N(z) = 0,
=0 —A+ P/ +T(z) = 0,
ZEM/IZO: —x- A+ (x—ay) - P{ +M(z) = 0.

Iz tih jednadzbi slijedi:

T(x) = A— P/,
M(z) = Az — P/ (x—ay) = Plai+ (A— P}) .

Vrijednosti uzduzne i poprecne sile i sada su konstantne, a vrijednosti momenata savijanja
i sada se mijenjaju linearno'. Za provjeru izvedenih izraza za T'(z) i M (z) uvrstit ¢emo

15 Strogo govoredi, na prvome je podruéju funkcija M linearna, dok je na drugom podruéju afina. Buduéi
da su odredbena svojstva linearnosti

flet+y) = fl@) + fly) 1 flaz) = af(z),

samo je = +— ax linearna funkcija, dok se funkcija = — ax + b naziva afinom. No, kako su grafovi obje
funkcije pravei (linearne pravac koji prolazi ishodistem, a afine tom pravcu usporedan pravac pomaknut
za b ,prema gore” ako je b > 0 ili ,prema dolje” ako je b < 0) i kako se funkcije grafovi kojih su krivulje
nazivaju nelinearnima, afina se funkcija obi¢no takoder naziva linearnom.
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ih u izraz moment sila koje djeluju na dijelu Az u odnosu na tocku A:
ZE M/A :
—ay- Pl —x-T(x)+ M(zx) = —Plag—(A—P)zx+Play+(A—P)x = 0.

Ili, mozda i jednostavnija provjera: ocito je da vrijedi M'(z) = T(z).

Preglednije zapisani, funkcijski su izrazi za vrijednosti unutarnjih sila na dijelu AB:

N(x) 0 za 1z €0, ap),
€T =
—Pl za welay, a; + ay);
() A za €0, ay),
€T =
A—P} za xela, a;+ az);
M(x) Ax za x €0, ap),
€T =
Plai+ (A—Pl)x za x€al, a1 + as).

U hvatistu sile Py (z = a;) uzduzna i poprecna sila nisu definirane, a izmedu tocaka
x = aj iz = af njihovi grafovi imaju skokove:

N(af) — Nfay) = —Plh i T(af) ~T(ay) = —P}.
Vrijednosti momenata savijanja u totkama z = a] i = af medusobno su jednake,
M(ay) = M(af) = M(a1) = Aay,

pa je svejedno u koje podrucje stavimo samu tocku x = a;. Kako su vrijednosti momenata
u ta dva podrucja opisane razli¢itim funkcijskim izrazima, graf u tocki = a; ima lom,;
drugim rijecima, dijelovi pravaca kojima su izrazi prikazani imaju razlicite koeficijente
smjera: A i A—PP. U lezajnoj tocki (x = 0) okomito na os nosaca djeluje koncentrirana
sila E, pa poprecna sila nije definirana, a izmedu tocaka x = 0 i x = 0" njezin graf ima
skok za vrijednost A.

Ishodiste lokalnoga koordinatnog sustava za dio BE smjestit ¢emo u tocku C (slika 62.a.).
Na tom ¢emo dijelu razlikovati tri podrucja: izmedu tocaka B i C, izmedu tocaka C i D
te izmedu tocaka D i E.

Za prvo su podrucje (slika 62.b.) jednadzbe ravnoteze projekcija sila na osi z 1 z i
jednadzba ravnoteze momenata oko teziSta poprecnoga presjeka u tocki x:

=0 ~B" + N(z) = 0,
ot =0 —-B”+T(x) = 0,
DM =0 —(as — |z|) - B® + M(x) = 0.

111



. © ® ® =z b f;h_To_B"N(x)
" o T(x)
ey
a5
BUT mqo M(z) M(z) T o
2 C—h— l N(z) ¢ N(ﬂ:){T_OE_v>
C ch T(z) ‘
‘a3 x z ~
Slika 62.

Uocite da su na tom podrucju vrijednosti apscise x negativne; u jednadzbi ravnoteze mo-
menata oko tezista poprecnoga presjeka udaljenost je stoga izrazena s pomocu apsolutne
vrijednosti. Slijedi:

N(z) = B",
T(x) = B,
M(z) = B’ (a3 —|z|) = B’a3 + B’ x.

U tocki B nema zadanih vanjskih koncentriranih sila; sile +B" i +BY komponente su
unutarnje sile u zglobu koje ¢emo poistovjetiti s uzduznom i poprecnom silom. Zbog
toga pri prijelazu preko zgloba, s desnoga podrucja dijela AB na podrucje BC, dijagrami
unutarnjih sila ne smiju imati ni lomova ni skokova, a u samom su zglobu sve unutarnje
sile definirane. U nasem to primjeru znac¢i da se vrijednosti uzduzne i poprecne sile ne
smiju promijeniti i da vrijednosti momenata moraju biti prikazane istim pravcem (ali ne
nuzno i istom funkcijom). Kako su B" = —P!' i B* = A — P?, vidimo da je taj zahtjev
ispunjen.

Za podruéje izmedu lezajeva (slika 62.c.) uobicajene jednadzbe ravnoteze za izvodenje
izraza za vrijednosti unutarnjih sila glase

=0 ~B"+C" + N(z) = 0,
ﬁFzzO: —B"—C"+q-z+T(x) =0,
Z@M/IZO: —(a3+x)-B”—x~C’”+g~(q0~x)+M(x)=0,

pa su
N(z) = B" - C",
T(x) = —qox + B" + C",
M(x) = BUCL3+(BU+CU>ZL’—%I2.
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Kako na promatranom podruc¢ju djeluje jednoliko distribuirana sila, vrijednosti poprec¢ne
sile opisane su linearnom (to¢nije: afinom) funkcijom, a vrijednosti momenata savijanja
polinomom drugoga stupnja; dijagram poprecnih sila bit ¢e odsjecak pravca, a dijagram
momenata dio kvadratne parabole. Dobivene izraze za vrijednosti poprec¢nih sila i mo-
menata mozemo provjeriti, primjerice, uvrstavanjem u izraz za moment oko tocke C, a
lako je vidjeti i da je M'(z) = T(x).

Za izvodenje funkcijskih izraza za vrijednosti unutarnjih sila na podrucju izmedu toca-
ka D i E pogodnije je odbaciti dio lijevo od odabranoga presjeka i jednadzbe ravnoteze
napisati za desni dio (slika 62.d.):

=0 —N(z) + E" =0,
EFZ =0: —T(z)+ E" = 0,
ZEM/xzo: —M(z)—(b+c; —x)-E' =0
iz njih slijedi:
N(x) = E"
T(z) = E",

M(z) = —EY(b+c¢1) + E'x.

U preglednijem su zapisu izrazi za vrijednosti unutarnjih sila na dijelu BE:

B za € [—ay, 0),

N(z) = { B"—C" za 2€0,0b),

\Eh za T € b, b+ cp);

er za X € [_ala O>7
T(x) = <B*"+C"—qux za x€{0,b),

\E” za x€lb b+ cy);

(BYas + B'x za x € [—ay, 0),
M(z) = < B'az + (B"+ C") z — %xz za x € [0, b),

| —E"(b+c1) + E'x za x€[b, b+ cp).

U lezaju C postoji reakcija C koja ima horizontalnu i vertikalnu komponentu, pa su u
lezajnoj tocki (z = 0) nedefinirane i uzduzna i poprecna sila, a pri prijelazu preko nje
dijagrami tih sila imaju skokove:

N(O*)=N(@O) =-C" i TO"-T0) = C"

Reakcija je u lezaju D vertikalna, pa poprecna sila u tocki x = b nije definirana, a
postojanje reakcije, naravno, znaci skok u dijagramu poprecnih sila:

T —TO®) = EY— B —C"+qob = D
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(druga jednakost slijedi iz jednadzbe ravnoteze vertikalnih komponenata sila koje djeluju
na dio BE kao cjelinu: slika 59.g., str. 105).

Pokazite da su, ako je ishodiste lokalnoga koordinatnog sustava u tocki E, funkcijski
izrazi za vrijednosti unutarnjih sila u dijelu EF:

N() £ za x € [0, co),
x =
EM+ P} =0 za xelcy, o+ c3);

E? za x €0, ca),
T(x) =
E'—P) = F* za z€{cy, c3+ C3);
E’x za x €0, co),
M(z) = 10, e2)
Plcoy+ (B —P))x = —F"(co+c¢3) + F'x  za € |ca, c2+ c3).

Stavite, nadalje, ishodiste lokalnoga sustava za dio FH u tocku G i pokazite da su izrazi
za vrijednosti unutarnjih sila:

N(z) =0 za xz€e|—c,d;

Fv za X € [—cy,0),
F'+G za x€{0,d)

M (x) Fv(cy—|z|) = Fley+ FPx za x € [—cyq,0),
) —
Frey+ (FP+G)x za x€|0,d].

U kojim tockama nisu definirane poprecne, a u kojima uzduzne sile? Uocite da se
pri prijelazu preko zglobova E i F vrijednosti uzduznih i poprecnih sila ne mijenjaju.
Usporedite i koeficijente smjera pravaca kojima su prikazane vrijednosti momenata na
podru¢jima lijevo i desno od zgloba F.

5.3.4. Dijagrami unutarnjih sila

Formalno smo dijagrame unutarnjih sila definirali kao grafove funkcija koje opisuju
njihove vrijednosti. No, znamo da za crtanje tih dijagrama ne treba izvoditi funkcijske
izraze poput onih koje smo netom izveli. Dovoljno je izracunati vrijednosti sila u karak-
teristicnim tockama. Karakteristicne tocke su tocke u kojima se funkcijski izrazi mije-
njaju— primjerice, hvatista zadanih koncentriranih sila, lezajne tocke (hvatista reakcija),
tocke na krajevima podru¢ja na kojima djeluju distribuirane sile. .. Vrste krivulja izmedu
karakteristicnih tocaka odredene su diferencijalnim odnosima unutarnjih i vanjskih sila.

Prvo ¢emo nacrtati momentni dijagram (slika 63.b.). Karakteristicne su tocke hvatista
sila Py i Py (zapravo, Py i Py) i lezajne tocke C, D i G. Uz to, znamo da su vrijednosti
momenata u zglobovima A, B, E, F i H jednake nuli. No, B, E i F nisu (ili, barem, ne

moraju biti) karakteristicne tocke—dio dijagrama na podru¢ju izmedu hvatista sile P,
i lezaja C, primjerice, dio je jednoga pravca (buduéi da smo u prora¢unu nosac rastavili
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Slika 63.

u zglobu B, za pravce na podruc¢jima lijevo i desno od njega izveli smo naizgled razlicite
izraze, ali oba imaju isti koeficijent smjera i oba u zglobu imaju vrijednost nula).

Za izracunavanje vrijednosti momenata savijanja u karakteristicnim tockama upotri-
jebit ¢emo, kao i pri izvodenju funkcijskih izraza, rastav nosaca prikazan na slici 59.g. na
stranici 105. i uzeti da su poznate vrijednosti reakcija i sila u zglobovima:

Mp = a;-A = 152609 = 39,14 kNm,
Mc = a3 BY = 0,7+ (—48,91) = —34,24 kNm,
Mp = —¢;-E* = —0,6-36,83 = 22,10 kNm,
Mp, = ¢co- EY = 0,65 - 36,83 = 23,94 kNm,
Mg = ¢4+ F* = 0,6 (—28,17) = 16,90 kNm.
U svim je karakteristicnim tockama funkcija koja opisuje vrijednosti momenata savija-

nja neprekidna (ta funkcija prekid moze imati samo u hvatistu koncentriranoga momenta).
Na temelju poznatoga diferencijalnog odnosa

M"(z) = —q()

znamo da su vrijednosti momenata na neopterecenome dijelu izmedu dviju karakte-
risticnih tocaka prikazane linearnom (afinom), a na dijelu na kojem djeluje jednoliko
distribuirana sila kvadratnom funkcijom. Dijelovi momentnoga dijagrama bit ¢e stoga na
podru¢jima izmedu tocke A i hvatista sile Pl, izmedu hvatista sile P, i tocke C, izmedu
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tocke D i hvatista sile PQ, izmedu hvatista sile ﬁg i tocke G te izmedu tocaka G i H dijelovi
pravaca, a u podrucju izmedu tocaka C i D dio kvadratne parabole. Dijelovi pravaca na
podruc¢jima izmedu hvatista sile P, i tocke C, izmedu tocke D i hvatista sile P, i izmedu
hvatista sile P, i tocke G sijeku os dijagrama u tockama ,,ispod” zglobova.

Za crtanje parabole treba naci jos jednu tocku. Najjednostavnije je izracunati vri-
jednost momenta u polovistu polja izmedu lezaja C i D. Zamijenimo li optereéenje na
dijelu diska staticki odredenoga nosaca staticki ekvivalentnim opterec¢enjem, sile u dijelo-
vima nosaca izvan podruéja zahvacena tim optereéenjima nece se promijeniti (slike 64.a.
i b.). Poznajuéi to svojstvo odredenih nosaca, primjenom je principa superpozicije lako
pokazati da momentni dijagram u polju mozemo nacrtati tako da o spojnicu vrijednosti
nad lezajevima ,,objesimo” momentni dijagram na jednostavno oslonjenoj gredi istoga
raspona i s istim opterecenjem (slike 64.b. i c.) pa je

Mc + Mp — qo b? —34,24 — 22,10 50,0 - 2,75

Mo — _ — 19.10 kN,
b2 5 g 5 T 11 KNI

Graficka konstrukcija pokazuje i da je tangenta na parabolu u toj tocki paralelna sa
spojnicom vrijednosti nad lezajevima.

Slika 64.

Za dijagram poprecnih sila (slika 63.c.) karakteristicne su tocke svi lezajevi i hvatista
obje zadane sile—u lezajevima postoje vertikalne komponente reakcija, okomite na os
nosaca, a i obje sile imaju komponente okomite na nju. U samim tockama poprecna sila
nije definirana, a pri prijelazu preko njih njezine se vrijednosti mijenjaju skokovito, pa
za svaku tocku treba izracunati dvije vrijednosti— neposredno lijevo i neposredno desno
od nje.

Iz diferencijalnoga odnosa



slijedi da ¢e se vrijednosti popre¢nih sila na podrucju izmedu tocaka C i D mijenjati
linearno, dok ¢e na ostalim podrucjima biti konstantne (ali razlicite).

Neposredno desno od lezaja A vrijednost je poprecne sile
Them — A = 26,09 kN,
Na podrucju izmedu lezaja i hvatista sile Py vrijednost poprecne sile se ne mijenja, pa je
TR = T = 26,09 kN.
Neposredno desno od hvatista sile P, vrijednost je
TESm = TR — PP = 26,09 — 75,0 = —48,91 kN;

izracunavamo je iz jednadzbe ravnoteze vertikalnih komponenata sila koje djeluju na
diferencijalni odsjecak koji sadrzi hvatiste sile P;:

_T;iljevo + Plv +T1§1esno = 0.

Ta se vrijednost ne mijenja sve do tocke C, ali u samoj je tocki vrijednost nedefinirana.
(To je i vrijednost vertikalne komponente sile u zglobu B koji lezi u ovom podruéju; rekli
smo ve¢ da tu komponentu mozemo poistovjetiti s popre¢nom silom, pa se stoga dijagram
u zglobu ne prekida.)

Pri prijelazu preko lezaja C vrijednost poprecne sile mijenja se za vrijednost vertikalne
komponente reakcije:

T = T + CY = —48,91 + 122,07 = 73,16 kN.

Na dijelu nosaca izmedu tocaka C i D djeluje jednoliko distribuirana sila, pa se vrijednosti
poprecnih sila mijenjaju linearno. Vrijednost na kraju podrucja, neposredno lijevo od
tocke D, izracunat ¢emo iz jednadzbe ravnoteze vertikalnih komponenata sila koje djeluju
na odsjecak izmedu tocaka C i D:

_Téiesno +q0b+TSijevo _ O,

slijedi: )
Tléljevo _ Téiesno — g b = 73’16 _ 5070 . 2775 = f64,34 kN.

[zracunavanje karakteristicnih vrijednosti poprecnih sila na ostatku nosaca prepustamo
revnom ditatelju. (Napomenut ¢emo tek da na kraju treba dobiti T, = —H, sto je
lako vidjeti krene li se s desnoga kraja nosaca.)

I na koncu price o dijagramima, karakteristicne su tocke za dijagram uzduznih sila
(slika 63.d.) hvatista sila P, i Py (obje imaju komponente koje djeluju na pravcu osi
nosaca) i tocka C (u tom lezaju postoji horizontalna komponenta reakcije). Bududi da ne
postoje uzduzne distribuirane sile, iz diferencijalnoga odnosa



slijedi da ¢e vrijednosti uzduznih sila izmedu karakteristicnih tocaka biti konstantne.
Lezaj C, koji jedini moze preuzeti horizontalne sile, nalazi se izmedu hvatista zadanih
sila, pa ¢e vrijednosti uzduznih sila biti razlic¢ite od nule samo izmedu tih hvatista.

Presijecemo li nosac bilo gdje izmedu hvatista sile Pii lezaja C, iz jednadzbe ravnoteze
horizontalnih komponenata sila koje djeluju lijevo od presjeka dobivamo

Npe = —P".

Isto tako, presijecemo li nosa¢ bilo gdje izmedu lezaja C i hvatista sile Pg, jednadzba
ravnoteze horizontalnih komponenata sila koje djeluju desno od presjeka daje

Ngm = —Py.

U hvatistima sila i u tocki C uzduzna sila nije definirana.

5.4. Superpozicijski postupak

Zamislit ¢emo na trenutak da je umjesto Gerberova nosaca sa slike 65.a. nad istim
otvorima zadan sistem prikazan na gornjem crtezu slike b., sastavljen od jednostavno
oslonjene grede AB i grede s prepustom BDE, sa zajednickim lezajem B. Razmjestaj
optere¢enja na oba je sistema jednak.

Na donjem je dijelu slike b. prikazan dijagram momenata savijanja M° za zadano
opterec¢enje na zamisljenome zamjenjujuéem sistemu. O¢ito je da to nije i ne moze biti di-
jagram na izvornom Gerberovu nosa¢u— na mjestu njegova zgloba C vrijednost momenta
nije jednaka nuli. Druga je razlika nepostojanje momenta savijanja nad srednjim lezajem.
Pokusat ¢emo ,,dodavanjem” tog momenta zamisljeni sistem dovesti u mehanicko stanje
u kojemu je Gerberov nosac.

Kako je na zamisljenom sistemu nad lezajem B zglob, dodati moramo, kao vanjsko
djelovanje, par koncentriranih momenata TMg jednakih intenziteta, jedan moment para
neposredno lijevo, a drugi, suprotnoga smisla vrtnje, neposredno desno od zgloba (gornji
crtez na slici 65.d.). Problem je, medutim, u tome $to nam vrijednost Mg tih momenata
nije (barem naizgled) poznata prije nego sto rijesimo izvorni Gerberov nosa¢. Na srednjem
su dijelu slike d. skicirana tri momentna dijagrama za tri razlicite vrijednosti Mpg; samo
je dijagram nacrtan crnom linijom ,onaj pravi’, trazeni: jedino njegov srednji segment
sijece os u tocki koja odgovara zglobu Gerberova nosaca.

Buduéi da je vrijednost M (z) momenta savijanja u svakom presjeku z jednaka zbroju
vrijednosti M°(z) momenta izazvanoga djelovanjem zadanoga optereéenja (u nagem pri-
mjeru sile F) i vrijednosti M®B(z) momenta zbog djelovanja dodanoga para momena-
ta $Z\7[B, ta se dva utjecaja na mjestu zgloba C moraju ponistiti:

MO(zc) + MB(zc) = 0 ili, sazetije zapisano, M2+ Mg = 0.

Odmabh slijedi:
Mg = —M.
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Ta nam jednakost daje jednostavan postupak grafickoga nalazenja trazene vrijednosti Mg.
Djeluju li na zamisljeni nosa¢ samo momenti TM g, momentni ¢e dijagram biti sastavljen
od dijelova pravaca (slika 65.c.). Za crtanje pravca nad poljem BD poznavati treba dvi-
je njegove tocke. Jedna od njih je tocka na osi koja odgovara lezaju D, jer vrijednost
momenta nad tim lezajem mora biti jednaka nuli. Za drugu ¢emo tocku u dijagramu M°
na donjem crtezu slike b. ocitati vrijednost M i nanijeti je, zbog promjene predznaka, na
suprotnu stranu osi kao ME. Produljimo li spojnicu tih dviju tocaka nad lezaj B, dobivamo
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i vrijednost Mpg. Tu vrijednost mozemo i izracunati primjenom ,slicnosti trokuta”:

Mg ME R
_— = M = - - — = M .
6o 3 ® T3 T T3le

Uz poznatu je vrijednost momenta nad lezajem lako dovrsiti dijagram M®B odsjeckom
pravca nad poljem AB: nad lezajem A vrijednost je momenta savijanja jednaka nuli.

Konaé¢ni dijagram momenata savijanja za zajednicko djelovanje optereéenja zadanog
na izvornom nosacu i dodanoga para momenata mozemo nacrtati tako da na dijagram M5
,objesimo” odgovarajuée dijelove dijagrama M°: u nasem ¢emo primjeru u poloviste od-
sjecka dijagrama M nad poljem BD iz dijagrama M prenijeti vrijednost F'¢5/4 momenta
savijanja ,ispod” sile F (ve¢ spomenuti dijagram nacrtan crnom linijom na srednjem
crtezu slike 65.d.; kako u polju AB nema zadanoga opterecenja, pripadni se dio dija-
grama M®B ne mijenja).

Cijelu je graficku konstrukciju momentnoga dijagrama na zamjenjuju¢em sistemu za
mehanicko stanje koje se podudara s mehanickim stanjem Gerberova nosaca, uteme-
ljenu na opisanim zamislima, najpogodnije provesti na jednom crtezu. Prvo ¢emo za
zadano optereéenje na zamjenjujuéem sistemu na uobi¢ajeni na¢in nacrtati dijagram M°
(slika 66.b.). Dijagram M® pak zrcalimo u osi i crtamo ,,preko” dijagrama M°. Znamo da
su MB =01 ME& = —MQ, pa éemo odsjecak dijagrama M® nad poljem BD stoga provuci
kroz tocku na osi nad lezajem D i kroz tocku dijagrama M koja daje M (tocke 112 na
drugom crtezu slike c.). Time dobivamo i vrijednost Mg nad lezajem B, pa je spojnica
s tockom na osi nad lezajem A (jer je ME = 0) odsjecak nad poljem AB (tre¢i crtez na
slici c.).

Takvo crtanje omogucava neposredno graficko oduzimanje drugog dijagrama od pr-
voga: preklopljene se povrsine izmedu osi i linija tih dijagrama medusobno ponistavaju,
a linija drugoga dijagrama postaje novom, doduse izlomljenom osi, Sto znaci da se vri-
jednosti razlike odmjeravaju od nje (najdonji crtez slike 66.c.). Posebno, budué¢i da na
mjestu zgloba C linija dijagrama sijece novu os, vrijednost je momenta savijanja u toj
tocki jednaka nuli.

Treba li, nova se os lako moze i ,izravnati” (slika 66.d.).

Slican je Gerberov nosa¢, s nesto slozenijim optere¢enjem, zadan na slici 67.a. na
stranici 122. Dijagram M?° za isti raspored optereéenja na zamisljenom zamjenjujuéem
sistemu, sastavljenu ponovno od jednostavno oslonjene grede i grede s prepustom sa
zajednickim srednjim lezajem, prikazan je na slici b.; momenti savijanja postoje sada
u oba polja i na prepustu. Kao i u prethodnom primjeru, zelimo li zamjenjujuci sistem
dovesti u mehanicko stanje u kojemu je izvorni Gerberov nosac, od tog dijagrama moramo
oduzeti dijagram momenata savijanja zbog para momenata zasad nepoznate vrijednosti
koji djeluju neposredno lijevo i desno od zgloba nad lezajem B. Kako je dijagram M?®
sastavljen od odsjecaka pravaca, njegovo crtanje mozemo i moramo zapoceti nad poljem
u kojem su u dvije tocke poznate konacne vrijednosti momenata. U lijevome je polju
zasad poznata samo vrijednost u lezaju A [kolika je?], ali znamo da na mjestu zgloba C
vrijednost mora biti jednaka nuli i da se nad lezajem D vrijednost F»¢3 ne moze promijeniti
[zasto?]. Stoga prvo crtamo odsjecak dijagrama M®B nad poljem BD— odsjecak oznacen
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sa 1 na donjem crtezu slike 67.c. Taj odsjecak prolazi tockom na osi nad lezajem D,
tako da tu konaé¢na vrijednost ostaje Fyls, i donjom tockom ,skoka” u dijagramu M na
mjestu tocke C; zadani koncentrirani moment M desno naime, na Gerberovu nosacu djeluje
neposredno desno od zgloba C, pa konac¢ni dijagram slijéva ,,ulazi u nulu”. Odsjecak 1 daje
vrijednost momenta nad lezajem B, pa su sada i u polju AB poznate dvije vrijednosti, te
mozemo nad tim poljem nacrtati odsjecak 2.
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Odsjecci 2111 1 dio ,,stare” osi nad prepustom ¢ine izlomljenu os kona¢noga dijagrama.
To je dijagram momenata savijanja na zamisljenu zamjenjuju¢em sistemu koji je u istom
mehanickom stanju kao i izvorni Gerberov nosaca, pa, prema tome, i dijagrama momenata
na tom Gerberovu nosacu. (Dijagram, s osi svedenom na horizontalu, prikazan je na
slici 67.d.)

Dosad smo govorili o oduzimanju dijagrama M® od dijagrama M ali ponegdje se, u
stvari, ti dijagrami zbrajaju. Tako u nasem primjeru linije dijagrama M° i M® izmedu
tocaka C i D leze s razlicitih strana osi, pa se, kao Sto vidimo na slici 67.c., povrSine izmedu
osi i tih linija u osi nadovezuju i, stoga, zbrajaju.

122



Iz opisa postupka mozemo izvesti opée pravilo za graficko zbrajanje/oduzimanje dviju
funkcija: graf druge funkcije crta se s promijenjenim predznacima svih vrijednosti i pre-
tvara u novu os. Pritom se vrijednosti, koje se nadovezuju, pribrajaju, a preklopljene se
vrijednosti ponistavaju.

Buduéi da zamjenjujuci sistem dovodimo u mehanicko stanje u kojemu je Gerberov
nosa¢ zbrajanjem/oduzimanjem ili, rjeénikom statike, superponiranjem dvaju stanja—
stanja pri djelovanju opterecenja prenesenih s Gerberova nosaca i stanja pri djelovanju
para momenata oko zgloba nad lezajem — postupak nazivamo superpozicijskim postup-
kom.

Ako, kao u prethodnim primjerima, karakteristicne vrijednosti potrebne za crtanje di-
jagrama MY izracunavamo, provedba je postupka grafoanaliticka— tek u drugom koraku
na crtezu nalazimo tocke kojima prolazi nova os. Na primjeru sa slike 68.a. prikazat ¢emo
graficku provedbu postupka; razlika je samo u prvome koraku.

Zamjenjujudi je sistem sada niz dviju jednostavno oslonjenih greda i grede s prepustom
(slika 68.b.). Na slici 68.d. smo linije momentnih dijagrama na pojedinim gredama, za
djelovanje sila s izvornoga nosaca, nacrtali kao verizne poligone, s pomocu poligona sila
sa slike ¢. Pritom smo distribuiranu silu zamijenili koncentriranim silama, pa je verizni
poligon na gredi s prepustom tangentni poligon verizne krivulje. (Uskoro ¢ete saznati
zasto smo distribuiranu silu u polju podijelili na mjestu zgloba Gerberova nosaca.) Verizni
se poligoni u tockama koje odgovaraju zajednickim lezajevima susjednih greda nadovezuju
jedan na drugi. Kako bi mjerila vrijednosti momenata u sva tri dijagrama bila jednaka,
sva smo tri pola u poligonu sila stavili na jednake udaljenosti od pravca na koji smo
nanizali vektore sila.

Rekosmo malocas ,linije momentnih dijagrama”, a ne ,momentne dijagrame” — buduci
da jo$ nismo ucrtali zakljuéne linije, dijagrami nemaju osi, pa nisu dovrseni. Kad bi
nas zanimali dijagrami na gredama zamjenjujucega sistema za djelovanje koncentriranih
sila P; i distribuirane sile qo, za prvu bi gredu zakljucna linija prosla tockama u kojima
vertikale kroz prvi i drugi lezaj sijeku stranice 0 i 2 prvoga veriznog poligona, za drugu
gredu tockama u kojima vertikale kroz drugi i treéi lezaj sijeku stranice 3 i 4 drugog
poligona, a za polje izmedu lezajeva trece grede tockama u kojima vertikale kroz tredi i
cetvrti lezaj sijeku stranice 5 i 8 treceg poligona, dok bi se za prepust poklapala sa strani-
com 8. Kako, medutim, trazimo mehanicko stanje Gerberova nosaca, zakljuc¢ne su linije,
prema pravilu za graficko zbrajanje/oduzimanje funkcija, linije momentnih dijagrama
zbog djelovanja dodanih parova uravnotezenih koncentriranih momenata oko zglobova
nad drugim i tre¢im lezajem i dodanoga koncentriranog momenta neposredno desno od
zgloba u prvom lezaju (drugi moment para ovdje djeluje na podlogu), crtane ,iza zrcala”
Vrijednosti tih koncentriranih momenata nisu nam poznate, ali znamo da njima izazvani
momenti savijanja moraju na mjestima zglobova Gerberova nosaca ponistiti momente
savijanja zbog sila D i qo- To znac¢i da zakljucéne linije moraju sjec¢i stranice veriznih
poligona ,ispod” tih zglobova.

U prvom su polju Gerberova nosaca dva zgloba, pa u odgovaraju¢im presjecima za-
mjenjujucega sistema momenti savijanja moraju iSceznuti. Prema tome, u prvom su polju
poznate dvije tocke kojima prolazi zakljuéna linija. Povlacenjem odsjecka zakljucne linije
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izmedu prvoga i drugog lezaja, na slici 68.e. oznacenoga s 9 dobivamo i vrijednosti mome-
nata nad tim lezajevima, pa je poznata i vrijednost momenta na pocetku drugoga polja.
To je, medutim, jedina poznata vrijednost u drugome polju—u njemu nema zgloba !

16 Prema drugomu pravilu o rasporedu zglobova (odjeljak 5.2.) u tom polju ne smiju biti dva zgloba.
A ako bi bila, trebalo bi povuéi pravac kroz tri tocke, Sto u opéemu sluc¢aju nije moguce.
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a zasad ne znamo vrijednost momenta nad tre¢im lezajem. Drugo polje moramo, stoga,
preskociti; mozda ¢emo vise srec¢e imati u tre¢em polju. I zaista, Gerberov nosa¢ u njemu
ima zglob, a kako preko ¢etvrtoga lezaja prelazi (optereéeni) prepust, vrijednost je mo-
menta savijanja nad tim lezajem poznata, iako nije jednaka nuli. Jedna tocka kojom
prolazi zakljuéna linija za trece polje sjeciste je vertikale kroz cetvrti lezaj i stranice 8
veriznoga poligona (koja je ujedno i zakljuéna linija za prepust). Buduéi da smo di-
stribuiranu silu izmedu lezajeva razdvojili u dijelove, koje smo zamijenili koncentriranim
silama @1 i @2, u tocki koja odgovara zglobu Gerberova nosaca, na vertikali kroz zglob
bit ¢e diraliste verizne krivulje na stranici poligona izmedu tih sila— stranici 6; ta je
tocka nistiSte momentnog dijagrama u tre¢em polju i, stoga, druga poznata tocka kojom
¢e proc¢i odsjecak 10 zakljucne linije (slika 68.f.). Taj odsjecak daje i vrijednost mo-
menta savijanja nad treé¢im lezajem i, time, vrijednost na kraju drugoga polja, pa se sada
mozemo ,vratiti” i ucrtati odsjecak 11 zakljucne linije za to polje (slika g.).

Na kraju se, naravno, izlomljena zakljucéna linija 9-11-10-8 moze i izravnati. Veé¢ smo
u odjeljku o jednostavno oslonjenoj gredi pokazali da se ,iskrivljeni” momentni dijagram,
koji smo konstruirali kao verizni poligon, na horizontalnu os moze svesti na dva nacina.
Prvi je neposredno prenosenje odabranih vrijednosti u novi dijagram: po vertikalama iz-
mjerene duljine odsjecaka izmedu vrhova veriznoga poligona i zakljuéne linije (slika 69.c.)
vrijednosti su momenata u karakteristicnim tockama (slika d.).

Druga je mogucnost odredivanje trazenih nagiba stranica veriznog poligona u poli-
gonu sila (slika 69.b.): uvedemo li nove polove Oy, Oo, O3 i, za prepust, Oz na razinama
sjecista pravca na kojemu leze vektori zadanih sila sa zrakama 9, 11, 10 i 8, paralelnima s
odsjeccima izlomljene zakljucne linije, novi ¢e verizni poligon, ¢ije su stranice paralelne s
novim zrakama, oznacenima s 0, 1, 2, ...,7 i, na prepustu, 7, imati, oc¢ito je, horizontalnu
zakljuénu liniju. U veriznom poligonu / dljagramu momenata savijanja na slici d. ucrtani
su i dijelovi kvadratnih parabola u tre¢em polju i na prepustu.

Spomenuta sjecista zraka usporedmh s odsjeccima zakljucéne linije i pravca vektora
zadanih sila daju i vektore reakcija A% B, C'i D (slika 69.b.).

Dijagram poprecnih sila prikazan na slici 69.e. mozemo na temelju diferencijalnog od-
nosa 1T = M’ ,izvesti” iz momentnoga dijagrama. Naime, dobro je znano da je geometrij-
sko znacenje derivacije funkcije u nekoj tocki nagib tangente na graf funkcije u toj tocki.
Prema tome, vrijednost poprecne sile bit ¢e jednaka prirastu tangente pri jedini¢nom pri-
rastu apscise. Na slikama c. i d. na taj su nacin odredene poprecne sile neposredno desno
od lezaja A i neposredno desno od lezaja C. Priraste tangenata u momentnom dijagramu
s nakosenim odsjeccima osi treba, kao na slici c., ocitavati od pravaca usporednih s tim
odsjeccima; jedinicéni se prirasti apscise, medutim, moraju izmjeriti po horizontali, jer
su pojedini dijelovi dijagrama s nakosenim odsjeccima osi ,posmicno deformirane” slike
odgovarajuc¢ih dijelova dijagrama s horizontalnom osi.

Ako je nosa¢ nacrtan u mjerilu 1cm :: nm i ako je u poligonu sila ,,udaljenost” polova
od pravca vektora sila H kN, mjerilo je momentnog dijagrama, konstruiranoga kao verizni
poligon, 1cm :: nH kNm, dok je mjerilo na opisani na¢in oc¢itanih vrijednosti poprec¢nih

sila 1cm :: nH kN.
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Slika 69.
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6. Staticki odredeni ravninski resetkasti nosaci

Resetkastim nosacima nazivamo konstrukcije proracunske sheme kojih sadrze samo
zglobne ¢vorove povezane zglobnim Stapovima.

Zglobni je stap ravan Stap koji prenosi sile samo uzduz svoje osi: rezultirajuce sile
unutarnjih plosnih sila u popreénim presjecima djeluju na osi, a rezultiraju¢i momenti
iSCezavaju, pa u poprec¢nim presjecima postoje samo uzduzne sile; na slici 70. prikazan je
dio Stapa izmedu dva poprecna presjeka. Da bi unutarnje sile koje djeluju na osi mogle
odrzati ravnotezu sa zadanim vanjskim silama, vanjske sile, koncentrirane i distribuirane,
moraju takoder djelovati na pravcu osi. Tradicionalno se zglobnima nazivaju jedino Sta-
povi na koje vanjske sile ,smiju” djelovati iskljuc¢ivo na krajevima, tako da su unutarnje
sile u svim presjecima jednake. Kao Sto sam naziv kaze, veze su stapa s podlogom ili
s drugim dijelovima konstrukcije zglobne; te veze uz to smiju biti samo na njegovim
krajevima.

Slika 70.

Unutarnje sile u zglobnom stapu mogu biti vlaéne ili tlacne. Posljedice djelovanja tih
sila produljenja su ili skracenja Stapa. S matematickog se gledista vlacna i tlacna sila
razlikuju samo po predznacima svojih vrijednosti, ali s fizickoga stajalista ponasanje Stapa
moze pri djelovanju tlacne sile biti bitno drugacije nego pri djelovanju vlacne —vitki se
Stap moze pri djelovanju velike tlacne sile izviti.

Osnovni je iznutra geometrijski nepromjenjiv ravninski sklop zglobnih stapova trokut.
Jednostavnim staticki odredenim ravninskim reSetkastim nosacima nazivat ¢emo nosace
sastavljene od trokuta zglobnih stapova. Buduéi da ¢emo se ograniciti na ravninske
staticko odredene nosace, govorit ¢emo kratko o jednostavnim resetkastim nosacima.
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Mozemo razlikovati dva osnovna postupka sklapanja jednostavnih resetkastih nosaca.
U prvome u prvom koraku sklapamo jednostavno iznutra geometrijski nepromjenivo rav-
ninsko ulanc¢eno resetkasto tijelo (slika 71., gornji niz). koje u drugom koraku dovoljnim
brojem vanjskih veza spajamo s podlogom (donji niz na istoj slici).

AN N N> N

2
2 BN
N N
N
N N

Slika 71.

U drugom pak postupku zglobne ¢vorove uzastopno s po dva zglobna Stapa spajamo
s podlogom i/ili s nepomi¢nim ¢vorovima (slika 72.).

Slika 72.

6.1. Metode ¢vorova

Sve veze reSetkastoga nosaca s podlogom zamijenit ¢emo odgovaraju¢im brojem pra-
vilno rasporedenih zglobnih Stapova (treéi i drugi crtez u donjemu nizu na slici 71.).
Cvorove koji nisu lezajni nazvat é¢emo (uz malo pjesnicke slobode) slobodnima. Broj je
¢vorova nosaca n,, a broj je njegovih stapova b.

Cvorove ¢emo oznaciti uzastopnim brojevima od 1 do n, tako da prvo pobrojimo
slobodne, a potom lezajne ¢vorove: ako je n Cvorova slobodno, oznake ¢e slobodnih
¢vorova biti brojevi 1, 2, ..., n, a oznake lezajnih brojevi n+1,..., n,.

Stap izmedu ¢vorova i i j oznadit ¢emo sa {i,j}; jasno je da je uvijek i # j te da
{i,7} 1 {j,i} oznacavaju isti Stap. Pogodno je Stapove oznaciti i uzastopnim brojevima
od 1 do b.

Neka su €, ; i €;, jedini¢ni vektori na osi Stapa {7, j}, pri cemu je vektor €, ; orijentiran
od ¢vora ¢ prema ¢voru j, dok je vektor e;, orijentiran od ¢vora j prema ¢voru ¢, tako da
je €j; = —¢€; ;. Vanjska je normala na ravninu poprecnoga presjeka na kraju ¢ orijentirana
kao vektor €;;, a na kraju j kao vektor e; ;.

128



Uzduzna sila na kraju ¢ odredena je vektorom
Sii = Si;€ (143)

Skalar \S; ; njezina je vrijednost; za vlacnu je silu 5;; > 0, dok je za tlacnu silu S, ; < 0.
Analogno, vektor je uzduzne sile na kraju j

Sji = Sji€ij-

)

Kako je §]Z = —8,;,, bit ¢e, s druge strane,

Sii = —(S€) = S; (=€) = Sj€iy,
pa je, naravno, Sj; = S ;; uvest ¢emo oznaku Sy = S = 5.

Ako su (z;,y;) 1 (z;,y;) koordinate ¢vorova i i j, vektori €;; i €;, dani su izrazima

— Li—Ti o Yj—Yi
€ij = Jé 1+ JK e
{5} {i.j}
(144)
g‘]’l _ IZ ‘,L‘] ? + yl y] —7
bz )
gdje je
bigy = \/(xj —xi)* + (y; — ui)? (145)
duljina stapa {i,j}. Uvedemo li oznake
Tj— T . Yi —Yi
Cij = — 1 Sijg = —,
Ty Ty
mozemo pisati
Ei,j = CZ‘J'T -+ Si,jj 1 gj,i = Cj@? + Sj,i j (146)

Rezultantu vanjskih sila koje djeluju na slobodni ¢vor ¢ oznacit ¢emo sa ]71-; njezine
su skalarne komponente F; , i F;,. Stap {i,j} pak na ¢vor i djeluje silom

—Sij = =S4y € = Stig) Cig- (147)
Za svaki se slobodan ¢vor ¢ = 1,..., n moze napisati vektorska jednadzba ravnoteze
sila koje na nj djeluju:
DSy +F =0
JeNi
ili
Z Stigy €ig + F, = 0, (148)
JEN;

pri cemu je N; skup ¢vorova koji su Stapovima povezani sa ¢vorom i.
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Ta je jednadzba, znamo, istovrijedna dvjema jednadzbama koje izrazavaju iS¢ezavanje
zbrojeva projekcija sila na koordinatne osi:

Z cijSug + Fiz =0,
JEN;

(149)
> 805 Sigy + Fiy = 0
JEN;
za 1 =1,...,n. Dobiveni sustav sadrzi n jednadzbi, dok je broj nepoznatih vrijednosti

sila u Stapovima b.

Za analizu uvjeta rjesivosti pogodno je sustav (149) zapisati u matricnom obliku, pa
¢e sazeto, matricnom stenografijom, biti

As +f =0
ili
As = —f. (150)
Zasad nepoznate vrijednosti sila u Stapovima poredane su pritom u vektor s prema
brojéanim oznakama Stapova: ako je x brojcana oznaka Stapa {i,j}, onda je Sy; j; kom-
ponenta k vektora s, S, = Sy ;-
Matricu sustava A nazivamo ravnoteznom ili statickom matricom. Koeficijenti uz

Stijy = Sk u jednadzbama ravnoteze cvora ¢ njezine su komponente u sjecistima redaka
2(i—1)+1 1 2(i—1)+2 sa stupcem k:

a2(i-1)+1,k = Cij 1 A2(i-1)+2,k = Sijs (151)

Vrijednost Sy ;3 = Sk ulazi i u jednadzbe ravnoteze ¢vora j, kojima odgovaraju redci
2(j—1)+1 1 2(j—1)+2 matrice A, pa su, u istom stupcu,

Aoj-1)+1,x = Cii 1 GGa)+2,k = Sj- (152)
Matrica A ima 2n redaka i b stupaca. Broj stupaca jednak je broju komponenata vek-
tora s, dok je broj redaka jednak broju komponenata vektora f.
Komponente vektora f s indeksima 2(i—1)+1 i 2(i—1)+2 skalarne su komponente F; ,
i I, vanjske sile F koja djeluje u ¢voru 1.
Ako je broj nepoznatih vrijednosti sila jednak broju jednadzbi ravnoteze, b = 2n, i

ako je matrica A regularna (ako joj je rang 2n), sustav jednadzbi ravnoteze (150) ima
jedinstveno rjesenje za bilo koji vektor f; formalno je

s =—-Af. (153)

Za oba je spomenuta postupka sklapanja jednostavnih staticki odredenih ravninskih
reSetkastih nosaca lako dokazati Mazwellovo pravilo: za ravninski sklop koji sadrzi n
slobodnih zglobnih ¢vorova najmanji je broj (matematickim rje¢nikom: nuzdan broj)
zglobnih Stapova potrebnih za geometrijsku nepromjenjivost

b = 2n. (154)



A kako su ti nosaci sastavljeni od trokutal”, taj je najmanji broj stapova i dovoljan za
geometrijsku nepromjenjivost. Sam pak najmanji broj znaci staticku odredenost, pa ce
sustav (150) imati jedinstveno rjeSenje, odnosno, matrica A ¢e biti regularna.

Obiljezje je jednostavnih resetkastih nosaca da se jednadzbe (149) mogu poredati
tako da se sustav ne mora rjesavati kao cjelina, nego postupno, u nizu s n koraka. U
svakom se koraku, naime, moze pronac¢i barem jedan ¢vor u kojem su nepoznate samo
dvije vrijednosti sila u priklju¢enim stapovima. Ako je nosac sklopljen prvim postupkom,
u nekim ce slucajevima prije izracunavanja vrijednosti sila u Stapovima reSetkastoga
tijela trebati izracunati vrijednosti sila u stapovima koje tijelo spajaju s podlogom. Za
nosace pak sklopljene drugim postupkom redoslijed rjesavanja je suprotan od redoslijeda
sklapanja.

Primjerice, u ¢vor 2 nosaca sa slike 73.a. prikljucena su dva Stapa, pa ¢emo, napi-
Semo li (prema slici b.) jednadzbe ravnoteze za taj ¢vor, dobiti sustav koji sadrzi dvije
jednadzbe s dvije nepoznanice:

C21S(1,2) + 255025 = —Iy,
52.1501,21 + 825505 = 0.

U évoru 1 sastaju se tri Stapa, ali je vrijednost sile u jednome od njih, u stapu {1, 2},
iz prethodnoga koraka poznata. Jednadzbe ravnoteze za taj ¢vor (prema slici c.) stoga
ponovno tvore sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice:

c13501,3 + c1aSua = —c125012),
513503 + s14504 = F1 — 812502}
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Slika 73.

Cvorove mozemo uravnoteziti i graficki, zatvaranjem poligona sila: poligon sila u
¢voru 2 na slici d., potom poligon sila u ¢voru 1 na slici e.

[ Pokusajte odrediti redoslijed rjesavanja ¢vorova za drugi nosac¢ u donjem nizu slike 71. |

1T Degenerirane slucajeve u kojima sva tri vrha ,trokuta” leze na pravcu isklju¢ujemo.
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6.2. Metode presjeka
6.2.1. Culmannov postupak

Ve¢ ste u odjeljku 4.1.3. naucili da je Culmannov postupak graficki postupak urav-
notezenja cetiriju sila u ravnini. Podsje¢amo: cetiri su sile u ravnotezi ako rezultanta
bilo koje dvije sile djeluje na pravcu odredenom rezultantom preostalih dviju sila (taj se
pravac naziva Culmannovim pravcem) te ako su te dvije rezultante jednakih intenziteta,
a suprotna smisla djelovanja.

Culmannov je postupak primjenjiv kad je zadana jedna sila zadana (pravac i smisao
djelovanja te intenzitet), a zadani su i pravci djelovanja preostalih triju sila, a traze se
njihovi intenziteti i orijentacije.
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Slika 74.
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U primjeni Culmannova postupka u rjesavanju resetkastoga nosaca zamisljenim presi-
jecanjem nekoliko stapova razdvajamo ga u dva dijela. Pri tome sile smiju biti nepoznate
u tri ili, kod K resetke, u cetiri presjecena Stapa. Na dio nosaca s jedne strane presjeka
tada djeluju cetiri sile: tri nepoznate sile u presjecenim stapovima i rezultanta svih poz-
natih sila; nepoznate se sile odreduje iz navedenoga grafickog uvjeta ravnoteze cCetiriju
sila.

Kao primjer, odredit ¢emo sile u Stapovima 1, 2 i 3 nosaca sa slike 74.a. na prethodnoj
stranici. U prvom koraku odredujemo reakcije (slika b.). Potom izdvajamo dio nosaca
desno od presjeka kroz stapove 1, 21 3 (slika c.). Culmannov pravac prolazi sjecistima pra-
vaca djelovanja sila Bi+8, tesila +5; i +55. Bududi da je sila B poznata, zatvaranjem
trokuta sila kojem su stranice sila B , paralela s pravcem djelovanja sile +5, 1 paralela s
Culmannovim pravcem odredujemo orijentaciju i intenzitet sile +5, te orijentaciju i in-
tenzitet rezultante tih dviju sila na Culmannovu pravcu (slika c.). U posljednjem koraku
zatvaranjem novoga trokuta sila, stranice kojeg su rezultanta na Culmannovu pravcu i

paralele s pravcima djelovanja sila +51 i i§3, odredujemo orijentacije i intenzitete tih
dviju sila (slika d.).

6.2.2. Nosac s K ispunom

Resetkasti se nosaci s K ispunom (slika 75.a.) ne mogu razdvojiti presijecanjem samo
tri stapa. Ipak, Culmannov se postupak moze primijeniti nakon presijecanja cetiri Stapa
jednoga polja, jer se moze naci pravac djelovanja rezultante sila u dva presjecena dija-
gonalna Stapa, ¢ime se broj pravaca na kojima djeluju sile nepoznatih vrijednosti svodi
na tri. Rezultanta sila u dvije presjecene dijagonale mora uravnoteziti rezultantu sila u
ostala dva stapa prikljucena u isti ¢vor (¢vora oblika slova K). Te druge dvije sile dje-
luju na istom vertikalnom pravcu, pa je na tom pravcu i njihova rezultanta. Slijedi da i
rezultanta sila u dijagonalama mora biti vertikalna.

Primjer rjeSavanja prikazan je na slici 75. Reakcije su odredene primjenom veriznoga
poligona i poligona sila (slika b.). Ti su poligoni upotrijebljeni i za nalazenje rezultante
vanjskih sila koje djeluju na lijevi dio nosaca, izdvojen presijecanjem Stapova -V (sli-
ka c.). Culmannov je pravac spojnica sjecista pravaca djelovanja sile u stapu gornjega
pojasa i rezultante sila u dijagonalama i sjecista pravaca djelovanja sile u stapu donjeg
pojasa i rezultante vanjskih sila (slika d.). Nakon $to smo Culmannovim postupkom
odredili intenziteta i orijentacije sila u Stapovima donjega i gornjeg pojasa i rezultante sila
u dijagonalama (slika e.), tu smo rezultantu rastavili u dijagonalne komponente (slika f.).

6.2.3. Ritterov postupak

Ritterov ste postupak, kao analiticki postupak izracunavanja vrijednosti triju sila,
upoznali u odjeljku 4.1.2. Zamisljenim presijecanjem nekoliko stapova, od kojih su u tri
(odnosno, u slucaju K resetke, u cetiri) sile nepoznate, resetkasti nosac¢ razdvajamo u dva
dijela, pa sile u ,,presje¢enim” Stapovima nalazimo iz uvjeta ravnoteze jednoga dijela. Za
tri uvjeta uzimamo uvjete ravnoteze momenata u odnosu na tocke u kojima se sijeku osi
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dvaju od tri odabrana Stapa (i koje i sada nazivamo Ritterovim tockama), jer se u svakoj
jednadzbi ravnoteze tada kao jedina nepoznanica pojavljuje sila u tre¢em stapu.

Na slici 76.b. odredene su Ritterove tocke za sile u stapovima 1, 2 i 3 nosaca sa slike a.:
Ritterova tocka Ry za silu i§1 sjeciste je osi Stapova 2 1 3, tocka Ry za silu igg sjeciste
je osi stapova 1 1 3, dok je tocka Rj3 za silu +5, sjeciste osi stapova 1 1 2. Jednadzbe
ravnoteze momenata u odnosu na Ritterove tocke (prema slikama c., d. i e.) neposredno
daju izraze za vrijednosti sila:

d
ZM/Rlz(): Sl'dl"i_B'dB,l:O —_— Slz_ﬁB’
.. dl
desni dio
d
N Mp,=0:  Sp-dy—B-dpz =0 g = iB2p
.. d2
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. \ R3

52’/
Ah R%O/A R2
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2
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S
4 y/
Ve - R:
Ss Ss AN dB,2
c. dB,lTB d. 1 e B

Slika 76.

Bududi da je kod nosaca slozenije ili nepravilne geometrije krakove sila najlakse odre-
diti mjerenjem na crtezu, u provedbi je Ritterov postupak cesto grafoanaliticki.

Ako su osi dvaju presjecenih Stapova medusobno usporedne, vrijednost sile u tre¢emu
Stapu izracunava se iz uvjeta ravnoteze projekcija sila na pravac okomit na te osi.
6.3. Prosirenje pojma resetkastoga nosaca

Postavka da su resetkasti nosaci opterec¢eni samo u zglobovima i da, stoga, u Stapovima
postoje samo uzduzne sile vrijedi samo kao proracunska shema i kao stanje koje je u
vecini slucajeva dovoljno toéno. Ako vlastitu tezinu Stapova ne mozemo zanemariti ili
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ako su Stapovi neposredno opterecéeni (slika 77.a.), moramo osim uzduznih u obzir uzeti
i poprecne sile i momente savijanja u njima. I u tom slucaju mozemo nosa¢ proracunati
kao resetkasti, pri ¢emu optere¢enja rastavljanjem u komponente prenosimo u zglobove
(slike b. i c.). Ukupne sile u stapovima potom nalazimo superpozicijom (slika d.).

{ S

va
'3
&
Fy
S1 F
T~

Fl/F:

Rs,,m

Rs,,F

Slika 77.

6.4. Slozeni resSetkasti nosaci

Slozeni resetkasti nosaci sastavljeni su od Stapova i resetkastih tijela (slike 78.a. i d.).
U prvome se koraku proracuna resetkasta tijela zamjenjuju stapovima (slike b. i e.), a
u drugom se koraku izracunavaju sile u Stapovima tijela, pri ¢emu su tijela opterecena
silama koje su u prvom koraku izra¢unane kao sile u zamjenjujuéim stapovima (primjerice,
slike c. za nosac i opterecenje sa slike a.).
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Slika 78.

6.5. Resetkasti nosaci sa sekundarnom ispunom

Resetkasti nosaci sa sekundarnom ispunom nastaju dodavanjem Stapova u resetkaste
nosace jednostavnije strukture (slika 79.a.). Stapovi se mogu dodavati, primjerice, radi
smanjenja duljine Stapova kako bi se izbjegli preveliki lokalni momenti savijanja, radi
smanjenja raspona sekundarnih nosaca cije se optere¢enje prenosi na ¢vorove resetke te
radi smanjenja duljina izvijanja tlacnih Stapova.

Takve nosace proracunavamo rastavljanjem na glavni sistem i na sekundarne sisteme
(slika b.), pri ¢emu prvo rjesavamo sekundarne sisteme (slika d.), a potom dobivenim
sreakcijama” opterecujemo glavni nosac¢ (slika c.). Uzimamo, naime, da su ,lezajevi”
sekundarnih resetaka u ¢vorovima glavnoga nosaca.

Konac¢ne vrijednosti sila u stapovima nalazimo primjenom superpozicije.
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7. Trozglobni lukovi i okviri

7.1. Opis. Geometrijska nepromjenjivost i staticka odredenost

Trozglobni su nosaci konstrukcijski sistemi sastavljeni od dvaju diskova koji mogu biti
punostjeni ili reSetkasti. Diskovi su medusobno povezani zglobom, a svaki je disk zglobno
vezan i za podlogu. Zglob koji povezuje diskove nazvat ¢emo srednjim zglobom. Lezajni
zglobovi mogu, ali ne moraju biti na istoj visini. Ako su osi diskova dijelovi krivulja,
nosaci se obi¢no nazivaju trozglobnim lukovima (slike 80.a. 1 b.), a ako su osi poligonalne
linije trozglobnim okvirima (slike 80.c. i d.). Osim toga, osi diskova mogu biti i samo na
dijelu zakrivljene (slika 80.e.). Najvisu tocku luka nazivamo tjemenom.

1.7

Slika 80.

Trozglobni se sistemi ¢esto upotrebljavaju kao glavni nosaci tvornickih hala, skladista,
sportskih dvorana, mostova, ..., a izvode se od armiranoga betona, ¢elika te monolitnog
ili lijepljenog lameliranog drva. Osim zbog Siroke rasprostranjenosti u primjenama, troz-
globni su nosaci vrlo vazna skupina konstrukcija i s teorijskoga i s edukacijskog gledista:
kao sto ¢emo u sljede¢im poglavljima pokazati, nosaci koji pripadaju nekim drugim tipo-
vima proracunavaju se svodenjem na njih ili prema analogiji s njima.

Trozglobni sistemi zadovoljavaju nuzdan uvjet geometrijske nepromjenjivosti:
Smin:nD'3_nZ1'2_nL:2‘3_1'2—2‘2:O.
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Ako, kao na slikama 80.a.—e., sva tri zgloba ne leze na jednom pravcu, ti su sistemi
geometrijski nepromjenjivi: pri zakretanju lijevoga diska oko njegova lezajnog zgloba
srednji bi se zglob trebao poceti gibati po okomici na spojnicu ta dva zgloba (slika 81.a.);
no, srednji zglob ,pripada” i desnom disku, pa bi se zbog toga morao pokrenuti po
okomici na spojnicu s desnim lezajnim zglobom; kako ne moze istodobno putovati po dva
razli¢ita pravca, zakljuéujemo da mora ostati nepomican (QED). Bududi da u sistemu
postoji upravo najmanji moguci broj veza neophodan za geometrijsku nepromjenjivost,
ona odmah povlaci i staticku odredenost.

A

s

Slika 81.

Leze li, medutim, njegovi zglobovi na jednom pravcu, sistem (slika 81.b., tanja linija)
je trenutno promjenjiv ... trenutno, sve dok se srednji zglob ne pomakne sa spojnice
lezajnih zglobova (slika 81.b., deblja linija).

7.2. Graficki postupak

Kao i uvijek, zapocet ¢emo s odredivanjem reakcija. Budué¢i da su oba lezaja ne-
pomicna, poznate su samo tocke u kojima te reakcije djeluju, ali ne i njihove vrijednosti
i pravci djelovanja—nepoznate su, prema tome, cetiri velicine. Culmannov postupak,
konstrukcija veriznoga poligona i neposredno uravnotezenje triju sila primjenjivi su ako

su nepoznate tri velicine!®

7.2.1. Jedna zadana sila

Ako je optereéen samo jedan disk, primjerice lijevi (slika 82.a.), pravac na kojemu dje-
luje jedna reakcija moze se lako odrediti iz uvjeta ravnoteze drugoga, neoptere¢enog diska;
u naSem je primjeru to desni disk. Na njega djeluju samo dvije sile: reakcija B u desnom
lezaju i spojna sila Cu srednjem zglobu. Da bi te dvije sile bile u ravnotezi, moraju, kao
Sto znamo, djelovati na istom pravcu te imati jednake intenzitete i suprotne orijentacije.
Zasad nam je potreban samo prvi dio toga uvjeta—njime je odreden pravac djelovanja
reakcije B: on mora u planu polozaja, osim kroz lezaj B, proci i kroz zglob C (slika 82.b.).
Sada se mozemo vratiti na cijeli nosa¢: utvrdivanjem pravca djelovanja jedne reakcije

zadatak smo sveli na neposredno uravnotezenje triju sila od kojih je jedna (P) poznata

(poznati su joj i pravac djelovanja i vrijednost), drugoj (B) znamo pravac djelovanja, a za

18 Podsjeéamo: Culmannov je postupak primjenjiv ako su nepoznate vrijednosti triju sila na poznatim
pravcima, dok su neposredno uravnotezenje triju sila i verizni poligon primjenjivi ako su nepoznati pravac
i vrijednost sile u poznatoj tocki te vrijednost druge sile na poznatom pravcu.
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Slika 82.

trecu (E ) znamo kojom tockom prolazi. Ravnoteza je moguca samo ako pravci djelovanja
sve tri sile prolaze istom tockom (prvi geometrijski uvjet ravnoteze triju sila). Time je
odreden pravac djelovanja reakcije A: on mora u planu polozaja proci sjecistem pravaca
djelovanja sila PiB (lijevi crtez na slici 82.c.). Drugi geometrijski uvjet ravnoteze triju
sila—trokut sila mora biti zatvoren — daje intenzitete i smisao djelovanja reakcija AiB
(desni crtez na slici 82.c.).

Kad su poznate reakcije, mogu se metodom jednostavnih presjeka odrediti sile u oda-
branom popre¢nom presjeku. Prica je ve¢ poznata: zamisljenim presjekom odvajamo dio
nosaca, pa sile u presjeku moraju uravnoteziti rezultantu svih ostalih sila koje djeluju
na promatrani dio. U nasemu primjeru na dio lijevo od presjeka dJeluJe samo reakcua A
(slika 82.d.), dok za dio desno od presjeka treba odrediti rezultantu Rg .p zadane sile Pi
reakcije B (slika 82.e.). Sila RB,P ima isti intenzitet i isti pravac djelovanja kao sila A, a
suprotan smisao |zasto?].

Postupak se nimalo ne razlikuje od grafickoga postupka odredivanja sila u odabranom
presjeku nosaca s jednim diskom, opisana u odjeljku 4.2.2., buduc¢i da su pravci djelova-
nja uzduzne i poprecne sile poznati—uzduzna lezi na pravcu tangente ¢; na os nosaca
u tocki presjeka, a poprecna na okomici na tu tangentu—njihove intenzitete i smisao
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dobivamo zatvaranjem trokuta sila. Uravnotezavanjem dijelova nosaca lijevo i desno od
presjeka dobivamo, kao sto znamo, sile jednakih intenziteta, ali suprotnih Treba, stoga,
uz crtez trokuta/poligona sila uvijek jasno navesti na koji dio dobivene sile djeluju, po-
sebno ako se promatrani dio ne crta izdvojeno (8to ¢e i biti slucaj u veéini primjera koji
slijede).

Intenzitet |M;| momenta savijanja jednak je umnosku intenziteta rezultante koja dje-
luje na promatrani dio i udaljenosti d; pravca njena djelovanja od tezista presjeka:

\Mi| = |A|-di = |Rp,p| - di;

udaljenost d; oc¢itavamo u planu polozaja. Smisao vrtnje momenta suprotan je od smisla
vrtnje momenta rezultante u odnosu na teziste presjeka (u nasemu je primjeru jednak
pretpostavljenom). I za smisao vrtnje momenata koji djeluju na lijevi i na desni dio
vrijedi ono $to je receno za smisao djelovanja uzduzne i poprecne sile.

7.2.2. ViSe sila zadanih na jednome disku

U primjeru smo, jednostavnosti opisa radi, uzeli da je zadana samo jedna sila. Sto
se odredivanja reakcija tice, sila P moze biti i rezultanta vise sila, ali, naglasavamo, sve
moraju djelovati na jedan disk —reakcija u lezaju drugoga diska prolazit ¢e kroz srednji
zglob samo ako je taj disk neopterecen. I za odredivanje sila u presjecima neoptere¢enoga
diska svejedno je je li sila P jedina ili je rezultanta vise sila. Uz to, nista se u postupku ne
mijenja ni pri odredivanju sila u presjecima optere¢enoga diska koji leze lijevo od prve ili
desno od zadnje sile zadanoga niza sila. Jedino za presjeke izmedu tih sila treba u obzir
uzeti pravce djelovanja, odnosno hvatista pojedinih sila—uravnotezuju se samo one sile
koje djeluju na dio nosaca lijevo ili na dio desno od odabranoga presjeka.

Primjerice, na lijevi disk luka sa slike 83. djeluju sile P; i Py. Kako je desni disk
neopterecen, pravac djelovanja reakcije B i sada prolazi kroz zglob C. Pravac na kOJemu
djeluje reakcija A prolazi kroz sjeciste pravaca djelovanja reakcije B i rezultante P sila P,
i Py U poligonu sila mozemo ocitati intenzitete i orijentacije reakcija A i B. Za sada
nista novo.

Presjek 1—1 odabrat ¢emo izmedu hvatista sila Pl i P,. Na dio lijevo od tog pre-
sjeka dJeluJu sile A i Py (naglasavamo: samo sile Ai Pl, iako Je prema crtezu i hvatiste
rezultante P na tom dijelu), a na dio desno od njega reakcija B isila PQ Promatramo
li lijevi dio, sile u presjeku 1—1 moraju, dakle, uravnoteziti rezultantu Ra p, sila AiP.
Nagib pravca djelovanja, intenzitet i orijentaciju te rezultante odredujemo u poligonu
sila. Uz poznatu silu R A.p,, U poligonu sila nalazimo i intenzitete i orijentacije uzduzne
i poprecne sile u presjeku (trokut sila u dnu poligona). Za izracunavanje intenziteta
momenta savijanja treba jos na planu polozaja ocitati udaljenost d; pravca djelovanja
sile R a.p, od presjeka 1—1. Taj pravac prolazi sjeciStem pravaca na kojima djeluju sile A
i P, a usporedan je s rezultantom R 4,p, odredenom u poligonu sila.

Uravnotezenjem dijela nosaca desno od presjeka 1—1 dobit ¢emo unutarnje sile istih
intenziteta, ali suprotnih orijentacija. Poprec¢na i uzduzna sila uravnotezuju sada rezul-
tantu Rp p, sila P, i B (trokut na vrhu poligona sila); intenzitet te rezultante jednak
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Slika 83.

je intenzitetu rezultante R A,p > a smisao djelovanja suprotan. U planu polozaja pravac
djelovanja sile R B.p, (potreban za izracunavanje momenta savijanja) prolazi sjecistem
pravaca na kojima djeluju sile Bi 152, a usporedan je s rezultantom konstruiranom u po-
ligonu sila. Taj se pravac mora podudarati s pravcem na kojem djeluje rezultanta Ra P
[zasto?|. Dakle, pravac djelovanja rezultanata Ra Pl Rpy _p, Mmozemo nacrtati i kao spoj-
nicu sjecista pravaca djelovanja sila AiPte pravaca djelovanja sila BiP,.

7.2.3. Sile zadane na oba diska

Slucéaj u kojem su optereéena oba diska (slika 84.a.) svodimo primjenom principa
superpozicije na opisani slucaj. U prvom koraku ,uklanjamo” opterecenje s, primjerice,
desnoga diska— opterecen je, dakle, samo jedan, lijevi disk (slika 84.b.)—i opisanim
postupkom odredujemo reakcije. U drugom ¢emo pak koraku ostaviti samo opterecenje
na desnom disku (slika 84.c.). Ukupne su reakcije vektorski zbrojevi reakcija dobivenih
u prvom i drugom koraku. Uz poznate reakcije lako je odrediti sile u bilo kojem presjeku
(primjena principa superpozicije pritom vise nije potrebna).

Slika 84.

Kao primjer, odredit ¢emo reakcije i spojnu silu u srednjemu zglobu trozglobnoga
okvira sa slike 85. (Sila P, moze biti i rezultanta vise sila koje djeluju na lijevi disk, a
sila P, sila koje djeluju na desni disk.) Na slici 85.a. prikazano je odredivanja reakcija.
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Slika 85.

Zamislit ¢emo prvo da na okvir djeluje samo sila P,. Pravac djelovanja reakcije By u
lezaju desnoga, ,,neopterec¢enog” diska mora stoga u planu polozaja proci zglobom C, dok
¢e pravac djelovanja reakcije A, proc¢i sada poznatim sjeciStem pravaca djelovanja sila B,
i P,. Znaci da su pravci djelovanja sila B,iA, poznati, pa u poligonu sila mozemo odrediti
njihove intenzitete i orijentacije. Potom ¢emo ,zaboraviti” silu P, i uzeti da je opterecen
samo desni disk (silom Fd). Kako je sada lijevi disk neoptere¢en, pravac djelovanja
reakcije Ag prolazi srednjim zglobom te, potom, pravac djelovanja reakcije By, sjecistem
pravaca na kojima djeluju Agi Fd; uz poznate pravce djelovanja, intenzitete i orijentacije
tih reakcija odredujemo u poligonu sila. Ukupne reakcije dobivamo zbrajanjem parcijalnih
reakcija—u vektorskom zapisu A=A,+4,i B=B,+ Ed; graficki smo njihove
intenzitete i orijentacije, kao i nagibe pravaca na kojima djeluju, odredili u poligonu sila.

—

Na lijevi disk djeluju sile Ai Fg, a na desni sile B i pd. Buduéi da su sile ]3@, Pd, A
i Bu ravnotezi, u ravnotezi su i rezultanta sila Ai E i rezultanta sila B i 13d. Te dvije
rezultante, prema tome, djeluju na istom pravcu i jednakih su intenziteta, a suprotnih
orijentacija. Njihov je pravac djelovanja spojnica sjecista pravaca djelovanja sila AiP
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te pravaca djelovanja sila BiP, (plan polozaja na slici 85.b.), a intenzitete i orijentacije
odredujemo u poligonu sila (takoder na slici 85.b.— gornja je sila para +C rezultanta
sila APy, a donja sila Bi pd). Rezultanta sila 4 i P, ujedno je i sila kojom, razdvojimo
li nosac presjekom kroz zglob C, lijevi disk djeluje na desni, dok je rezultanta sila BiP,
sila kojom desni disk djeluje na lijevi; te smo rezultante, stoga, kao sile u zglobu, oznacili
jednostavno sa +C. Kako zglob ne preuzima moment savijanja, da bi jedan disk bio u
ravnotezi, pravac rezultante svih sila koje na njega djeluju, osim sile kojom na nj djeluje
drugi disk, mora proé¢i kroz zglob—drugim rijecima, sjeciste pravaca djelovanja sila A
i 13@, zglob C i sjeciste pravaca djelovanja sila BiP, moraju lezati na pravcu.

7.3. Analiticki postupak

7.3.1. Sile u vanjskim vezama i u srednjem zglobu

Veé¢ smo rekli: obje reakcije trozglobnoga sistema leze na pravcima nepoznata na-
giba, sto zajedno s njihovim nepoznatim vrijednostima daje u prvom koraku proracuna,
izracunavanju reakcija, ¢etiri nepoznanice. Za ravninski nosac¢ kao cjelinu na raspolaga-
nju su nam tri jednadzbe ravnoteze, nedovoljno za izracunavanje vrijednosti tih nepozna-
nica.!? Zbog toga moramo izdvajanjem i uravnotezenjem dijela sistema uvesti dodatne
jednadzbe. Kao i u grafickom postupku, razdvojit ¢emo diskove u srednjem zglobu. Na
taj nacin u pricu uvodimo samo dvije nove nepoznate veli¢ine— vrijednost sile u tom
zglobu i nagib pravca njezina djelovanja; u svim se drugim presjecima kao tre¢a nepoz-
nanica pojavljuje i moment savijanja.

Za svaki disk mozemo napisati tri jednadzbe ravnoteze. S tri jednadzbe za cijeli
nosac, dobiveni sustav sadrzi devet jednadzbi. Pokazat ¢emo na razmjerno jednostavnom
primjeru da je samo Sest jednadzbi linearno nezavisno. Intuitivno: neka su oba diska,
svaki za sebe, u ravnotezi; kako ¢e se, ,spojimo” li ponovo diskove, sila kojom u srednjem
zglobu desni disk djeluje na lijevi i sila kojom lijevi disk djeluje na desni medusobno
ponistiti, i nastali ¢e sklop nuzno biti u ravnotezi, pa nam uvjeti ravnoteze cjeline ne
daju nista novo. Broj nezavisnih jednadzbi odgovara, prema tome, broju nepoznanica,
pa postoji jedinstveno rjesenje.

Umjesto nepoznatih vrijednosti sila i nagiba pravaca njihova djelovanja u proracun
unosimo nepoznate vrijednosti dviju komponenata svake sile na odabranim pravcima. Na
slici 86.b. reakcije trozglobnoga okvira sa slike a. rastavljene su u horizontalne i vertikalne
komponente: A u A" i A%, a B u B" i BY. Silu C u srednjem zglobu takoder rastavljamo
uChiCv (slike c. i d.). Uz poznate pravce djelovanja te uz na slikama naznacene
pretpostavljene orijentacije tih sila, u nastavak proracuna ulaze samo njihove vrijednosti.

19§ druge strane, odvojen od podloge, trozglobni sistem nije iznutra geometrijski nepromjeniv—

rije¢ je o dva medusobno zglobno spojena diska pa, dakle, o spojenom sistemu sa ¢etiri stupnja slobode
(S=np-3—ngz -2=2-3—-1-2=4).
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Slika 86.

Jednadzbe su ravnoteze projekcija sila na horizontalnu os za cijeli okvir te za lijevi i

za desni disk

_F, =0
AB
_F, =0
AC
_F, =20
CB

A + B, — B = 0,
A+ B+ Ot =0,

—Cch — B" = 0;

AB, AC i CB kraj simbola sumacije oznacavaju da se zbrajanja provode po cijelom okviru

(od lezaja A do lezaja B), samo po lijevom disku (od lezaja A do zgloba C) te samo po

desnom disku (od zgloba C do lezaja B).

Lako je vidjeti da je prva jednadzba zbroj drugih dviju, Y g Fi = X ac Fo + 2ocp Fo
Sto znaci da su od tri jednadzbe samo dvije nezavisne.
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Sli¢no tome, jednadzbe su ravnoteze projekcija sila na vertikalnu os za cijeli nosac, za
lijevi disk i za desni disk

_F, =0 : —A"+ F, + F3 — BY =0,
AB

_F, =0 : —A" + F, + CY =0,

AC

_F. =0 : —C" + F3 — BY = 0.

CB

I sada je prva jednadzba zbroj ostalih dviju, Y z5 F>. = Y ae F> + g I:, te su ponovo
samo dvije nezavisne. Kako su u jednadzbama ravnoteze projekcija sila na vertikalnu os
nepoznanice A¥, B’ i C", dok su u jednadzbama ravnoteze projekcija sila na horizontalnu
os nepoznanice A" B" i C", jednadzbe tih dviju skupina medusobno su nezavisne.

Jednadzbu ravnoteze momenata za cijeli sistem napisat ¢emo u odnosu na tocku A:

,’-@M/A:O : —n Fy — a9 Fy, — a3 F3 + 25 B + 23 B" = 0

(x 1 z oznacavaju udaljenosti, a ne koordinate). Napisemo li i jednadzbe ravnoteze mo-
menata za lijevi i za desni disk u odnosu na tu tocku,

AACM/A=O : —a By — 29 Fy — 2. CY — 2.C" = 0,

C73.7\4/A=0 : 2. C + 2. C" — 23 Fy + 25 BY + 2z, B" = 0,

jednadzba je ravnoteze momenata za cijeli sistem zbroj jednadzbi ravnotezi momenata

za lijevi i za desni disk. Napisemo li pak jednadzbu ravnoteze momenata za desni disk u
odnosu na tocku B,

CABM/B =0 : —(25 —2) C¥ + (2 — 25) O" + (w5 — 23) F3 = 0.

prva jednadzba nece biti zbroj ostalih dviju. Moze se stoga uciniti da izborom razlicitih

tocaka u odnosu na koje pisemo jednadzbe momenata mozemo, ali ne moramo dobiti
nezavisne jednadzbe, te da broj neovisnih jednadzbi ovisi o izboru te tocke. Medutim, ...

Jednadzbe ravnoteze projekcija sila na horizontalnu os i na vertikalnu os za desni disk
pomnozit ¢emo s —zg i —xg:

— 2 CABszO : 2 C" + 2z B" = 0,
_:CB C-BFZ:O : SCBCv—.%'BFg-FSCBBv:O.

Pribrojimo li dobivene jednadzbe zbroju jednadzbi ravnoteze momenata za lijevi i za
desni disk (u odnosu na tocke A i B), dobit ¢emo

Z,&‘CM/A+Z@M/B_ZBZ@FI_J:B @Fz:Z@M/m

Sto znaci da je jedna od tih pet jednadzbi ravnoteze linearna kombinacija ostale ¢etiri.

[ako se na prvi pogled ¢ini da smo kao linearno zavisne ,,odbacili” jednadzbe rav-
noteze cijeloga okvira, zadrzati mozemo bilo kojih Sest nezavisnih jednadzbi. Naime,
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Slika 87.
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odabirom pogodnih nepoznanica i prikladnih uvjeta ravnoteze te odgovarajué¢im redosli-
jedom rjesavanja dobivenih jednadzbi ,,puni” se sustav sa Sest jednadzbi moze razbiti na
manje sustave s po dvije jednadzbe, pa i na niz pojedina¢nih jednadzbi. Dvije najcesce
primjenjivane mogucénosti opisat ¢emo na primjeru trozglobnoga luka sa slike 87.a.

Na slici 87.b. reakcije su, kao i u prethodnom primjeru, rastavljene u horizontalne i
vertikalne komponente, a u horizontalnu i vertikalnu komponentu rastavit ¢emo i silu u
srednjem zglobu (slike d. i e.). Napisemo li jednadzbu ravnoteze momenata oko lezaja B
za cijeli nosac (slika b.), u nju ée kao nepoznanice uéi samo vrijednosti A" i A sila Ah
i A¥ Samo te dvije vrijednosti ulaze kao nepoznanice i u jednadzbu ravnoteze momenata
oko zgloba C za lijevi disk (slika d.). Dobili smo, dakle, sustav dviju jednadzbi s dvije
nepoznanice:

Mg =0 : 2 A" =0 A" 4+ ) Mg =0, (155)

AB

M =0 AN —ae A Y Myc = 0 (156)
podizrazom .. xg M, obuhvatili smo vrijednosti momenata svih zadanih koncentrira-
nih sila i svih distribuiranih optere¢enja u odnosu na tocku B te vrijednosti svih zadanih
koncentriranih momenata. Podizraz ), ¢ M;/c obuhvaca vrijednosti momenata u od-
nosu na tocku C zadanih koncentriranih i distribuiranih sila koje djeluju na lijevi disk,
kao i vrijednosti koncentriranih momenata koji djeluju nanj.

Na slican ¢éemo nacin izrac¢unati i vrijednosti B" i B¥: prva jednadzba bit ée jednadzba
ravnoteze momenata oko lezaja A za cijeli nosac (slika 87.b.), dok ¢e druga jednadzba po-
novo biti jednadzba ravnoteze momenata oko zgloba C, ali sada za desni disk (slika 87.e.):

. h v
aMa =0 z B'4+0-B°+ 3 My =0, (157)

aMec=0: —(x—2) B"+ ({—x) B + Zie@Mi/C = 0. (158)
U oblikovanju jednadzbi (155)—(158) pretpostavili smo da su polozajni odnosi kao na
slici 87.—lezaj B je iznad lezaja A, pa smo predznake vrijednostl momenata reakcija
odredili prema crtezu.

Za provjeru izracunanih vrijednosti mozemo za nosa¢ kao cjelinu zbrojiti projekcije
sila na horizontalnu i vertikalnu os (slika 87.b.):
: h_ pgh h
S AN BY Y P = (159)

. AV v v .
o A= B 4 ) P = (160)
pritom >, s P i >, x5 P obuhvacaju vrijednosti horizontalnih i vertikalnih kompo-
nenata zadanih koncentriranih sila i vrijednosti komponenata rezultanata zadanih distri-
buiranih opterecenja.

Uz poznate vrijednosti reakcija, vrijednosti C* i CV sila C" i C mozemo izracu-
nati iz dviju jednadzbi ravnoteze projekcija sila koje djeluju na lijevi ili na desni disk;
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najpogodnije je uzeti projekcije na horizontalnu i vertikalnu os. Odaberemo li, primjerice,
lijevi disk, bit ¢e (slika 87.d.):

—_ 0 - h _ h ho_
cF=0: A -Ch ) P =0 (161)
L= 0 0 ATy P =0 (162)

kako u svaku jednadzbu ulazi po jedna nepoznanica, iz prve jednadzbe neposredno dobi-
vamo C", a iz druge C*. Zbrojeve projekcija sila koje djeluju na desni disk (slika 87.¢.),

. h_ ph h _
ofe s OBt P =, (163)

ol B -CU Y P =, (164)
mozemo potom iskoristiti za provjeru ispravnosti prethodnih izracunavanja.

Navedeni ,simetrican” slijed proracuna reakcija nije jedini moguéi. Primjerice, u
prvom koraku mozemo, kao i prije, iz sustava jednadzbi (155) i (156) izracunati vri-
jednosti A" i AY a vrijednosti B" i B potom iz sada medusobno neovisnih jednadzbi
ravnoteze projekcije sila na horizontalnu i vertikalnu os za cijeli nosac¢ (lijeve strane iz-
raza (159) i (160) izjednacene s nulom) i time izbjedi rjesavanje sustava jednadzbi (157)
i (158).

Stovige, i rjesavanje prvoga sustava mozemo izbjedi rastavimo li reakcije, kao na
slici 87.c., u vertikalne komponente i komponente koje djeluju na spojnici lezajeva: A
uA%i A% a B u B°i B* Kako sada pravac djelovanja sile A% prolazi tockom B, jedina
je nepoznata vrijednost u jednadzbi ravnoteze momenata u odnosu na tu tocku vrijednost
sile A°:

_ . _¢p. AO i —
D Me =0 C-A Y Mg = 0. (165)
Analogno, u jednadzbi ravnoteze momenata oko tocke A jedina je nepoznata vrijed-
nost BY:
—_— . . 0 : =
@M/A =0 : (-B° + ieATBMZ/A 0. (166)
Kad su vrijednosti A i B poznate, vrijednosti A% i B* sila Ast i B* izravno slijede iz
jednadzbi ravnoteze momenata oko tocke C za lijevi i za desni disk (slike 87.f. i g.):

. sl
M =0 fo At —ae A4y Myc =0, (167)

aMc=0: —fc-B"+ ({—x) B+ ZiE@Mi/c — 0; (168)

ili, uvedemo li u proracun vrijednosti horizontalnih komponenata A”, i B, sila As*i B

Miec=0: he Al — 2. A" + ZiGAACMi/C =0, (169)

AC

aMic=0: —he-Bly+ ({—x)-B"+ 3 _ My =0 (170)

udaljenost hc izmedu zgloba C i tocke u kojoj vertikala kroz srednji zglob sijece spojnicu
lezajeva obicno je lakSe izracunati negoli udaljenost fc zgloba od spojnice lezajeva.
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Zbrojevi Y sgFy 1 D spF. ostaju nam ponovo za kontrolu prorac¢una.

Veze izmedu vrijednosti A% A" i A® A*® te izmedu vrijednosti BY, B" i B° B*

mozemo izvesti na temelju skica 88.a. 1 b.:

Ah

At = Al = A cosa, At = ; (171)
COS (¥

A = A . sina + A° = A" tga + A°, A = Av — A tga (172)
Bh

B" = BY = B* . cosq, B = ; (173)
COS v

B* = B — B* .sina = B’ — B"-tga, B = BY + B" . tga; (174)

pritom pretpostavljamo da su sile orijentirane kao na skicama.

Slika 88.

7.3.2. Sile u poprecnim presjecima

Vrijednosti sila u odabranom poprecnom presjeku izracunavamo na uobic¢ajeni nacin,
poznat vec iz odjeljka 4.2. o nosacima s jednim diskom — metodom jednostavnih presjeka.
Nakon sto smo na jedan od opisanih nacina odredili reakcije, poznate su sve vanjske sile
koje djeluju na nosa¢. Odvojimo li dio nosaca s jedne strane odabranoga presjeka, recimo
slijéva (slika 89.a.), nepoznate ¢e, prema tome, biti simo vrijednosti triju sila u simome

presjeku.
M(s) &(s)
pl_\ \‘?"N(S) _\0(s)
T(s) ¢(s)
a i, b
o LU
Slika, 89.

Kao i u prora¢unu nosac¢a s jednim diskom, u tezistu 7 (s) odabranoga presjeka uvo-
dimo lokalni koordinatni sustav (£7¢)(s) (slika 89.b.). Vrijednost uzduzne sile mozemo
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neposredno izrac¢unati iz jednadzbe ravnoteze projekcija na os £(s) sila koje djeluju na
promatrani dio nosaca, izmedu lezaja A i presjeka s:

o Few =0 N(s) = —A"-cost(s) — A" -sind(s) — RA%S); (175)

R/_%S) je vrijednost projekcije na os £(s) rezultirajuce sile zadanih koncentriranih i distri-
buiranih sila koje djeluju na taj dio (pri izricanju uvjeta ravnoteze pretpostavili smo da
je projekcija rezultirajuce sile pozitivno orijentirana).

Izraz za vrijednost poprecne sile mozemo neposredno izvesti iz jednadzbe ravnoteze
projekcija pripadnih sila na os ((s):

o Fes =0 T(s) = —A" - sind(s) + AY-cosd(s) — R/%s); (176)

RA%S) vrijednost je projekcije na os ((s) rezultirajuce sile zadanih koncentriranih i distri-
buiranih sila koje djeluju na dio izmedu lezaja A i presjeka s.
Vrijednosti N(s) i T(s) mogu se izracunati i rjeSsavajudi sustav koji sadrzi jednadzbe

ravnoteze projekcija sila na osi x i z:

ZAAS F, =0 : N(s)-cosd(s) + T(s) sind(s) + A" + zieA”sPih =0, (177)
Z/@ F,=0: —=N(s)-sind(s) + T(s)-cosd(s) — A” + Zieﬁst = 0. (178)

Vrijednost momenta savijanja izracunavamo, kao i uvijek, iz jednadzbe ravnoteze
momenata u odnosu na tocku 7 (s):

D Mi =0
M(s) = =A"-2(s) + AV x(s) = 3 My — )1 = My (179)

i€ As jeAs
M; mogu biti vrijednosti zadanih koncentriranih momenata ili vrijednosti rezultirajucih
momenata dijelova zadanih distribuiranih momenata na luku As, dok su M; (s vrijednosti

momenata sila P; u odnosu na tocku 7 (s), pri cemu neke sile P; mogu i sada biti rezultante
pripadnih dijelova distribuiranih sila.

7.3.3. Primjer (s nekoliko dosad nespomenutih pojedinosti)

Na slici 90.a. prikazan je trozglobni okvir optere¢en jednoliko distribuiranom silom
q(s) =q, k, gdje je ¢y njezina vrijednost po jedinici duljine osi, dok je s prirodni para-
metar; ¢ moze biti, recimo, vlastita tezina. Neka je g, = 25,0 kN/m’. Treba izracunati
vrijednosti reakcija i nacrtati dijagrame unutarnjih sila.

Reakcije ¢emo prvo rastaviti u horizontalne i vertikalne komponente (slika 90.b.).
Vrijednosti komponenata reakcije A izracunat ¢emo iz sustava koji ¢ine jednadzba rav-
noteze momenata oko lezaja B za cijeli nosac (slika b.) i jednadzba ravnoteze momenata
oko zgloba C za lijevi dio nosaca (lijevi crtez na slici c.):

~1,0- A" —95- A" + 85 Qx5 + 5,0 Qs + 1,25 - Qg5 = 0,
4,0-A" —40-A" +30-Qs5 + 1,0-Qpc = O;
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Qap> Wpe: Wpe 1 Qg vrijednosti su rezultanata distribuirane sile ¢ na dijelovima nosaca
izmedu lezaja A i ¢vora D, ¢vorova D i E, ¢vora D i zgloba C te ¢vora E i lezaja B:

Qxs = - lap = 25,0 -~/2,02 + 4,02 = 111,80 kN,
Qoe = ¢5 log = 25,0-5,0 = 125,0kN,
Qoc = ¢y loc = 25,0-2,0 = 50,0 kN,
Qs = ¢ leg = 25,0-4/2,52 + 5,02 = 139,75 kN,
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U ovom je primjeru moment komponente Ah (s pretpostavljenom orijentacijom) u odnosu
na tocku B negativan, jer je ta tocka ,ispod” tocke A. Rjesavanjem sustava dobivamo

AP =79 49KN i AY = 175,84 kN.

Sustav za izracunavanje vrijednosti komponenata reakcije B sadrzi jednadzbu rav-
noteze momenata oko lezaja A za cijeli nosac¢ (slika 90.b.) i jednadzbu ravnoteze mome-
nata oko zgloba C za desni dio nosaca (desni crtez na slici c.),

~1,0-B" + 95-B" — 1,0- Qa5 — 4,5 Qpg — 825 - Qgg = 0,
—5,0-B" +55-B" — 1,5 Qg — 4,25 Qgg = 0,

gdje je Qg rezultanta distribuirane sile na dijelu izmedu zgloba C i ¢vora E:

Qce = ¢ lcg = 25,0-3,0 = 75,0kN.
Rjesenje je sustava

B"=7949kN i B’ =200,71kN.
Vidimo da su sve sile orijentirane kao Sto smo na slici i pretpostavili.

Rjesenja ¢emo provjeriti zbrajanjem horizontalnih i vertikalnih projekcija sila za cijeli
nosac:

Ah — Bh = 79,49 — 79,49 = 0,00,
—AY — B + Qx5 + Qpg + Qzg = —175,84 — 200,71 + 111,80 + 125,00 + 139,75 = 0,00.

Treba uoéiti da su A" i B" jedine horizontalne sile pa moraju imati suprotne orijentacije
i jednake intenzitete.

Komponente sile u zglobu C mozemo izracunati iz jednadzbi ravnoteze projekcija sila
koje djeluju na, recimo, lijevi dio nosaca (lijevi crtez na slici 90.c.):
A — " =0,
—A" + Qap + Qpc + C” = 0;
prva jednadzba daje C" = 79,49kN, a druga C* = 14,04kN. Naravno, jednake bismo

vrijednosti dobili iz jednadzbi ravnoteze projekcija sila koje djeluju na desni dio (desni
crtez na slici c.):

ch — B" =0,
—C" 4+ Qe + Qg — B = 0.
Drugi nacin odredivanja reakcija zapocinje rastavljanjem reakcija u vertikalne kompo-

nente i komponente na spojnici lezajeva (slika 91.a.). U jednadzbi ravnoteze momenata
u odnosu na tocku B za cijeli nosac,

—95-A% + 85-Qap + 5.0- Qg + 1.25- Qgg = 0,
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Slika 91.

jedina je nepoznanica vrijednost A° pa odmah dobivamo A° = 184,21 kN. Isto je tako u
jednadzbi ravnoteze momenata u odnosu na tocku A,

95-B° — 1,0-Qz5 — 4,5- Qg — 8,25 Qgg = 0,

jedina nepoznanica BY pa je, odmah, B® = 192,34 kN. (Naravno, A° # Av i B # B.)

Vrijednosti komponenata na spojnici lezajeva izracunat ¢emo tako da te komponente
rastavimo u po dvije komponente —vertikalnu i horizontalnu—u tocki ispod zgloba C
(slika 91.b.). Kako vertikalne komponente prolaze kroz zglob, u jednadzbe ravnoteze
momenata oko zgloba za lijevi i desni dio nosaca ulaze samo vrijednosti horizontalnih
komponenata:

4,421 - Al — 4.0-A° + 3,0 Qa5 + 1,0 Qe = 0,

—4.421-B" + 55-B% — 15 -Qc — 4,25 Qzg = 0.

Iz prve je jednadzbe A?, = 79,49kN, a iz druge B", = 79,49kN, pa su
B},

Ah
—st — 7993 kN i B = = 79,93 kN.

COs COS v

Asﬁ _

Kao sto vidimo, sile Ast | B imaju jednake intenzitete, a suprotno su orijentirane.
To smo mogli zakljuciti i bez izracunavanja. Te su dvije sile, naime, jedine sile koje
imaju horizontalne komponente, pa iz uvjeta ravnoteze horizontalnih sila slijedi da te
horizontalne komponente moraju imati suprotan smisao djelovanja i isti intenzitet. A
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Slika 92.

kako sile A i B* djeluju na istom pravcu, i one ¢e imati suprotne orijentacije i jednake
intenzitete (dovoljno je da njihovi pravci imaju isti nagib).

Ocito je i dasu A, = A" i B, = B" (slika 92.), dok su vrijednosti A” i A° te BY i
BY povezane izrazima

A = A” + AM tga,
B’ = B" — B" - tgo;

usporedite te izraze s izrazima (172) i (174) na stranici 151., a usporedite i slike 92. 1 88.
U posebnom slucaju, kada su lezajevi na istoj visini, A° = AY, A% = A" B = B¥ i
Bt = Bt

Ponovit ¢emo jos jednom (taj ¢e nam zakljuc¢ak uskoro zatrebati): ako su na trozglob-
nom luku ili okviru zadane samo vertikalne sile, horizontalne komponente reakcija imat
¢e suprotne orijentacije i jednake intenzitete. Uvest ¢emo oznaku H = A" = B"

Za crtanje dijagrama unutarnjih sila neé¢emo izvoditi funkcijske izraze, nego ¢emo
izracunati njihove vrijednosti u karakteristicnim tockama. Vrste krivulja izmedu tih
tocaka odredene su poznatim diferencijalnim odnosima.

Karakteristi¢ne su tocke za momentni dijagram tocke D i E u kojima se lomi os nosaca
(slika 90.a. na stranici 153.). Vrijednosti momenata savijanja u tim tockama mozemo
neposredno izracunati iz jednadzbi ravnoteze momenata oko tocke D za dio nosaca izmedu
tocaka A i D te oko tocke E za dio izmedu tocaka B i E (slika 93.):

ZEM/D —0: Mp=—-40-A"+20-A" — 1,0- Qx5 = —78,08kNm,

e Me =0 M= —50-B" +25-B" — 1,25-Qgg = —70,36 kNm.
Znamo osim toga da u lezajnim zglobovima i u srednjem zglobu momenti iS¢ezavaju;
pritom ,kroz” zglob C krivulja dijagrama prolazi bez loma.

Znamo i da su izmedu tocaka A i D, izmedu tocaka D i E i izmedu tocaka E i B
linije dijagrama dijelovi kvadratnih parabola. Za crtanje tih parabola treba na svakom
dijelu izracunati jos po jednu vrijednost. Odabrat ¢emo vrijednosti u polovistu dijela AD
(tocka F), polovistu dijela DE (tocka G) i polovistu dijela EB (tocka H); pomocu tih je
vrijednosti vjerojatno najlakse konstruirati parabole. Postupak izrac¢unavanja vrijednosti
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Slika 93.

Tgcsno Téijevo
a. Ndesno lijevo (
QADl P Ne
h
A b. Bt
A? <

Slika 94.

i crtanje odgovarajucih dijelova parabola objasnili smo u odjeljku 5.3.4., na stranici 116.:

Ma+Mp  qy -25  0—7808 11,181 -4,4722

Mg = = = —11,09kN
¢ > T3 SR g I,
Mp + M A 78,08 —70,36 25,0 - 5,02
Mg = 2o e | B oE L Z05 20 2000 391 kNm,
2 8 2 8
Me + M, ol I 11,181 - 5,592
My = E; 5, I 3 EB — 70’26” + — 88 559 _ 8,49 kNm;

qu u izrazima za Mg i My oznacava intenzitete komponenata distribuirane sile koje su
okomite na osi dijelova AD i EB:
qj = @y - cosVUxp = qg - | cos Vgg]
(jer je Ugg = —Vap)-
Momentni je dijagram prikazan na slici 95.a.

Za dijagrame poprecnih i uzduznih sila karakteristi¢ne su tocke lezajne tocke te ponovo
tocke D i E. No, budu¢i da se u tockama D i E nagibi osi skokovito mijenjaju, u samim
tockama sile nisu definirane. Stoga vrijednosti sila treba izrac¢unati u tocki koja je na
dijelu AD neposredno ispod tocke D (slika 93.a.),

TSOUG = A" sinvzy + A”-costVas — Qap - cosVUxg = —42,46 kN,
N[c)lolje _ _Ah . COS ﬁm — A% . sin rﬁﬁ + Qﬁ - sin ﬁﬁ = —92,83 kN,
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Slika 95.

u tockama koje su na dijelu DE neposredno desno od tocke D (slika 94.a.) i neposredno
lijevo od tocke E (slika 94.b.),

TS = A” — Qup = 64,04 kN,
Ngeme = —AM = 79,49 kN,

T — _BY + Qg = —60,96 kN,
NPV — —BM = —7949 kN,

te u tocki koja je na dijelu EB neposredno ispod tocke E (slika 93.b.),

TN = Bh.sindgg — B -cosdegg + Qg - cosVgg = —43,84 kN,
NN — _BM. cosdgg — BY-sintgg + Qg - sindgg = —90,07 kN.

Isto tako, poprecne i uzduzne sile nisu definirane ni u samim tockama A i B—to su
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hvatista reakcija. Vrijednosti sila izracunat ¢emo stoga u tockama neposredno iznad
lezajnih:

T = —A" sintxy + AY - costay = 7,54 kN,

NETe _Ar. costzy — AY-sintzs = —192,83 kN,

TEre = B" . sintgg — B - costlgg = —18,66 kN,

NE™ = —B".cosvgg — B"-sindgg = —215,07 kN.

[zmedu karakteristicnih tocaka vrijednosti uzduznih i poprecnih sila mijenjaju se li-
nearno ili se, kao uzduzna sila na dijelu DE, ne mijenjaju. Komponente sile u zglobu
mozemo poistovjetiti s uzduznom i popreé¢nom silom, pa pravci dijagrama ,nesmetano”
prolaze kroz zglob. Dijagrami poprecnih i uzduznih sila prikazani su na slikama 95.b. i c.

7.4. Superpozicijski postupak

Projektivna geometrija moze se obradivati sredstvima i analiticke i diferenci-
jalne geometrije. Medutim najljepsi, najjednostavniji i najpregledniji nacin je
bez sumnje sinteticki nacin. ..

V. Nice: Uvod u sinteticku geometriju

Na gradevinske konstrukcije ¢esto djeluju vertikalna opterecenja (to su, recimo, sva
gravitacijska optere¢enja), pa vrijedi iscrpnije se pozabaviti prora¢unom trozglobnih no-
saca za takva djelovanja (slika 96.a.). Pokazat ¢emo kako se u tom sluc¢aju momentni
dijagram moze nacrtati uvodenjem ,zamjenjujuce grede”. Postupak se odlikuje jedno-
stavnoscu i zornoséu prikaza. Njegova je pedagoska vrijednost u novomu, dubljem uvidu
koji pruza u ponaSanje trozglobnih sistema. Za praktiénu je pak primjenu vazno da
se zamisao na kojoj je utemeljen moze primijeniti pri optimizaciji oblika osi nosaca.
Nedostatak postupka moze biti manja tocnost, ali tako nacrtani dijagram moze posluziti
za laku i brzu provjeru ispravnosti provedbe toc¢nijega analitickog proracuna.

7.4.1. Zamisao

Zapocet ¢emo rastavljenjem reakcija u vertikalne komponente A% i BO te kompo-
nente A | B+ koje djeluju na spojnici lezajeva. U proslom smo odjeljku zakljucili da
je pri vertikalnom optereéenju A% = B*, pa smo tu vrijednost na slici 96.b. oznaéili
jednostavno sa H'

U proglom smo odjeljku vrijednosti A% i BY izracunali iz jednadzbi ravnoteze mome-
nata oko tocaka B i A. Analizirat ¢emo sada malo potanje prvu jednadzbu (jasno je da
¢e sve receno vrijediti i za drugu).

Jednadzba je ravnoteze momenata u odnosu na tocku B, uz orijentacije sila kao na
slici 96.b.,

_E'AO+Zie@(£_$i)'Pi+Zje@(£_xj)'Qj = 07 (180)
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Slika 96.

gdje su Q); vrijednosti rezultanata distribuiranih sila g;, a z; apscise njihovih hvatista (u
nasem je primjeru zadana samo jedna distribuirana sila, ali moze ih, naravno, biti vise).
»Krakovi” ¢, {—xz; i {—x; udaljenosti su pravaca djelovanja sila od tocke B. Kako sve sile
djeluju na vertikalnim pravcima, te udaljenosti mjerimo po horizontali; drugim rijecima,
aplikate hvatista sila nisu bitne.

Opteretimo li jednostavno oslonjenu gredu istoga raspona istim silama u tockama s is-
tim apscisama i ozna¢imo li vrijednost reakcije u njezinom lijevom lezaju s A? (slika 96.c.),
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jednadzba ravnoteze momenata oko desnoga lezaja bit ¢e jednadzba (180). Uz vertikalne
sile kao optere¢enje mogu biti zadani i momenti —reakcije ¢e i tada biti vertikalne. Prema
tome, prvi je zakljucak: ako je trozglobni nosa¢ opterec¢en samo vertikalnim silama i,
mozda, momentima, vertikalne su komponente reakcija (u rastavu u vertikalne kompo-
nente i komponente na spojnici lezajeva) jednake reakcijama netom opisane jednostavno
oslonjene grede koju ¢emo nazvati zamjenjujucom gredom.

Izraz je za vrijednost momenta savijanja u presjeku trozglobnoga nosaca s apscisom x
(slika 96.d.):

M(z) = z- A" = Y (z—m;)- P — Zje@ (v —2j(v)) - Qy(x) — h(x)-H;  (181)

kako na dio nosaca lijevo od presjeka moze, kao u nasem primjeru, djelovati samo dio
distribuirane sila ¢ ;, funkcijskim zapisom @;(z) i z;(x) istaknuli smo da vrijednost re-
zultante i apscisa njezina hvatista mogu ovisiti o polozaju presjeka. Usporedimo li taj
izraz s izrazom za vrijednost momenta savijanja u presjeku zamjenjujuce grede s istom
apscisom (slika 96.¢.),

ieAzx

MO('%.) =T AY — Zzeﬂfc(x - xz) P - ZjeA?c (LC - iIZ'j(.I')) ’ Qj<$)7 (182)
vidjet ¢emo da za vrijednost momenta savijanja trozglobnoga nosaca vrijedi
M(x) = M°(x) — h(z)- H (183)
ili
M(z) = M°%=x) — M (). (184)

Drugi je zakljucak, dakle: vrijednost momenta savijanja u nekom presjeku trozglobnoga
nosaca, optere¢ena momentima i vertikalnim silama, mozemo izra¢unati tako da od vri-
jednosti momenta savijanja u odgovaraju¢em presjeku zamjenjujuce grede oduzmemo
vrijednost momenta komponente reakcije na spojnici lezajeva u odnosu na teziste po-
precnoga presjeka trozglobnog nosaca.

Taj nam zakljucak daje postupak crtanja momentnoga dijagrama: dijagram mome-
nata savijanja na trozglobnom nosacu za zadano opterec¢enje moze se nacrtati superponi-
rajué¢i momentni dijagram M° na zamjenjujucoj gredi (slika 97.a.) i dijagram momenata
na trozglobnom nosacu zbog komponente reakcija na spojnici lezajeva. Pritom ni taj
drugi dijagram, M*, ne crtamo na osi nosa¢a, nego na njezinoj projekciji na horizontalnu
os i to tako da ga ,preklopimo” preko dijagrama MY (slika 97.b.). Preklapanje dijagrama
omogucava graficko oduzimanje. Kona¢ne vrijednosti momenata oc¢itavamo po vertikal-
nim linijama od krivulje dijagrama M do krivulje dijagrama M° (slika 97.d.); drugim
rijecima, krivulju dijagrama M smatramo nultom linijom konaénoga dijagrama. Na
kraju mozemo konac¢ni dijagram nacrtati na osi nosaca nanoseci vrijednosti momenata
okomito na nju (slika 97.c.).

7.4.2. Podsjetnik: perspektivna afinost

Postupci crtanja dijagrama M° su, nadamo se, dobro poznati. Preostaje nam stoga
samo jos opisati postupak konstruiranja dijagrama M. Za to ¢e nam trebati geometrijska
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Slika 97.

interpretacija desne strane izraza
M*"(x) = H - h(x). (185)

Duljina A(z) udaljenost je tocke osi s apscisom x od sjeciSta spojnice lezajeva i verti-
kale kroz tu tocku ili, opcenitije, udaljenost neke tocke od sjecista odabranoga pravca i
vertikale kroz nju. MnozZenje brojem H znaci njezino produljivanje (ako je H > 1) ili
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skra¢ivanje (ako je 0 < H < 1) tako da tocki s ,koordinatama” (x, h(:v)) pridruzujemo
totku s ,koordinatama” (z, H - h(z)). (Navodnike smo upotrijebili jer visine ne mjerimo
od osi x nego od odabranoga, ponajcesée kosog pravca.) Bududi da je H konstantna
vrijednost, sve ¢e se udaljenosti proporcionalno produljiti ili skratiti. To znaci, posebno,
da ¢e dijelu pravca biti pridruzen dio drugoga nekog pravca (slika 98.). Uz to, kako je
H - 0 =0, sjecistu pravca s pravcem od kojega mjerimo udaljenosti bit ¢e pridruzeno to
isto sjeciste. Primjer je to pridruzivanja tocaka ravnine koje se u projektivnoj geometriji
naziva perspektivnom afinoséu (u ravning).

Slika 98.

Prisjetit ¢emo se nekoliko definicija i teorema sinteticke projektivne geometrije [30, 31].
Sve tocke i svi pravci ravnine nazivaju se poljem. Svi pravci i sve ravnine jedne tocke
(u prostoru) nazivaju se sveznjem. Presijecemo li neki svezanj dvjema ravninama i u
nastalim presjecnim poljima pridruzimo par tocaka na istom pravcu sveznja i par pra-
vaca u istoj ravnini sveznja, dobiveno se pridruzivanje tih polja naziva perspektivnom
kolineacijom. (Opcenitije, kazemo da su dva polja kolinearna ako je svakoj tocki jednoga
polja pridruzena jedna tocka drugog polja i ako je svakom pravcu jednog polja pridruzen
jedan pravac drugog polja tako da je tocki na pravcu u jednom polju pridruzena tocka
na pridruzenom pravcu u drugom polju.)

Pravac u kojem se perspektivno kolinearna polja sijeku i svaka njegova tocka ocito
su sami sebi pridruzeni. Taj se pravac naziva perspektivnom osi, dok je vrh presjecenoga
sveznja srediste perspektivne kolineacije. Kada se srediste nalazi u neizmjernosti, nastaju
perspektivno afina polja. (Potpunosti radi: ako je os perspektivnih polja u neizmjernosti,
ona su sliéna (ravnine—nositeljice polja tada su usporedne), a ako su pak i os i srediste u
neizmjernosti, polja su sukladna.)

Crtez nosaca i momentni dijagram leze u istoj ravnini, pa ¢e nam trebati takav poseban
slucaj pridruzivanja: dva kolinearna polja u jednoj ravnini nazivaju se kolokalnim poljima.

U perspektivno kolinearnom pridruzivanju dvaju kolokalnih polja, nazvanom pers-
pektivnom kolineacijom u ravnini, srediste je definirano, prema analogiji s perspektivnom
kolineacijom op¢ih polja u prostoru, kao tocka kojom prolaze pravci na kojima leze parovi
pridruzenih tocaka. Os je pak jedini pravac, pridruzen sam sebi, na kojem su sve tocke
same sebi pridruzene. I pravci na kojima leze parovi pridruzenih tocaka pridruzeni su
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sami sebi, ali su na njima same sebi pridruzene samo po dvije tocke — srediste i njihova
sjecista s osi.

Moze se dokazati sljedeci teorem: da bi perspektivno kolinearni odnos u ravnini bio
uspostavljen, mora se zadati srediste, os i par pridruzenih to¢aka (na pravcu kroz srediste).
(Uzet ¢emo da srediste ne lezi na osi.) Perspektivno afini odnos u ravnini odreden je
pak zadamo li os i par pridruzenih tocaka (jer je srediste neizmjerno daleko na spojnici
pridruzenih toc¢aka). Buduéi da ¢emo se u nastavku baviti samo perspektivnom afinoséu
u ravnini, nazivat ¢emo je kratko afinoscu.

Zadajmo, dakle, os o i par pridruzenih tocaka A i A’ (slika 99.a.). U nasim ¢e pri-
mjenama afinoga pridruzivanja spojnice pridruzenih tocaka uvijek biti vertikalne —tocka
koja u momentnom dijagramu odreduje vrijednost momenta u nekoj tocki osi nosaca crta
se ispod nje.

Pravac p/, afino pridruzen nekom pravcu p koji prolazi tockom A (slika 99.b.), lako
je nadi (slika c.): taj pravac prolazi tockom A’ (prema odreduju¢em svojstvu kolinearnih
polja) i tockom P u kojoj pravac p sijec¢e os (jer su tocke na osi pridruzene same sebi).
Tocku A’ nazivat ¢emo i slikom tocke A, a pravac p’ slikom pravca p (afinost je obostrano
jednozna¢no pridruzivanje, pa se moze reéi i da su tocka A i pravac p slike tocke A’ i
pravca p'). Kako pravci na kojima leze parovi afino pridruzenih tocaka prolaze neizmjerno
dalekim sredistem, slika B’ neke tocke B s pravca p je sjeciste pravca p’ i pravca kroz
tocku B koji je usporedan sa spojnicom tocaka A i A’ (slika d.).

A

Slika 99.

7.4.3. Primjena afinoga pridruzivanja

Zelimo 1i afino pridruzivanje primijeniti u crtanju dijagrama M moramo u tom
statickom problemu prepoznati os afinosti i par pridruzenih tocaka. Buduéi da je H
vrijednost sile, duljini A(z) pridruzujemo vrijednost momenta M (z) = H - h(z) u tocki
¢ija je udaljenost od hvatista sile h(z). Zapisemo li to kao pridruzivanje tocaka,

(z, h(z)) — (z, M"(2)), (186)
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vidimo da tocki na osi nosaca (i opcenitije, svakoj tocki polja koje ¢emo nazvati poljem
nosaca) pridruzujemo tocku na dijagramu momenata (odnosno, opéenitije, tocku u polju
momenata).

Rjeénikom statike jednakost H - 0 = 0 kaze da na pravcu djelovanja sile nema mo-
menta od te sile. U svakom je pojedinom primjeru H konstantna vrijednost, ali to moze
biti bilo koji broj; stoga je h(z) = 0 jedini broj za koji vrijedi H - h(z) = h(z). Zakljucu-
jemo da je os afinosti pravac na kojem djeluje sila, dakle, spojnica lezajeva trozglobnoga
nosaca. To bi istodobno trebala biti i os (nulta linija) momentnoga dijagrama. Medutim,
pri crtanju dijagrama vrijednosti momenata ne nanosimo od te spojnice nego od nekoga
drugog, odmaknutog, najces¢e horizontalnog pravca. Zbog toga ¢emo postupak afinoga
pridruzivanja sa slike 99. morati prilagoditi crtezu na kojem su spojnica lezajeva i os
dijagrama razdvojene. Formalno, rije¢ je o kompoziciji afinoga pridruzivanja i ,posmicne
deformacije” s pomoc¢u koje odvajamo os momentnoga dijagrama i dovodimo je, u isti
mah, u uobic¢ajeni horizontalan polozaj (slika 100.). Tocke pri tom ,,posmiku” putuju po
pravcima koji spajaju parove pridruzenih tocaka, dakle, po vertikalnim pravcima.

Slika 100.

Zadajmo ponovo par pridruzenih tocaka A i A’ i os, ali tako da je posebno nacrtamo
u polju nosaca (0), a posebno, u konacnom polozaju, u polju momenata (0'); i tocke A
i A’ ve¢ su na odgovarajudi nac¢in razmaknute (slika 101.a.). Pravac p/, pridruzen pravcu p
kroz tocku A, na¢i ¢emo sada tako da sjeciste P pravca p s osi afinosti u polju nosaca
(slika b.) usporedno sa spojnicom pridruzenih to¢aka prenesemo na os u polju momenata,
a tek potom dobivenu tocku P’ spojimo s tockom A’ (slika c.). Sliku B’ neke tocke B s
pravca p ponovo nalazimo kao sjeciSte pravca p’ i pravca kroz B paralelna sa spojnicom

tocaka A1 A" (slika d.).

Par pridruzenih toc¢aka kojim je zadano afino preslikavanje (186) odreden je zahtjevom
da u zglobu C trozglobnoga nosaca moment savijanja mora iSceznuti. To znaci da se u toj
tocki momenti na zamjenjujucoj gredi i momenti zbog sile na spojnici lezajeva moraju
ponistiti:

M: =M — ME =o. (187)

Slijedi
M =M, (188)
pa su pridruzene tocke zglob C i tocka (wc, M?) dijagrama MY (slika 97.b. na stra-
nici 162.). Uocite da vrijednost H horizontalne komponente reakcija na spojnici lezajeva
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Slika 101.

nismo trebali racunati — graficka konstrukcija neposredno daje vrijednost momenta M,
umnozak H - hc.

7.4.4. Primjer

Superpozicijskim ¢emo postupkom nacrtati momentni dijagram na trozglobnom ok-
viru koji smo analitickim postupkom rjesavali u prethodnom odjeljku (pocetak je na
stranici 152.). Na slici 102.a. ponovo je prikazan nosa¢ sa zadanom distribuiranom si-
lom i s reakcijama rastavljenima, primjereno superpozicijskom postupku, u vertikalne
komponente i komponente na spojnici lezajeva.

Zamjenjujuca jednostavno oslonjena greda prikazana je na slici 102.b. Na dio grede
koji odgovara vodoravnom dijelu DE okvira djeluje zadana distribuirana sila ¢ intenzi-
teta ¢, = 25,0 kN/m’. Medutim, na dijelovima grede koji odgovaraju kosim dijelovima AD
i EB distribuirana se sila mijenja: ¢, je intenzitet sile po jedinici duljine osi trozglobnoga
okvira pa treba izracunati intenzitet sile po jedinici duljine projekcije na horizontalnu
os. Najlakse je to uciniti ,razmazivanjem” intenziteta rezultirajucih sila Qa5 1 Qgg Po
projekcijama dijelova AD i EB; dobivamo

111,80

dyAp = 50 - 55,9 kN/m’ 1 G558 =

139,75
2.5

= 55,9kN/m’ = ¢, 35 = qy-

Tangentni poligon dijagrama M nacrtat ¢emo kao verizni poligon. Distribuirane sile
stoga zamjenjujemo njihovim rezultantama. Buduéi da ¢e nam trebati vrijednost mo-
menta u tocki koja odgovara zglobu C, distribuiranu silu na dijelu grede koji odgovara
dijelu DE podijelili smo u dio lijevo i dio desno od te tocke pa smo te dijelove zami-
jenili koncentriranim silama Q¢ 1 Qeg; stranica veriznoga poligona izmedu tih dviju
sila (stranica 2) tada je tangenta na pripadnu parabolu upravo u tocki ispod zgloba C.
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Slika 102.

Verizni/tangentni poligon dijagrama M° nacrtan je na slici 102.d. tanjim linijama. (Iako
dijagram M° neéemo nacrtati, napominjemo da je sastavljen od dijelova triju parabola:
stranica 1 veriznoga poligona zajednicka je tangenta prve i druge parabole u tocki ispod
tocke D, dok je stranica 3 tangenta druge i trece u tocki ispod tocke E.)

Zakljucna linija veriznoga poligona nulta je linija dijagrama momenata pa je to ujedno
i os afinosti o’ u polju momenata. U polju nosaca pak spojnica je lezajeva os o. Zglob C
i tocka ispod njega na stranici 2 veriznoga poligona — dakle, tocka koja u dijagramu A/°
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daje vrijednost momenta u tocki zamjenjujuce grede koja odgovara zglobu—par su pri-
druzenih tocaka kojima je afino pridruzivanje odredeno.

Dijagram M sastavljen je od dijelova pravaca afino pridruzenih osima dijelova AD,
DE i EB trozglobnoga okvira. Dio DE prolazi zglobom C kojemu znamo pridruzenu tocku,
pa ¢emo prvo naci sliku tog dijela. Medutim, sjeciSte njegove osi i osi o lezi izvan dijela
ravnine obuhvacene crtezom. Posluzit ¢emo se stoga pomoénom tockom. Postupak smo
skicirali na slici 103. Tocke A i A’ par su pridruzenih tocaka. Trazimo pravac pridruzen
pravcu p. Odabrat ¢emo pomoc¢nu tocku B tako da sva potrebna sjecista ostanu u okviru
crteza. Sliku B’ tocke B nalazimo s pomocéu pravca koji prolazi njome i tockom A te
njemu pridruzena pravca kroz tocku A’ Sada s pomocu para pridruzenih tocaka B i B’
mozemo naci sliku neke tocke C' s pravca p, a time i sliku samoga pravca. Na taj smo
nacin odredili sliku osi dijela DE nasega nosaca. Dijagramu M pripada, naravno, samo
dio te slike izmedu slika tocaka D i E koje smo na slici 102.d. oznacili s M i ML

Slika 103.

Pravce pridruzene osima dijelova AD i EB sada je lako naéi: tocke A i B su na osi o,
pa su njima pridruzene tocke na osi o, a tocke pridruzene tockama D i E znamo. Naime,
izdvojimo li infinitezimalni dio okvira oko tocke D presjecima kroz dio AD neposredno
ispod tocke D i kroz dio DE neposredno desno odtocke D, iz uvjeta ravnoteze momenta
u tocki D slijedi da su vrijednosti momenta u ta dva presjeka jednaki, pa je tocki D
pridruzena tocka M. Slicno tome, tocki E pridruzena je tocka M. Time smo dovrsili
konstruiranje dijagrama M kao afine slike obrisa trozglobnoga okvira (slika 102.d., deblje
linije).

Konag¢ni dijagram momenata savijanja crtamo na osi nosaca (slika 102.e.) prenosenjem
vrijednosti koje su ostale izmedu dijagrama M i MY pri ¢emu ih mjerimo od dija-
grama M* kao nove nulte linije. Iako imamo samo tangentni poligon dijagrama M?©,
kona¢ni dijagram mozemo nacrtati, jer mozemo ocitati i prenijeti vrijednosti do sjecista
tangenata.

Vrijednosti potrebne za crtanje dijagrama poprecnih sila nalazimo kao nagibe tan-
genata na krivulje momentoga dijagrama. I na kraju, uz poznate vrijednosti poprec¢nih
sila, jednadzbe ravnoteze sila u tockama A, B, D i E dat ¢e i vrijednosti uzduznih sila. (Za
jednadzbe ravnoteze u tockama A i B trebat ¢e nam ipak i vrijednost sile H ili sile H ")
[ Nacrtajte dijagrame popreénih i uzduznih sila!]
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7.5. Jedno poopcenje

U skupinu nosaca koji se mogu analitickim ili grafickim postupcima djelomice rjesavati
»kao trozglobni” ubrajaju se nosaci sastavljeni od cetiri diska, pri ¢emu su dva diska
zglobovima spojena s podlogom, a medusobno ih, umjesto zgloba, povezuju druga dva
diska (slika 104.).

C TA A .

zglobnih stapnih veza, pa u sjecistu pravaca kroz tocke 11 2 i kroz tocke 3 i 4 mozemo
zamisliti zglob —mnazvat ¢emo ga imaginarnim zglobom i oznaéiti sa C. Lako je vidjeti
da ¢emo s tim zglobom kao ,srednjim zglobom” dobiti izraze za komponente reakcija,
neovisno o nacinu rastava, istovjetne izrazima dobivenima na trozglobnom nosacu. Za
unutarnje sile —sile u (stvarnim) zglobovima i sile u popre¢nim presjecima svih diskova —
trebat ¢e, medutim, izvesti nove izraze. Ako su diskovi 12 i 34 ravni, u njima ¢e postojati
samo uzduzne sile.

Nosac sa cetiri diska moze se rjesavati prevodenjem na trozglobni nosac¢ i ako su op-
tere¢eni i diskovi 12 ili 34 ili oba. Stavit ¢emo, kao primjer, silu P na disk 12 (slika 106.a.).
Zadatak ¢emo rijesiti graficki.

U disku 12 pojavit ée se sada, osim uzduzne, i poprec¢na sila i moment savijanja, pa vise
nema ulogu zglobnoga stapa. Stoga za zadano opteretenje ne mozemo nac¢i imaginarni
zglob. No, zamijenimo i silu P bilo kojim dvjema komponentama P, i P, ¢iji pravci
djelovanja prolaze kroz zglobove 1 i 2 (slika 106.b.), disk 12 postaje zglobnim Stapom.
Treba naglasiti da komponente Py i P, nisu stvarne sile kojima sila P preko diska 12 djeluje
na diskove Al i 2B, ali za nalazenje reakcija to i nije bitno— zamjena sila odrazava se
samo na unutarnje sile u disku 12, dok je u odnosu na ostale dijelove nosaca djelovanje

odabranih komponenata ekvivalentno djelovanju sile P.
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Slika 106.

Sa sistemom sada mozemo postupati kao da su optereéeni samo diskovi Al i 2B
pa ¢emo, prije svega, u sjecistu pravaca osi diskova 12 i 34 uvesti imaginarni zglob C
(slika 106.c.). Kao i pri grafickom rjesavanju ,pravih” trozglobnih sistema, zamislit ¢emo
prvo da djeluje samo sila P;. Kako je u tom sluéaju disk 2B neoptereéen, pravac djelovanja
reakcije B, prolazi imaginarnim zglobom C, dok ¢e pravac djelovanja reakcije A, prola-
ziti sjecistem pravaca djelovanja sila P, i B, (tocka 6 na slici 106.c.). Uravnotezenjem
sile P; silama na pravcima usporednima s pravcima djelovanja tih reakcija dobivaju se u
poligonu sila njihovi intenziteti i orijentacije (slika 106.d.).

U drugom ¢emo koraku zamisliti da djeluje samo sila P,. Tada je neoptereten
disk A1, pa pravac djelovanja reakcije u njegovu lezaju, A,, prolazi kroz imaginarni zglob
(slika 106.c., ponovo). Pravac pak djelovanja reakcije B, prolazi tockom 7, sjecistem pra-
vaca djelovanja sila PyiA,. Silu Py u poligonu sila uravnotezujemo silama na pravcima
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usporednima s pravcima djelovanja reakcija A, i By te tako odredujemo intenzitete i
orijentacije tih reakcija (slika 106.d.).

Kad smo nasli ,parcijalne” reakcije A, i 4, te By i B, ukupne reakcije dobivamo
zbrajanjem: u poligonu sila na slici 106.e. odredeni su smjerovi pravaca djelovanja, in-
tenziteti i orijentacije reakcija A i B. Pravci djelovanja tih reakcija moraju se sje¢i na
pravcu djelovanja sile P: tocka 8 na slici 106.c.

Fy N
a. @ @
__—

“Sa

A " s

s

F

b

Slika 107.

Napokon mozemo odrediti i cjelokupan tok sila na nosaéu. Na disk Al, izdvojen iz
nosaca, djeluju reakcija E, sila §374 koja djeluje na pravcu osi diska 34 (to je zglobni stap,
pa u njemu postoji samo uzduzna sila) i sila Fi u zglobu 1. Da bi disk bio u ravnotezi,
rezultanta sila A i §374 mora djelovati na pravcu djelovanja sile Fy (slika 107.a.). Slijedi
da je taj pravac odreden sjecistem pravaca djelovanja sila Ai §3,4 i tockom 1. Sila A je
poznata, a znamo i pravce djelovanja sila §3,4 i 131, pa intenzitete i orijentacije tih dviju
sila mozemo odrediti u poligonu sila (donji trokut na slici d.).

Na disk 2B, izdvojen iz nosaca, djeluju sile Bi —§374 te sila Fy u zglobu 2 (slika 107.b.;
primijenjen je tehnicki nacin obiljezavanja vektora sila, tako da su i sila §374 na disku Al
isila —§374 na disku 2B oznacene sa Sz 4). Nepoznata je sada samo sila Fg, pa je mozemo
lako odrediti u poligonu sila (gornji trokut na slici d.). Tu silu, naravno, mozemo naéi i
na nacin slican odredivanju sile F 1. bududi da sila F 5 1 rezultanta sila Bi-S 3.4 Moraju
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djelovati na istomu pravcu, taj je pravac odreden tockom 2 i sjeciStem pravaca djelovanja
sila B i f§3,4 (slika b.).

Sile Fl 1 FQ stvarne su sile kojima disk 12 prenosi zadanu silu P na diskove Al
i 2B. Diskovi Al i 2B djeluju na disk 12 silama istih intenziteta, a suprotnih orijenta-
cija (slike 107.a., b. i ¢.). Na disk 12 djeluju, prema tome, sile P F1 i —F2 (na slikama
smo obje sile F1 i —F1 tehnickim nacinom ObllJeZIII s Fi, a obje sile F2 i —F2 s F3). Dabi
disk 12 bio u ravnotezi, pravci djelovanja sila P, —Fi-F, moraju se sjeci u jednoj tocki
(slika c.); taj zahtjev mozemo upotrijebiti za provjeru tocnosti graficke konstrukcije.

Odredili smo tako sile u svim vanjskim i unutarnjim vezama, pa u nastavku mozemo
na poznati nacin, metodom jednostavnih presjeka, naci i sile u odabranim poprecnim
presjecima. Ponovit ¢emo jos jednom: pri djelovanju sile P disk 12 nije zglobni stap —u
njemu postoje uzduzna i poprecna sila i moment savijanja.
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8. Geometrija pomaka i deformacija

8.1. Stap u prostoru

Stap smo definirali kao (razmjerno vitko) tijelo koje u nedeformiranom stanju— prije
vanjskih djelovanja poput nanoSenja opterec¢enja, promjene temperature i vlage ili pri-
silnih pomaka— opisujemo s pomo¢u osi i niza poprec¢nih presjeka (slika 108.a.). U opéem
slucaju, os nedeformiranoga zakrivljenog stapa (slika b.) je krivulja ro koju smo zadali
vektorskom funkcijom (14) na stranici 33.:

To: s — To(s) = 20(8) 7T 4+ yo(s) T + 20(s) k, s € [0,4],

gdje je vrijednost parametra s duljina luka krivulje od njezine pocetne tocke r4(0) do
tocke 7g(s).

Prema definiciji, poprecni presjeci nastaju presijecanjem Stapa ravninama okomitima
na os; poprecni su presjeci, prema tome, ravninski likovi (slike 108.a. i g.).

Stap se pod optereéenjem i pri nekim drugim djelovanjima pomiée i mijenja oblik. Po-
maknutu i deformiranu os Stapa (slika d.) opisali smo krivuljom 7 definiranom vektorskom
funkcijom (18) na stranici 36.:

T s 7(s) =x(s)v + y(s)J + z(s) k, s € [0,4)].
Zbog mogucega rastezanja ili stezanja osi vrijednost parametra s moze, ali ne mora biti
duljina luka od tocke r(0) do tocke 7(s).

Vektor koji spaja pocetni i krajnji polozaj neke tocke tijela pri njegovu gibanju ili
deformiranju nazvali smo pomakom te tocke. Pomak tocke osi stapa, odredene parame-
trom s, je, prema tome (slika 108.f.)

p(s) = 7(s) — Tols)
= [(s) = 20(s)] 7T + [y(s) —wo(s)]T + [2(s) = 20(s)] k (189)
= u(s)7 + v(s)7 + w(s)k.

I poprecni se presjeci deformiraju: ravninski se likovi ,iskrivljuju” i ,jizlaze iz svojih
ravnina” te postaju likovima na plohama (slika 108.c.). Trebalo bi stoga pratiti pomak
svake tocke nekoga poprecnog presjeka, pa potpuni matematicki opis stanja pomaka i
deformacija Stapa trazi primjenu parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. S druge je strane
oc¢ito da zbog vitkosti stapa krivulja » daje doduse pomalo grubu, ali ipak dovoljno toénu
sliku njegova polozaja i oblika (udaljimo li se dovoljno, ionako ¢emo vidjeti samo tu crtu),
te ¢e uvodenje dodatnih pretpostavaka omoguéiti primjenu funkcija jedne varijable —
parametra s, recimo—1i obic¢nih diferencijalnih jednadzbi i time bitno pojednostaviti opis,

173



Slika 108.

174



a odstupanja od stvarnoga stanja, koja se time unose, za ve¢inu prakti¢nih primjena nece
biti znacajna.

U svakoj tocki r((s) osi 79 uvest ¢emo lokalni koordinatni sustav. Prvu os tog sustava
odabrat ¢emo na pravcu tangente na os ry u promatranoj tocki. Taj je pravac odreden
vektorom to(s) = 7¢(s). Kako je s duljina luka krivulje o, 7¢(s) je jediniéni vektor?,
174 (s)| = 1. Za pozitivni smisao osi & (s) uzet éemo smisao vektora ty(s), tako da je taj
vektor prvi vektor ortonormirane baze lokalnoga koordinatnog sustava: €g(s) = ro(s).

Buduéi da je ravnina poprecnoga presjeka kroz tocku 7 (s) okomita na tangentu to(s),
druge ¢e dvije lokalne osi lezati u toj ravnini. Uzet ¢emo da se te osi poklapaju s glavnim
osima tromosti poprecnoga presjeka, a orijentirat ¢emo ih tako da vektori €y 1(s), €p2(s)
na drugoj i € 3(s) na trecoj osi tvore desnu ortonormiranu bazu (slika 108.g.).

Osnovna pretpostavka teorija Stapova koje ¢emo opisati pretpostavka je da poprecni
presjeci i nakon pomicanja i deformiranja Stapa ostaju ravni te da ni u svojoj ravnini
ne mijenjaju oblik (slike 108.e. i h.). Pretpostavljamo, prema tome, da se poprecni pre-
sjeci tijekom pomicanja i deformiranja stapa ponasaju kao kruti diskovi; drugim rije¢ima,
deformacije tih presjeka, u njihovim ravninama i izvan njih, zanemarujemo. Ravninski
likovi, u koje izvorni poprecni presjeci prelaze pomicanjem, mogu, ali ne moraju biti
poprecni presjeci deformiranog Stapa—mogu, naime, ali ne moraju biti okomiti na de-
formiranu os.

Vektori €y 1(s), €o2(s), €03(s) pri pomicanju i deformiranju Stapa prelaze u vektore
€1(s), €a(s), €s(s) (slika 108.h.). Buduéi da se prema nasoj pretpostavci ravnina po-
precnoga presjeka ne deformira, i vektori €2(s) i €3(s) bit ¢ée jedini¢ni i medusobno oko-
miti, a razapinjat ¢e ravninu u koju je prenesen poprecni presjek.

Vektor €p1(s) normala je ravnine poprec¢noga presjeka, pa ¢e i vektor €y (s) biti okomit
na ravninu u koju je taj presjek prenesen i vrijedit ¢e €1(s) = €s(s) x €3(s), ali, kao sto
smo rekli, ta ravnina ne mora biti okomita na os r, tako da se €1(s) ne mora poklapati s
jediniénim vektorom?' t(s) = 7'(s)/|7'(s)| kojim je odredena tangenta na krivulju
u tocki r(s).

Gibanje koje bazu (607160,2 éo’g) (s) prevodi u bazu (él €9 ég)(s) mozemo prikazati
kao kompoziciju translacije i rotacije u prostoru. Translacija je, kao ,paralelni” pomalk,
odredena pomakom tocke na osi stapa, dakle, vektorom p(s). Translacijom smo pocetke
vektora €1(s), €02(s), €o3(s) prenijeli iz tocke ro(s) u tocku r(s). Sada ¢emo te vektore
zarotirati oko tocke 7(s) tako da se ,poklope” s vektorima €;(s), €2(s), €3(s); oznacimo
li rotaciju sa R(s), bit ¢e, dakle,

€1(s) = R(s) €p1(s), €a(s) = R(s) €p2(s), e3(s) = R(s) €p3(s).

Komponente matrice R(s), kojom je rotacija R(s) prikazana u bazi (€o1€02€03)(s) ska-
larne su komponente vektora €;(s), €2(s), €3(s) u toj bazi, koje su jednake kosinusima
kutova sto ih ti vektori zatvaraju s vektorima baze. No, od tih su devet komponenata
samo tri medusobno neovisne, $to odgovara ¢injenici, poznatoj iz kinematike [43], da

20 Ta se tvrdnja dokazuje u diferencijalnoj geometriji.
21 Kako vrijednost parametra s ne mora biti duljina luka do tocke r(s), 7/(s) ne mora biti jedini¢ni
vektor.
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kruto tijelo ima tri rotacijska stupnja slobode, tako da se njegova rotacija moze opisati s
tri neovisna parametra?? Neé¢emo ulaziti u potpuniji opis rotacije u prostoru. Spomenut
¢emo tek da se svaka rotacija moze prikazati kao rotacija oko odredene osi za odredeni
kut. Pritom tocke (formalnije, vrhovi vektora s pocetkom u sredistu rotacije) putuju
po kruznicama okomitima na os. Os, koja prolazi sredistem rotacije, moze se zadati s
dva kuta (nazvali smo ih ¢ i ), slika 6. na stranici 24.) ili jedini¢nim vektorom (kako je
duljina jedini¢noga vektora poznata, samo su dvije od tri njegove skalarne komponente
neovisne). Ako su zadani os i kut rotacije, njezina se matrica moze izracunati prema
izrazu koji je u analitickoj geometriji poznat kao Rodriguesov izraz. Obratno, ako je za-
dana matrica rotacije, kut rotacije moze se izracunati iz njezina traga, a kako za vektore
na osi rotacije vrijedi Rv = v = 1-v, ona je odredena vlastitim vektorom matrice koji od-
govara jedini¢noj vlastitoj vrijednosti (druge dvije vlastite vrijednosti par su konjugirano
kompleksnih brojeva).

U veéini stapnih elemenata gradevinskih konstrukcija kutovi zaokreta poprecnih pre-
sjeka vrlo su mali, pa se rotacija moze aproksimirati linearnim preslikavanjem 7 (s) ¢ije
je djelovanje na neki vektor a (s pocetkom u sredistu rotacije r(s)) zadano izrazom

T(s)a = a + ¢(s) xa. (190)
Vektor

P(s) = U(s) €o(s) + pi1(s) €o2(s) + ¢2(s) €0,3(s), (191)
koji nazivamo vektorom zaokreta, lezi na osi rotacije, a njegove su skalarne komponente
9(s), p1(s), pa(s) kutovi zaokreta oko osi koje odreduju vektori €y ;(s), €o2(s), €o3(s)
u novom polozaju, u tocki r(s). Vektor @(s) x @ vektor je pomaka vrha vektora a. Kao
vektorski produkt, taj je vektor okomit na vektor . Stavimo li njegov pocetak u vrh
vektora a, lezat ¢e u ravnini koja prolazi tim vrhom, a okomita je na vektor ¢, a time
i na os rotacije. U toj je ravnini, prema tome, krunica po kojoj vrh vektora a stvarno
putuje. Osim na @, vektor $(s) x a okomit je i na vektor @, pa je okomit na ravninu
koju ta dva vektora razapinju. Na njezinoj je presjecnici s ravninom spomenute kruznice
polumjer te kruznice. Slijedi da je vektor ¢(s) x @ okomit na polumjer kruznice, a kako

lezi u njezinoj ravnini, na njezinoj je tangenti.
Na slici 109.a. prikazan je razmjerno jednostavan primjer rotacije R oko osi ( za

kut ¢o. U bazi (5071 €02 5073) njezina je matrica

COS 3 cos (/g + ¢2) 0 cospy —singy 0
R = [cos(3T/9 + ) COS (o 0| = |[singy cospy 0
0 0 1 0 0 1
Ako je @ = ac €1 +a, €92 + ac €3, tada je
Ra = (agcosps —aysings) €g1 + (agsinp, + a, cosps) €02 + ac€o3. (a)

Vrh vektora a putuje po luku kruznice koja lezi u ravnini okomitoj na os ¢, odnosno,
paralelnoj s ravninom &n).

22 T za opis translacije potrebna su tri parametra— komponente vektora p(s). Prema tome, za opis

pomaka neke tocke promatranoga poprecnog presjeka treba poznavati Sest vrijednosti.
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Slika 109.

Aproksimacija rotacije R transformacijom 7 prikazana je na slici 109.b. Vektor za-
okreta je ® = w2 €93, pa su

€0,1 €02 €03
pxa =10 0 @] = —p2a,€01 + P2ag€p2
73 an a¢

Ta = (ag — Y2 an) g(],l + (QOQ CL& + (177> 50’2 + CL< 50’3. (b)

Kako je vektor ¢ x a okomit na na os ¢, vrh vektora @ i pri transformaciji 7 ostaje
u ravnini paralelnoj s ravninom &n. Slike 109.c. i d. prikazuju ortogonalne projekcije
na koordinatnu ravninu &7. Kako je ta ravnina usporedna s ravninom u kojoj pri obje
transformacije putuje vrh vektora @, kruzna putanja i vektor © x @ projiciraju se u
pravoj veli¢ini. Na slici e. usporedene su putanje i konac¢ni polozaji vrha vektora a pri
rotaciji R i preslikavanju 7.

Za mali kut ¢y su, znamo, cosys &~ 1 1 sinpy ~ @9, pa i na taj nacin mozemo iz
izraza (a) dobiti izraz (b).
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8.2. Ravni stap u ravnini

U nastavku ¢emo se ograniciti na ravne Stapove. Neopterec¢eni ravni Stap duljine ¢
mozemo u koordinatni sustav smjestiti tako da se segment [0, /o] na osi = poklapa s osi
Stapa te parametar s zamijeniti apscisom x (slika 23. na stranici 48). Tada su

To(z) = o7 1 r(x) = 271 + p(x). (192)

Uzet ¢emo k tomu jos i da su glavne osi tromosti svih poprecnih presjeka medusobno
usporedne, pa Stap mozemo postaviti tako da su te osi usporedne s osima ¥ i z.

Ako su svi poprecni presjeci simetricni u odnosu na ravninu zz te ako su pravci
djelovanja svih vanjskih sila u toj ravnini, a vektori svih vanjskih momenata okomiti na
nju, onda ¢e i unutarnje sile u poprec¢nim presjecima biti u toj ravnini, a vektori unutarnjih
momenata okomiti na nju. Tocke stapa koje su u ravnini zz pomicat ¢e se u toj ravnini,
a tocke izvan nje u ravninama usporednima s njom. Sve tocke Stapa koje leze na nekom
pravcu okomitom na ravninu xz imat ¢e jednake pomake. Stoga ¢e ponasanje presjeka
Stapa s ravninom xz dati potpunu sliku ponasanja Stapa pri pomicanju i deformiranju
(slika 110.a.). Naravno, i deformirana os Stapa ostaje u toj ravnini. Bit ¢e, dakle, rije¢ o
ravninskom problemu.

Slika 110.

Konfiguraciju stapa u ravnoteznom stanju mozemo sada opisati dvjema vektorskim
funkcijama varijable z (slika 110.a.):

T x> () =r(x)r + r(x)k i €1: 1z — e(x), x e [0,4]  (193)

Funkcija 7 opisuje polozaj i oblik osi stapa, a funkcija e, ,nagibe” ravnina poprecnih
presjeka. Vektor €;(z) vanjska je normala ravnine pomaknutoga (translatiranog i rotira-
nog) poprecnog presjeka u tocki z. Vektorom e€;(x) odreden je i vektor e3(x) koji lezi
na pravcu u kojemu se sijeku ravnina pomaknutoga poprecnog presjeka i ravnina zz, jer
oba leze u ravnini xz i medusobno su okomiti.

Ako je ¥(z) kut izmedu osi x i vektora €;(z), bit ée

€1(x) = cosd(x)7v — sind(z)k i €s(z) = sind(z) 7 + cosV(x)k,  (194)

Sto znaci da je ravnotezna konfiguracija Stapa u ravnini odredena trima skalarnim funk-
cijama: (skalarnim) komponentama r, i r, funkcije 7 i funkcijom ¥.
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Vektori €4 (z) i €3(z) ¢ine lokalnu bazu ravninskoga vektorskog prostora u tocki r(z),
pa se vektor 7'(z), kojim je odredena tangenta na deformiranu os r u toj tocki, moze u
komponente rastaviti i u toj bazi (slika 110.b.):

r'(z) = v(z)e(x) + B(x) es(x). (195)
Geometrijsko znacenje funkcija v i # objasnit ¢emo analizom dvaju posebnih slucajeva.
Ako je f(z) = 0, onda je 7'(x) = v(x) €1(z), $to znaci da je vektor 7'(z) kolinearan s

normalom € (x) ravnine u koju je presao popreéni presjek; drugim rije¢ima, ta je ravnina
okomita na tangentu na deformiranu os (slika 111.).

Slika 111.

Poznato je da je razlika duljina infinitezimalnoga luénog odsjecka A#7(x,dz) i dife-
rencijala d7(z,dz) zanemariva,

|AF (2, dz)| — [[d7 (2, dz)|

) ~ 0,
| A7 (2, dz)

tako da mozemo uzeti |A7(x,dz)| = ||d7(z,dx)| = |F'(z)|dz. Ako je |F'(x)|| = 1,

onda je [|[A?(z,dz)| = dz. Kako je i |A%¢(z,dz)| = dx, slijedi da se deformiranjem

duljina infinitezimalnoga odsjecka osi nije promijenila. Ako je pak v(z) # 1, onda je
|7/ (@)l = |v(z)|, tako da je |AP(z,dz)| = |v(z)|dx.
Omjer A(x) duljine |A#7(z, dz)| luénoga odsjecka u ravnoteznoj konfiguraciji i njegove
izvorne duljine |A%(z,dz)| = dz,
_ |AP(z,dz)|

Az) = [A7o(z,dz)]’ (196)

nazivamo koeficijentom rastezanja. Zamijenimo li odsjecak diferencijalom, dobit ¢emo

oy = WA Py

ZaXx) > 1je |AP(z,dz)| > |APo(z,dz)|, Sto znadi da se os Stapa u (infinitezimalnom)
okolisu tocke x rasteze, a ako je A\(x) < 1, os se steze. Koeficijent rastezanja mora biti
veéi od nule: naime, A(z) = 0 ako je |A?(z,dx)|| = 0 ali |A#Py(x,dx)| > 0, a to bi
znacilo da je odsjecak iSc¢eznuo.

Produljenje ili skra¢enje odsjecka razlika je njegovih duljina u ravnoteznoj i izvornoj,
neopterecenoj konfiguraciji, a uzduzna deformacija odsjecka definira se kao omjer njegova
produljenja ili skracenja i izvorne duljine:

)~ AR )| — | AR (r,do)
|AT(z,dz)|

(197)
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Lako je vidjeti, uz (196), da je
e(z) = Mx) —1
i, obratno,

AMz) = 1+ ¢(z). (198)

Vrijednost funkcije v u tocki x mozemo poistovjetiti s koeficijentom rastezanja A(x)
samo ako je B(x) = 0. Prema (195) je, za f(z) # 0,

M) = [F'@)] = V/2(z) + B(x),

sto znaci da duljina deformiranoga odsjecka ovisi i o B(z).

Neka je, dakle, sada [(z) # 0. Ako je vrijednost v(x) takva da je ||F'(x)| = 1, moze
se reci (slika 112.) da je vektor € (z) nastao zaokretanjem vektora 7’ (x) oko osi odredene
vektorom €9(x) za kut v(x) za koji je sinvy(z) = f(x), pa je y(x) = arcsin f(x). Prema
tome, v(x) je kut za koji se promijenio pravi kut izmedu ravnine u koju je presao poprecni
presjek i tangente na os stapa. Medutim, taj kut ne ovisi samo o f(z) nego i o v(z), pa
je opdi izraz, primjenjiv i kada je ||7'(z)| # 1, malo slozeniji:

= arcsin ——. (199)

Slika 112.

Kut izmedu osi z i vektora 7¥/(x) oznacit ¢emo sa (), pa je

I(z) = o) + ().

odnosno,
p(x) = d(x) (), (200)
Ako je v =0 (Sto znaci da jei f = 0), onda je ¢(x) = J(z) (slika 111.).

Vektor 7 (z) mozemo, prema slici 23. (stranica 48.), prikazati i s pomoéu pomaka iz
pocetnoga polozaja ro(z) = 7 :

r(z) = To(x) + p(x)
=27 + [u(2)7 + w(:z:)E] (201)
= [z + u@)]7 + wx)k



Slijedi

rl(z) = [1+ d(2)]7 + w'(2)k, (202)
te je

Az) = |7 (2)] = \/ [1+w(2)]” + [w(x)]”. (203)

Formalni je izraz pretpostavke o malim pomacima i malim deformacijama w(zx) <« £
i w'(x) « 1. Ako je w'(z) « 1, onda je [w'(:v)]2 ~ 0, pa mozemo uzeti da je

Az) = A/[1+w@)] = 1+ (). (204)
Usporedba s izrazom (198) daje da je tada uzduzna deformacija

e(x) = u'(x). (205)

Konstitucigskim se funkcijama unutarnje sile izrazavaju u ovisnosti o pripadnim de-
formacijskim velicinama. Najjednostavnija je funkcija za izraz ovisnosti uzduzne sile o
uzduznoj deformaciji linearni Hookeov zakon:

N(z) = EA(x)e(x) = EA(x)u'(x) (206)

ili
FA(z)u' (z) — N(z) = 0, (207)
gdje su E Youngov modul elasti¢nosti i A(z) povrsina poprecnog presjeka u tocki z.
Izraz (207) mozemo interpretirati kao diferencijalnu jednadzbu s nepoznatom funkcijom u,

kojom su opisani uzduzni pomaci tocaka osi Stapa, i poznatom funkcijom N razdiobe
unutarnjih uzduznih sila.

Uvrstavanjem konstitucijske funkcije (206) u diferencijalnu jednadzbu ravnoteze u

uzduznom smjeru,
N'(z) + p(z) =0,

dobivamo diferencijalnu jednadzbu koja neposredno povezuje funkciju u i funkciju p kojom
je zadana vanjska uzduzna distribuirana sila:

[E A(z) /()] + p(z) = 0. (208)

Ako je stap konstantnoga poprecnog presjeka, jednadzba se pojednostavljuje u
EAY"(z) + p(z) = 0. (209)
Analiza savijanja ravnoga Stapa pojednostavljuje se uvodenjem pretpostavke da je

Stap nerastezljiv. Drugim rije¢ima, uzduzni se i poprecni pomaci analiziraju odvojeno,
neovisno jedni o drugima.

Nerastezljivost se formalno izrazava uvjetom A(z) = 1. Kako je uz pretpostavku o
malim pomacima prema (204) A(z) = 1+ «'(x), slijedi da mora biti «'(x) = 0. Stoga je

Fl(r) = 7 + w(z)k. (210)
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Pretpostavka o malim pomacima obuhvaca i pretpostavku o malim kutovima. Uz
mali kut ¥(z) izmedu osi x i vektora €(x) mozemo, zbog cosv(x)~1 i sind(x) ~ V(x),
za vektor €(x) umjesto prvoga podizraza u izrazu (194) na stranici 178. pisati

ei(z) = 7 — J(x)k. (211)

Vratit ¢emo se sada na pretpostavku da je v(x) = 0, tako da je ravnina, u koju se
poprecni presjek pomaknuo iz tocke x, okomita na tangentu na deformiranu os u tocki u
koju je dosla tocka x (slika 111. na stranici 179.). To znaci da su vektori €4(x) i 7'(x)
kolinearni, te je zbog (200) ¢(z) = ¥(x), a kako je |[7'(x)| = A(x) = 1, ti se vektori
poklapaju, pa iz prethodna dva izraza slijedi

o(x) = J(z) = —u'(z). (212)

Uzet ¢emo da je moment savijanja proporcionalan zakrivljenosti osi Stapa, pa je kon-
stitucijska funkcija
EI(z)
M(z) = :
o(x)
gdje je I(z) moment tromosti popreénog presjeka u tocki x. U diferencijalnoj se geometriji
zakrivljenost krivulje definira izrazom

1 w"(x)

— = k(x) = — =
o() \/{1 N [w’(x)]2}

k(x) = —w"(z), (213)
pa je konstitucijska funkcija
M(z) = El(z)k(x) = —EI(x)w"(z) (214)
ili
El(z)w"(z) + M(z) = 0. (215)

Izraz (215) diferencijalna je jednadzba za funkciju w, koja opisuje popreéne pomake osi
Stapa, ako je poznata funkcija M razdiobe momenata savijanja.

Momente savijanja, opisane funkcijom M, i zadanu vanjsku distribuiranu silu okomitu
na os, opisanu funkcijom ¢, povezuje diferencijalna jednadzba ravnoteze

M"(z) + q(x) = 0. (216)

Uvrstimo li u nju za M konstitucijsku funkciju (214), dobit éemo diferencijalnu jednadzbu
kojom je izrazena veza izmedu funkcija w i ¢:

(B 1) w"(2)]" - q(x) = 0; (217)
i ta se jednadzba pojednostavnjuje ako je poprecni presjek konstantan uzduz Stapa:
ETw"(z) — q(z) = 0. (218)

182



Teorija savijanja iz koje su izvedene diferencijalne jednadzbe (215), (217) i (218)
naziva se Bernoulli-Fulerovom teorijom savijanja.

Ako je y(z) # 0, ravnina u koju poprec¢ni presjek prelazi pri savijanju nije okomita na
deformiranu os (slika 110.a. na stranici 178.), pa vektori 7/(z) i €;(z) nisu kolinearni, a
Y(z) # ¢(x), nego je ¥(x) = p(x) + v(x). Pravi kut izmedu ravnine u koju je iz tocke
presao poprecni presjek i tangente na defromiranu os Stapa promijenio se, prema tome,

za kut

V(x) = () = p(z) (219)
koji nazivamo posmicnim kutom ili kutom posmika. Taj se kut konstitucijskom funkcijom
povezuje s poprecnom silom:

kT(x) = GA(x)y(x); (220)
pritom je G modul posmika, dok se konstantom k& uzima u obzir nejednolika razdioba
posmic¢noga naprezanja po plostini poprecnog presjeka.

Savijanje se sada opisuje dvjema funkcijama, w i ¥, koje su s poprecnom silom i
momentom savijanja povezane dvjema diferencijalnim jednadzbama:

El(x)Y(x) — M(z) = 0, (221)
GA(z)[¥(z) + w'(z)] — kT(z) = 0. (222)

Ta se teorija naziva Timosenkovom teorijom savijanja.

8.3. Kinematicke jednadzbe ravninskih resetkastih sistema

Kinematicke jednadzbe resetkastih sistema povezuju promjene duljina Stapova i po-
make ¢vorova. Izvest ¢emo ih u okviru teorije ,,malih” pomaka.

Prikazemo li pomake ¢vorova i i j vektorima w; i u;, njihove ¢e nove koordinate biti
(i +wiy yi +v5) 1 (x5 + uy, y; + v;5).

Promjenu duljine stapa {i, j} oznacit ¢emo sa dy; ;;; za dyg;; > 0 rijec je o produlje-
nju, a za dgj; < 0 o skracenju Stapa. Nova je duljina Stapa fy; ;, + dy;;;, a primjena
Pitagorina poucka daje

2
(Cigy +diy)” = [l +wg) — (@ +w))* + [(y; +v5) — (i + )]
ili, drugacije grupirano,

(Cugy + dugy)” = [y — ) + (g —u)]® + [y —v) + (v —v)]%

Kvadriranjem podizraza te promjenom redoslijeda i grupiranjem pribrojnika na desnoj
strani dobivamo

ligy + 20agpdigy + dfig)
= [(z; —2)* + (y; — )]
+ 2 [(%’ — ) (uy —wi) + (y; — i) (v — Ui)]
+ [(uwy —wi)® + (v —v)?].
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Prvi podizraz s desne strane znaka jednakosti, obuhvac¢en uglatim zagradama, jednak
je E%i, i dok je podizraz u posljednjem retku jednak kvadratu duljine razlike pomaka
i 4;. Bududi da su pomaci mali, odnosno, bududi da vrijedi dy;, < £y, |[ui] < g
i [y « £y, mogu se df i [[u; — u;l* zanemariti u odnosu na 24y ;dy 5 (drugi
pribrojnik slijéva) i na drugi podizraz zdésna, pa ostaje

20 5dugy = 2[(v5 — ) (uy —wi) + (y; — yi) (v; — )]

Slijedi
Lj — T Yji — Yi
dijy = 2 (uj —u;) + (v; — i),
! Cigy 7 Cigy
odnosno
d{i,j}:_[JEH ui+yjfuyw+ E'Aju‘j“l‘yg'ij'Uj]
{i,5} {i.5} {i,5} {i,5}

ili, sazetije,

d{i,j} = —(CiJ U; + Si,j V; + Cjﬂ' Uj + Sjﬂ' Uj]. (223)

Promjene duljina stapova poredat ¢emo u vektor d prema brojéanim oznakama Sta-
pova, dok ¢emo orijentirane duljine komponenata pomaka ¢vorova svrstati u vektor u tako
da su u; i v; na mjestima 2(i—1)+1 i 2(i—1)+2. U odjeljku 6.1. izveli smo jednadzbe rav-
noteze sila koje djeluju na pojedine ¢vorove resetke. Poredak promjena duljina Stapova
u vektoru d odgovara poretku vrijednosti uzduznih sila u vektoru s, a poredak skalarnih
komponenata pomaka ¢vorova u vektoru u poretku skalarnih komponenata vanjskih sila
u vektoru f.

Izraze (223) za sve Stapove mozemo sazeto zapisati u obliku

d = —Bu, (224)
gdje je B matrica komponente koje su
bn,2(i—1)+1 = Cij, 55,2(i—1)+2 = Sij;
(225)
bﬁ,2(j—1)+1 = Cjay bm,?(j—1)+2 = Sji-

Vektori d i u sadrze b i 2n komponenata, pa matrica B ima b redaka i 2n stupaca.

Usporedba izraza (225) s izrazima (151) i (152) u odjeljku 6.1. pokazuje da je
B = A" (226)

Matricu B nazivamo kinematickom matricom.
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9. Virtualan rad

9.1. O pojmu mehanickoga rada

,Ovo su viseéi vrtovi, isti oni—ili gotovo isti—koje je Salomon de Caus bio
zamislio za vrtove u Heidelbergu—hocu reéi za dvorskog izbornog kneza Fri-
drika V, u velikom stolje¢u Ruzinog kriza. [...] De Caus je znao da se preko
oblika vrtova moze utjecati na zvijezde, jer postoje znakovi koji svojim izgledom
oponasaju sklad svemira...”

U. Eco: Foucaultovo njihalo

Pojam mehanickoga rada formalizacija je svakodnevnoga iskustva svladavanja sila pri
promjeni polozaja stvari, pri njihovu pomicanju ili podizanju. U svojoj povijesti meha-
nike [12] R. Dugas navodi da se rad u tom znacenju po prvi puta spominje godine 1615.
u djelu Smisao @ svrha sila koje pokrecu, uz razlicite naprave korisne i ugodne, éemu su
dodani neki nacrti spilja € vreld Salomona de Causa (1576.-1626.), vrtnoga arhitekta
koji je proucavao i hidrauliku kako bi u vrtovima mogao graditi umjetne spilje, izvore i
vodoskoke. No, ako su suvremenici mu taj spomen i zamijetili, odmah su ga zaboravili.
U mehaniku se pojam rada, doduse s nazivom pokretacka snaga, vratio 1824. godine
u Razmusljanjima o pokretackoj snazi vatre Sadija Carnota: ,,Rabimo ovdje pokretacku
snagu za izrazavanje korisnoga ucinka koji stroj moze proizvesti. U¢inak se uvijek moze
usporediti s podizanjem tezine na odredenu visinu. Mjera mu je, kao $to znamo, umnozak
tezine i visine na koju je dignuta.”

Za silu koja djeluje na nekom putu kazemo da radi. I sila i put bitne su odrednice
pojma rada—nepomicna sila, ma kako velika bila, ne radi; da bi radila, sila mora ,pu-
tovati”. No, ni samo ,,putovanje” sile nije dovoljno: radi samo ona komponenta sile koja
zaista pomice tijelo ili se tom pomicanju odupire —rastavi li se sila u dvije medusobno
okomite komponente, komponentu na pravcu puta i komponentu okomitu na nj, to je
samo komponenta na pravcu puta. (,Pravac” krivocrtnoga puta u nekoj njegovoj tocki
odreduju ta i neka njoj neizmjerno bliza tocka—to je, drugim rijecima, tangenta na kri-
vulju puta u toj tocki.) Rad je razmjeran duljini puta i vrijednosti komponente sile na
pravcu puta.

Sila duz puta moze mijenjati i vrijednost i pravac djelovanja, pa ¢emo je prikazati
vektorskom funkcijom polozaja

F:R* > V3 F: (x,y,2) — F(x,y, 2) = Fu(x,y,2) 7 + Fyx,y,2) 7 + F.(x,y,2) k,

ili, poistovjetimo li tocku (x,y, z) s njezinim radijus—vektorom 7 = 7 + y 7 + 2k, u
kracemu zapisu,

— N

F V35V F.F e F(F) = Fy(F) T + F,(F) 7 + F.(F) k.
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Slika 113.

Rad sile F na putu A/IS, od tocke A do tocke B, je, po definiciji, skalarna veli¢ina ¢ija
je vrijednost jednaka vrijednosti krivuljnoga integrala (druge vrste)

Wy = /N F(F)-dF = /N F,(F) dz + F,(7) dy + F.(F) d=. (227)
AB A

Ve¢ smo, naime, rekli da u nekoj tocki 7 puta AB radi samo komponenta F I(7) sile F ()
na pravcu puta (slika 113.). U najjednostavnijemu je slucéaju, kada je put pravocrtan, a
sila konstantna po vrijednosti i po pravcu djelovanja koji se k tomu jos i poklapa s pravcem
puta, rad jednak umnosku intenziteta sile i duljine prevaljena puta, s odgovaraju¢im
predznakom: orijentiramo li prevaljeni put, rad ¢emo smatrati pozitivnim ako sila i put
imaju isti smisao; slikovitije, za rad sile koja nesto pomice kazemo da je pozitivan, a ako
se pak sila tom pomicanju odupire, rad joj je negativan. Komponenta F' I(7) jednaka
je ortogonalnoj projekciji sile F (7) na pravac puta, a vrijednost te projekcije jednaka
je skalarnom produktu vektora sile i jedini¢noga vektora ¢ tangente na krivulju AB u
tocki 7, pa je infinitezimalan rad sile F (7) pri neizmjerno malom pomaku d7 po tangenti
na krivulju puta

dW(7,dr) = [F(F) -t ]]dF|

__\?.i ?:Af.fmz_\f.?
- |[For i |1t = Py ar 1S = P ar

Rad na putu AB dobivamo integriranjem takvih infinitezimalnih radova uzduz cijeloga
tog puta:

W = //ﬁ@(ﬁdﬂ B /A~ F(7)-dr.

Put na kojem sila djeluje opisat ¢emo parametarski zadanim lukom krivulje; u vek-
torskom je zapisu:

Tis—r(s)=x(s)1 +y(s)J + z(s)k, s€[sa,5s]
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Vektori 7(sy) = 7a 1 7(sg) = 7s odreduju pocetnu i krajnju tocku puta, A i B. Smisao
u kome tocka 7 (s) prolazi lukom kada s raste od vrijednosti s, do sg odreduje pozitivnu
orijentaciju luka. Vektor

_ dr(s R R .

T'(s) = di) =2'(s) T +y'(s) 7 + 2 (s) k,

¢ija orijentacija odgovara orijentaciji luka, odreduje tangentu na krivulju u tocki 7 (s).

Za infinitezimalni rad sile F(7) na putu d7 sada dobivamo

dW(s,ds) = F(7(s)) -dr(s) = F(7(s)) - [F'(s)ds] = [F(7(s)) - 7'(s)] ds,

pa rad sile /' na putu AB mozemo izracunati s pomocu ,obicnoga” integrala

W, — / CIEF() (s) + E,(F(s)) y/(s) + F.(7(s)) #(s)] ds. (228)

A

9.1.1. Konzervativne sile

Ako rad neke sile ne ovisi o putu kojim je prosla od pocetne do krajnje tocke, nego samo
o polozajima tih tocaka, sila se naziva potencijalnom ili konzervativnom. Primjeri su gravita-
cijska sila i unutarnje sile pri elasti¢nim deformacijama, dok su sila trenja i unutarnje sile pri
plasticnim deformacijama nekonzervativne. U matematickoj se analizi dokazuje da je nuzdan
i dovoljan uvjet neovisnosti krivuljnoga integrala o putu integracije taj da je njegov integrand
potpuni diferencijal neke funkcije. Takva se funkcija u matematickoj fizici naziva potencijalnom
funkcijom ili potencijalom [40]. (Oznacivéi infinitezimalni rad sa d20 umjesto sa d2J naznadili
smo da ta funkcija moze, ali i ne mora biti potpuni diferencijal.)

Pojam potencijala uveo je George Green, mlinar i, u to doba, samouki®® matematicar i
fizicar, u Ogledu o primjeni matematicke analize u teorijama elektriciteta ¢ magnetizma iz 1828.
godine: ,Dobro je poznato da su gotovo sve privlaéne i odbojne sile koje u prirodi postoje
takve da ¢e, promatramo li bilo koju materijalnu tocku p, uc¢inak, u danom smjeru, svih sila
koje na tu tocku djeluju, a potjecu od bilo kojega sustava tijela S, biti izrazen s pomocu
diferencijala stanovite funkcije koordinata kojima je odreden polozaj tocke u prostoru. [...] U
nastavku ¢emo CGesto imati prilike govoriti o toj funkciji, te ¢emo je stoga, kratkoce radi, zvati
potencijalnom funkcijom proizaslom iz sustava S.”

Moze se pokazati da je sila konzervativna ako (i samo ako) je njezin rad na bilo kojoj
zatvorenoj krivulji C' jednak nuli:

F(7)-dF = 0.
C
Takoder se moze pokazati da je sila konzervativna ako (i samo ako) je njezino polje bezvrtlozno:

rot F(7) = V x F(F) = = W & — 0.
() Fy(T) F.(T)

k
0

QD
D =)

23 Na studij u Cambridgeu upisao se tek u éetrdesetoj, 1833. godine. U djetinjstvu je pak gkolu poha-
dao tek dvije godine. No, bio je ¢lan notingamske knjiznice u kojoj je is¢itavao i proucavao suvremene
matematicko—fizicke ¢lanke u Transactions of the Royal Society of London [9].
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9.1.2. Rad vanjskih i unutarnjih sila

Pod utjecajem raznih djelovanja, poput vanjskih sila, temperaturnih promjena i slije-
ganja lezajeva, konstrukcija mijenja oblik. Vanjske sile pritom rade na pomacima tocaka
u kojima djeluju, a unutarnje, pokazat ¢emo uskoro, na infinitezimalnim prirastima pri-
druzenih polja pomaka. (Pod pojmovima sila i pomaka podrazumijevat ¢emo poopcéene
sile i poopéene pomake, pa tako momenti rade na zaokretima poprecnih presjeka.) Rad
opéenito oznacavat ¢emo s 2, rad vanjskih sila s U, a rad unutarnjih s 4.

9.2. O pojmu virtualnoga rada

U sjecanju, koraci odjekuju

Niz stazu kojom nismo posli

Prema vratima koja nikad nismo otvorili
U ruzicénjak.

T. S. Eliot: Burnt Norton

Matematicki je model idealizirana slika dijela stvarnosti. Dio stvarnosti ishodiste je
modela, ali model nije stvarnost. Stovise, za neke elemente modela i za neke pojave i
postupke u njemu ne moraju postojati stvarni predlosci.

Tako pomak na kojemu neka (stvarna) sila radi ne mora biti stvaran, mozemo ga tek
zamisliti. Nazvat ¢emo ga tada virtualnim?* pomakom, pa je i rad sile na takvu pomaku
virtualan rad. Slicno tome, zamisljena moze biti sila, a pomak stvaran, izazvan zadanim
stvarnim silama (koje su, razumije se, neovisne o nasoj zamisljenoj sili), temperaturnim
promjenama, slijeganjima lezajeva ... Irad je virtualne sile na stvarnu pomaku, dakako,
virtualan.

Sile ili pomake mozemo zamisliti gotovo po volji i time ih potpuno prilagoditi odredenoj
zadadi ili zahtjevima jednostavn(ij)e matematicke obrade, a odabrati mozemo i neke
uvjete i medusobne odnose koje sile moraju zadovoljavati pri zamisljenim pomicanjima
ili uvjete koje pomaci moraju ispunjavati pri djelovanju zamisljenih sila.

Posebice, pomake ¢emo zamisljati tako da ne naruse geometrijske odnose u konstruk-
ciji, a pretpostavljat ¢emo jos da se tijekom tih pomicanja vrijednosti stvarnih sila ne
mijenjaju i da pravci na kojima te sile djeluju ostaju usporedni s pravcima na kojima su
djelovale prije pomicanja.

Prikazemo li zamisljeni pomak hvatista sile F vektorom &t , virtualan rad sile na tom
pomaku bit ¢e, kao posljedica uvedenih pretpostavaka, jednostavno

8 = F - 8 = F, du, + F, du, + F, du.; (229)

drugim rije¢ima, uvedenim smo pretpostavkama izbjegli potrebu uvodenja i mukotrpnoga
izracunavanja krivuljnoga integrala (227).

24 T u svakodnevnu je govoru wvirtualan onaj ,koji postoji u prividu ili proizlazi iz privida, a ne iz

realnosti; nestvaran, izmisljen” [V. AN1C: Veliki rjecnik hrvatskoga jezika, Novi Liber, Zagreb, 2003.].
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Tako pomake tocaka konstrukcije tek zamisljamo, prirodno je zahtijevati da u stano-
vitom smislu odgovaraju stvarnim pomacima; ponajprije, da konstrukcija pritom ostane
cjelovita—osim hvatista sila pomicat ¢e se i susjedne tocke, tako da promijenjeni oblik
osi dijelova konstrukcije treba prikazati neprekinutim, dovoljno glatkim krivuljama, sto
znaci da ¢emo polja virtualnih pomaka opisivati, ovisno o matematickom modelu, do-
voljno puta diferencijabilnim vektorskim ili skalarnim funkcijama vektorske ili skalarne
varijable, primjerice 8u : 7 — du(7), du : s — du(s), dw : x — dw(x).

Polje pomaka koje zadovoljava uvjete neprekinutosti i geometrijske rubne uvjete na-
zivamo mogucim ili dopustivim stanjem pomaka sistema. Za Bernoulli-Eulerovu gredu
to znaci da progibna linija ne smije imati ni lomove ni skokove i da mora prolaziti kroz
lezajne tocke (koje e, ako su zadani prisilni pomaci lezajeva, biti pomaknute). Analogno,
moguce stanje ravnoteZe sistema skup je reakcija i unutarnjih sila koje su u ravnotezi sa
zadanim vanjskim aktivnim silama. Unutarnje sile i reakcije izracunane iz polja pomaka
po volji odabranoga moguceg stanja pomaka ne moraju i najceS¢e nece biti u ravnotezi
s aktivnim silama. Isto tako, polje pomaka izracunano iz unutarnjih sila i reakcija ne-
koga moguceg stanja ravnoteze ne mora i najceste nece zadovoljiti uvjete neprekinutosti
i geometrijske rubne uvjete. No, jedno je od moguéih stanja pomaka i jedno od mogucih
stanja ravnoteze stvarno ravnoteino stanje sistema— konfiguracija sistema u kojoj su
vanjske i unutarnje sile u ravnotezi.

9.2.1. 1z povijesti

Princip virtualnih radova za materijalnu tocku i za kruto tijelo u opéem je obliku izrazio
Johann Bernoulli u pismu koje je 26. sijeénja 1717. uputio Pierreu Varignonu [12]:

,Zamislite nekoliko razlic¢itih sila koje djeluju u skladu s razli¢itim teznjama ili u razli-
Citim smjerovima kako bi odrzale tocku, liniju, plohu ili tijelo u ravnotezi. Takoder,
zamislite da je mali pomak dan cijelom sistemu tih sila. Neka je taj pomak usporedan
samome sebi u bilo kojem smjeru ili neka je oko bilo koje ¢vrste tocke. Bit ¢e Vam lako
shvatiti da ¢e, pri tom pomaku, svaka sila napredovati ili uzmaknuti u njegovu smjeru;
osim ako su teznje jedne ili nekoliko sila okomite na taj mali pomak, u kojem slucaju ta
sila ili te sile nec¢e ni napredovati ni uzmaknuti. Jer ta napredovanja ili uzmaci, nazivam ih
virtualnim brzinama, nisu drugo do veli¢ine za koje svaki pravac teznje poraste ili opadne
zbog maloga pomaka. I ti se porasti ili opadanja mogu nac¢i ako se polozi okomica na
pravac teznje bilo koje sile na njezinu kraju. Ta ¢e okomica odrezati u okolisu maloga
pomaka mali dio pravca teznje koji ée biti mjera virtualne brzine te sile.

Neka je, primjerice, P bilo koja tocka sistema koja se odrzava u rav-

F notezi. Neka je F' jedna od sila koje guraju ili povlace tocku P u smjeru F'P

f ili PF. Neka je Pp kratka ravna crta koju tocka P opisuje pri malom po-

maku kojim teznja F'P zauzima polozaj fp. Taj ¢e biti ili potpuno uspo-

redan sa F'P, ako je mali pomak u svakoj tocki usporedan s ravnom crtom

Ciji je polozaj zadan, ili ¢e tvoriti beskonacno mali kut sa F'P ako je mali

P C pomak sistema uc¢injen oko ¢vrste tocke. Povucite stoga PC' okomito na fp

P i dobit éete Cp kao wvirtualnu brzinu sile F' tako da je F' x Cp ono §to
nazivam energijom.

Uocite da je Cp ili pozitivna ili negativna. Sila F' gura tocku P. Ona [virtualna brzi-
na Cp| je pozitivna ako je kut FPp tup i negativna ako je kut FPp oStar. I obratno,
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ako je tocka P vucena, C'p ¢e biti negativna ako je kut F'Pp tup i pozitivna ako je ostar.
Buduéi da smo to razjasnili, iznosim sljede¢u opéu tvrdnju.

U ravnotezi bilo kakvih sila, na koji god nac¢in primijenjenih i u kojemu god smjeru
da djeluju—posredno ili neposredno—zbroj pozitivnih energija bit ¢e jednak zbroju
negativnih energija uzetom pozitivno.”

(Bernoullijeva definicija virtualnoga pomaka, koji on naziva ,virtualnom brzinom” opcenitija
je od nase — Bernoulli, kao $to i slika pokazuje, dopusta ,,zaokret” pravca na kojemu djeluje sila.
Da je nazivlje tek bilo u nastajanju, pokazuje i uvodenje naziva ,energija” za danasnji pojam
rada.)

Poseban slu¢aj principa, skriven u ,zakonu snaga”, spominje veé Aristotel —ili, vjerojat-
nije, nepoznati autor apokrifa Problemi mehanike (Mnyavikd mooBMjpara). U skolastickom ga
razdoblju naslué¢uju i primjenjuju predstavnici Jordanove gkole, a potom Guido Ubaldo, Galileo
Galilei, Evangelista Torricelli, Simon Stevin, René Descartes, John Wallis... Kao temeljno
nacelo i pocelo iz kojega je zatim izveo cjelokupnu mehaniku, princip je u analitickom obliku
izrazio Joseph—Louis Lagrange u Analitickoj mehanici (Mécanique analytique) 1788. godine.

Za povijest gradevne statike posebno je vazna rasprava Misljenje triju matematicara o oste-
éengima koja su uwocéena u kupoli Sv. Petra krajem godine 1742., dano po nalogu nasega gospodara
pape Benedikta XIV.-tog (Parere di tre mattematici sopra i danni, che si sono trovati nella
Cupola di S. Pietro sul fine dell Anno MDCCXLII, dato per ordine di nostro signore Papa
Benedetto XIV') koju su napisali Ruder Josip Boskovi¢?®, Francois Jacquier i Thomas Le Seur.

Obicno se navodi da je kupola bazilike Svetoga Petra u Rimu sagradena prema Michelange-
lovim nacrtima. No, Michelangelo je zamislio sfernu kupolu (slika 114. lijevo). Arhitekti G. della

25 Bogkovi¢ je roden u Dubrovniku 18. 5. 1711., a umro je u Milanu 13. 2. 1787. godine. Izmedu go-

dina 1727.1 1741. studirao je retoriku, filozofiju i teologiju u isusovackim zavodima Collegium Ragusinum
(u Dubrovniku) i Collegium Romanum (u Rimu), gdje je 1740. izabran za profesora matematike. Go-
dine 1744. zaredio se za svecenika i preuzeo katedru matematike. Kasnije je matematiku predavao na
Sveucilistu u Paviji, a istodobno je vodio katedru za optiku i astronomiju u Milanu, te zvjezdarnicu u
Breri kraj Milana. Nakon ukidanja isusovackoga reda godine 1773. preselio se u Pariz. lako je nakon
odlaska u Rim u rodnom Dubrovniku bio samo jedanput, cijeloga je Zivota ostao vezan za Grad te za
njega obavljao diplomatske poslove.

Medu prvima je u kontinentalnoj Europi prihvatio Newtonovu teoriju, iako je prostor i vrijeme smatrao
relativnima. Mjereéi pomocu njihala velicinu gravitacije, utvrdio je da je razli¢ita na razlicitim mjestima
na povrsini Zemlje. Prvi je, na temelju mjerenja meridijanskih stupnjeva izmedu Rima i Riminija,
odredio nepravilni oblik Zemlje (koji je J. Listing mnogo kasnije, 1873., nazvao geoidom).

U geometrijskim je radovima, kao i J. Poncelet (tvorac projektivne geometrije, oko 1820.), konaéne
i beskona¢no daleke tocke smatrao ravnopravnima. Baveéi se pitanjima beskonacnosti i neprekinutosti
uveo je pojam kontinuuma realnih brojeva.

Prema Bogkovi¢evoj izvornoj teoriji strukture tvari, tvar je sastavljena od jednostavnih, nedjeljivih,
neproteznih, medusobno odvojenih tocaka bez unutarnje strukture, ali sa svojstvom inercije. Tvarne
tocke ishodista su sila koje djeluju na daljinu, a mogu se prikazati Boskovi¢éevom krivuljom: na malim
udaljenostima medu tockama sila je odbojna, a s poveCanjem udaljenosti smanjuje se do ponistenja,
prelazi u privla¢nu, raste do najvece vrijednosti, ponovo opada, prelazi u odbojnu i tako dalje, vise puta
mijenjajuéi predznak. Opisana Boskovic¢eva teorija bila je podlogom Navierova izvoda diferencijalnih
jednadzbi ravnoteze izotropnoga elasti¢nog tijela (tek je Cauchy uveo zamisao materijalnog kontinuuma)
i Faradayeva uvodenja pojma polja sila.

Boskovi¢ava pak zamisao da se sva stvarnost moze protumaciti jednim zakonom, iskazana veé¢ naslo-
vom knjige Teorija prirodne filozofije svedena na jedan jedini zakon sila koje djeluju w prirodi ( Theoria
philosophie naturalis redacta ad unicam legem virium in natura existentium) iz 1758. godine, ozivljena
je u suvremenoj znanosti potragom za ,ujedinjenom teorijom polja” koju su zaceli A. Einstein i W. He-
isenberg te jos sveobuhvatnijom ,teorijom o svemu”.
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Slika 114.

Porta i D. Fontana, koji su nakon Michelangelove smrti godine 1590. zajedno dovrsili gradnju,
izmijenili su izvorni projekt ,izduzivsi” kupolu (slika 114. desno). Promjer je kupole 42,6 m,
tjemeni otvor na kojemu lezi lanterna na visini je od 101 m iznad poda, dok je svod lanterne na
visini 117,8 m. Kupola je na jednoj cetvrtini visine masivna, a iznad toga se razdvajaju vanjska
i unutrasnja ljuska (presjek na slici 115., preuzetoj iz Parere di tre mattematici).

Godine 1686. uocene su prve pukotine. Provedeno je nekoliko analiza, a krajem 1740. godine
papa je sastavio posebnu komisiju, te zatrazio i misljenje nekih matematicara ,,0 postoje¢im
osteéenjima koja se zapazaju na kupoli bazilike, a ponajvise o mjerama za njezinu obnovu”

Prvi dio rasprave ,trojice matematicara” sadrzi opis konstrukcije, kronologiju razvoja pu-
kotina te pregled nekih moguc¢ih uzroka i njihovo odbacivanje. Drugi je dio staticki proracun
kojim autori Misljenja dokazuju svoju pretpostavku da je uzrok ostecenjima popustanje zeljez-
nih prstenova ugradenih pri dnu kupole pod prevelikim horizontalnim potiscima.

Pretpostavivsi da su kontrafori i neosteceni dijelovi kupole i tambura apsolutno kruta tijela
(8to je, treba reéi, vrlo gruba aproksimacija) koja se zaokre¢u oko ,korijena” pukotind, trojica
matematicara crtaju sheme pomaka tih dijelova (skice i crtezi pri vrhu slike 115.), te s pomoc¢u
jednadzbi, za koje mozemo reci da izrazavaju virtualne radove tezina dijelova kupole, kontrafora
i dijelova tambura te unutarnjih sila u prstenovima koji se rastezu, izracunavaju neuravnotezene
horizontalne potiske u osnovici kupole.

Treba spomenuti i to da je Boskovié¢ ve¢ tijekom studija u Collegiumu Romanum proucavao
Newtonova djela, ali ¢ini se da trojica matemati¢ara nisu poznavala zakon ,,Ut tensio sic vis”
(,Koliko je produljenje, tolika je sila”), koji je Newtonov suvremenik Robert Hooke objavio
u Lectures de Potentia Restitutiva, or Of Springs vise od pola stoljeca prije njihove rasprave,
godine 1678., tako da proracun provode kao da se sile u zeljeznim prstenovima pri njihovu
rastezanju ne mijenjaju.

Ipak, tiskanje rasprave mozemo smatrati rodenjem suvremene gradevne statike. Umjesto do
tada uvrijezene primjene potpuno iskustvenih pravila, Boskovié¢ i ostali pokuSavaju teorijskim
putem objasniti raspucavanje, te provode staticki proracun. Medutim, ne konstruiraju poligon
sila, §to bi prema tadasnjem stupnju razvoja mehanike trebalo oc¢ekivati, nego uvode potpuno
novi analiticki postupak. Prigovorima poput:

»Ako je kupola Sv. Petra mogla biti zamisljena, projektirana i sagradena bez matematicara i,
narocito, bez mehanike koja se danas posebno njeguje, moci ¢e se i restaurirati bez suradnje
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Slika 115.
matematicara i matematike... Buonarroti nije znao matematiku, a ipak je znao projektirati ku-
polu...”
odgovaraju:

»2Mozda ¢emo biti i obvezani opravdavati se pred mnogima koji ¢e, ne samo pretpostavljajuéi
praksu teorijama, nego i misle¢i da je samo ona potrebna i korisna, a ove da su mozda i Stetne,
osuditi nasu odvaznost kao onih koji se mijesaju u tude poslove; a moglo bi im se lako odgovoriti
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pokazujuéi da su teorije, kad su dobro primijenjene, ne samo korisne, nego i potrebne, da sama
praksa nije ni po ¢emu drugom korisna nego po teoriji sto je sam od sebe stvara onaj koji,
vidjevsi u mnogo slucajeva sto se dogada, odatle zakljucuje silom prirodne spoznaje Sto se
nuzno mora dogoditi u drugim malo ili nimalo razli¢itim sluc¢ajevima.”

Naglasavaju uz to da ih je pozvao vladar koji je shvatio da se radi o gradevini jedinstvenoj
u svijetu i da se na tek nekoliko sliénih, ali manjih gradevina nisu mogla steéi iskustva na
koja se prakticari pozivaju, tako da od matematicara trazi da primjenjujuéi ,opcéenitija nacela
mehanike” izvedu ,najslozenije posljedice iz najjednostavnijih moguc¢ih uzroka”.

U tre¢em dijelu rasprave trojica matematicara preporucuju mjere sanacije —ugradnju do-
datnih zeljeznih prstenova i usidrenih lanaca, proracunanih uz koeficijent sigurnosti 2, jer ,nije
prikladno drzati se jednostavne ravnoteze, nego treba udvostruciti otpore, tako da, otkaze li
nekim slu¢ajem na koji se nije mislilo jedan dio, postoji drugi...”

9.3. Teorem o virtualnim pomacima za deformabilno tijelo

Znanost je igra—ali igra sa stvarnoscu, igra s oStrim nozevima. . .

E. Schrodinger

Ogranicit ¢emo se na analizu ravne grede u ravnini zz. Koordinatni sustav ¢emo, kao
i uvijek, odabrati tako da se os x poklapa s osi grede i da je jedan kraj grede u ishodistu, a
drugi u tocki s apscisom ¢ (kako apscise jednoznacéno odreduju tocke osi, mozemo kratko
reéi: u tocki ¢; i opcenitije: govorit ¢emo o tocki z). Greda moze biti staticki neodredena,
ali uzet ¢emo da su joj lezajevi samo u krajnjim tockama, a kraj moze biti i slobodan.

U okvirima linearne teorije sve su posljedice uzduznih i popre¢nih djelovanja na ravnu
gredu, kao sto znamo, medusobno neovisne, pa ¢emo ih i sada analizirati razdvojeno.

[zdvojit ¢emo infinitezimalan odsjecak izmedu poprecnih presjeka kroz tocke z i z+dwx.

Na njega na pravcu osi grede djeluju distribuirana sila p, uzduzna sila —N () u presjeku x
i uzduzna sila N(z + dx) u presjeku x + dz (slika 116.a.).

* N@ | p@ | N+do)
T } dx }
b,
N(z) p(x) N(z +dz)

Slika 116.
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Neka je polje uzduznih virtualnih pomaka grede zadano funkcijom
dbu : x — du(z) = du(x); (230)

orijentirane su duljine pomaka krajeva promatranoga odsjecka tada du(z) i du(z + dx)
(slika 116.b.).

Kao i pri izvodu diferencijalnih jednadzbi ravnoteze, uzet ¢emo da se vrijednost di-
stribuirane sile p ne mijenja uzduz odsjecka i da je jednaka vrijednosti p(z) u tocki x;
vrijednost je rezultante pripadnoga dijela sile tada p(x)dz. Uzmemo li jos da ta re-
zultanta djeluje u tocki x, njezin je infinitezimalni virtualni rad

[p(z) dz] du(x). (231)

(Kad bismo pretpostavili da rezultanta djeluje u bilo kojoj drugoj tocki izmedu tocaka x
i x + dx, vrijednost njezina rada razlikovala bi se od navedene za zanemarivu vrijednost
ap(z)du'(z) (dz)? uz 0 < a < 1. [Dokazite! )

Radovi su uzduznih sila na virtualnim pomacima krajeva odsjecka

—N(x) du(x) i N(z + dz) du(x + dx). (232)

Izraz za rad na lijevome kraju ima predznak ,,—” jer se, prema slici 116.b., pozitivno
orijentirana sila ,suprostavlja” pozitivhu pomaku. Na desnome ¢e pak kraju prethod-
noga odsjecka, koji s lijevim krajem naseg odsjecka dijeli ravninu popre¢nog presjeka
(slika 116.c.), rad biti N(z) du(x).

Aproksimiramo li infinitezimalne priraste AN i Adu funkcija N i du diferencijalima
dN i dbdu, tako da su

N(x +dz) = N(z) + AN(z,dz) = N(z) + dN(z,dz) = N(x) + N'(z)dx,
du(z + dx) = du(z) + Adu(x,dx) = du(x) + ddu(z,dz) = du(z) + du'(x)dx,

za rad na desnomu kraju nasega odsjecka (slika 116.b.) mozemo pisati
N(z +dz) du(x + dx) = [N(z) + N'(z)dz] [du(z) + du'(x)dx],

odnosno, nakon mnozenja ¢lanova na desnoj strani i uz ¢injenicu da je N’(z) §u'(x) (dx)?

neizmjerno mala veli¢ina ¢iji je red visi od reda ostalih pribrojnika,
N(z + dz) du(x + dz) = N(z)du(z) + N(x) [6u'(z)dx] + [N'(z)dz] du(x),

Sto znaci da se pri infinitezimalnom prirastu varijable x za dx, od desnog kraja prethod-
noga do desnog kraja promatranog odsjecka, virtualni rad uzduzne sile pove¢a (priblizno)
za zbroj infinitezimalnoga rada sile, ¢ija je vrijednost jednaka vrijednosti sile u presjeku x,
na infinitezimalnom prirastu polja pomaka (pri ¢emu je taj prirast aproksimiran diferen-
cijalom), i infinitezimalnog rada infinitezimalnog prirasta sile (takoder aproksimiranoga
diferencijalom) na pomaku, ¢ija je duljina jednaka duljini pomaka presjeka x. Naime,
kako je funkcija N du, kojom je definiran rad, umnozak dviju funkcija, njezin infinitezi-
malni prirast ovisi o prirastima i jedne i druge funkcije— o prirastu vrijednosti sile i o
prirastu duljine pomaka.
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Zbroj je radova uzduznih sila na virtualnim pomacima krajeva nasega odsjecka (sli-
ka 116.b.), prema tome,

—N(z)bu(z) + N(z +dz) du(x +dx) & N(z)[du'(z)dz] + [N'(x)dx] du(x). (233)

Osim uzduznih sila na odsjecak na pravcu osi djeluje i sila p, pa ¢emo objema stranama
pribrojiti izraz (231):

—N(z)du(x) + N(x + dz) du(z + dx) + [p(z)dx] du(x)
N(z) du'(z)dz + N'(z) du(z)dx + p(z) du(z) dx,

12

odnosno
—N(z)du(x) + N(x +dz) du(z + dx) + [p(z) dx] du(x)

(234)
~ N(z)du'(z)dz + [N'(z) + p(x)]dz du(x).

Ako je prije virtualnoga pomicanja odsjecak bio u ravnotezi, sile koje djeluju na njega
zadovoljavale su diferencijalnu jednadzbu ravnoteze

N'(z) + p(x) = 0.

Kako se, prema nasim pretpostavkama, ni sile ni njihovi geometrijski odnosi pomicanjem
nisu promijenili, sile ostaju u ravnotezi, pa podizraz u uglatim zagradama na desnoj
strani relacije (234) is¢ezava; ostaje, dakle, samo prvi pribrojnik:

—N(z) du(z) + N(z + dz) du(z + dz) + p(x) du(x) dz = N(z)du'(x) dx. (235)

Podizrazom s desne strane znaka = definiran je infinitezimalni rad uzduzne sile na infi-
nitezimalnom prirastu polja uzduznih virtualnih pomaka:

AUy (x,dz) = N(z)ddu(x,dz) = N(x)[ou'(x)dx] = N(x)[be(x) dz]; (236)

posljednju je pretvorbu u toj definiciji omogudéila kinematicka veza du’ = de, analogna
vezi v’ = ¢ izmedu stvarnih polja pomaka i deformacija. Rad ddiy(x,dz) ,cisti” je rad
koji preostaje kad zbrojimo radove svih sila koje djeluju na neki infinitezimalni odsjecak.

Nasa je greda sastavljena od bezbrojno mnogo infinitezimalnih odsjecaka. Za svaki
od njih mozemo napisati relaciju (235). ,,Zbrojimo” li svih tih bezbrojno mnogo relacija,
dobit ¢emo

¢ ¢
—N(0)du(0) + N(€)du(l) +/0 p(z) du(x) de = /0 N(z) du/(z) de. (237)

Naime, podizrazi za rad uzduznih sila na dodirnim ravninama susjednih odsjecaka — drugi
pribrojnik u relaciji (235) napisanoj za neki, bilo koji odsjecak i prvi pribrojnik u relaciji
za sljedeci odsjecak — medusobno se ponistavaju, jer je rije¢ o istom poprecnom presjeku,
pa, dakle, i o istom pomaku te o silama istoga intenziteta, ali suprotne orijentacije (sli-
ke 117.), tako da u ,zbroju” na lijevoj strani preostaju samo podizrazi za radove sila
u ravninama krajnjih presjeka. No, u tim ravninama, na lijevom kraju prvoga i na
desnom kraju posljednjeg odsjecka djeluju vanjske sile; to mogu biti reakcije ili sile zadane
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N(z + dz)

- |—

N(z + dx)

du(z + dx)

Slika 117.

kao opterecenje (primjerice, slika 118.a.). Uvedemo li za vanjske sile na krajevima opcée
oznake Ny i Ny, bit ¢e
N(0) = =Ny i N(l) = Ny;

na lijevom se kraju predznak promijenio zbog razlicitih ,dogovorenih” pozitivnih orijenta-
cija vanjskih i unutarnjih sila (slike 118.b. i c.). Jednadzba (237) time postaje jednadzbom
koja izrice jednakost virtualnih radova vanjskih i unutarnjih sila:

¢ ¢
No du(0) + Ny du(l) +/0 p(x) du(z) doe = /0 N(z) du'(z) d; (238)

svi pribrojnici s lijeve strane znaka jednakosti izrazavaju radove vanjskih sila, a integra-
lom na desnoj strani definiran je rad uzduznih sila na infinitezimalnim prirastima polja
uzduznih virtualnih pomaka ili, sinonimno, krace, virtualan rad uzduznih sila:

¢ ¢
My = N(z) &/ () dx = N(z) b dz. 239
N /o (x) du'(z) dx /0 (x) de(x) dz (239)
[
a. T Iz
[
b No | N,
“ N N ()
Slika 118.

Na slican ¢emo nacin izvesti izraze za rad na popre¢nim virtualnim pomacima i za
rad na virtualnim zaokretima ravnina poprecnih presjeka.

Pri djelovanju distribuirane sile okomito na os grede u popre¢nim ¢e se presjecima
pojaviti i popreéne sile i momenti savijanja.26

26 Pretpostavit ¢emo da nema distribuiranih momenata. Uzmemo li i njih u obzir, razmjerno zapleteni
izvod postao bi jos zapletenijim, a niSta novo ne bismo naucili.
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q(z) dw(x + dx)

|
=
LN,

\ dzx \

Slika 119.

Polje virtualnih pomaka okomitih na os opisali smo funkcijom
S x> Sw(x) = dw(x)k, (240)

pa su orijentirane duljine pomaka krajeva izdvojenoga infinitezimalnog odsjecka dw(x) i
dw(x + dx) (slika 119.). Na odsjecak okomito na njegovu os djeluju distribuirana sila q
konstantne vrijednosti ¢(z) te poprecne sile =T (z) i T'(z + dz) u presjecima = i z + dz.
Za infinitezimalni virtualni rad tih sila mozemo, nakon uvodenja diferencijala i sredivanja
desne strane, pisati

—T(x) dw(x) + T(x + dx) dw(x + dz) + [¢(z) dz] dw(x)
~ T(x)dw'(x)de + [T'(x) + q(x)] dz dw(x).
Zadovoljavaju li sile diferencijalnu jednadzbu ravnoteze
T'(z) + q(z) =0,
na desnoj strani preostaje samo prvi pribrojnik:

—T(z) dw(z) + T(z + dx) dw(x + dz) + q(z) dw(z) dr = T(z)dw'(x)dzx.  (241)
Napokon, neka je funkcijom

00 1z — &Y(x) (242)

zadano (skalarno) polje kutova virtualnih zaokreta ravnina popre¢nih presjeka.

Veé smo pri izvodenju diferencijalne jednadzbe M'(x) — T(x) = 0 pokazali da su
utjecaji distribuirane sile i prirasta poprec¢ne sile na momentnu ravnotezu odsjecka zane-
marivi.?” Stoga ¢emo na na§ odsjecak sada nanijeti samo momente —M (z) i M (z + dz)

2T Lako je dokazati da je i utjecaj infinitezimalne promjene duljine odsjecka (zbog moguéega istodobnog
djelovanja uzduzne sile), kojim se mijenja krak sprega popreénih sila, zanemariv. [Dokazite! |
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M (z + dx)

- D

T(x)

M (z + dz)

.)
C\ sz(x + dx)

Slika 120.

i, u oba presjeka, poprecne sile +7 () (slika 120.a.). Momenti —M(z) i M(z + dx)
rade na zaokretima ravnina poprecnih presjeka u kojima djeluju (slika b.); kutovi tih za-
okreta su 80(x) i 89(x + dz). Par sila +7 (2) tvori spreg; njegov moment ima intenzitet
|T(x)| dz i negativan smisao vrtnje. Moment sprega radi na zaokretu spojnice hvatista
sila sprega (slika c.), tako da ¢e rad naSega sprega poprecnih sila biti, zanemarimo li
doprinos infinitezimalnoga prirasta 6¥(z + dx) — 8¥(z),

—|T(x) dz] 89 (x) = =T (x) 8 (x) dz.

Prema tome, uz ve¢ uobicajene pretvorbe i prerade na desnoj strani, za infinitezimalni
virtualni rad momenata na promatranom odsjecku mozemo pisati

—M(z) 80(x) + M (x + dz) 89(x + dz) — T'(z) dY(z) dx
~ M(z) 89 (x)dx + [M'(z) — T(x)]dz 89(x).

Q

Zadovoljavaju li momenti i poprecne sile diferencijalnu jednadzbu ravnoteze
M'(z) — T(z) =0
drugi pribrojnik s desne strane otpada, pa je
—M(x) d%(x) + M(x + dx) dd(x + da) — T(z)d¢(x)dx = M(x) Y (x)de.  (243)
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Prebacimo li podizraz —T1'(x) 89(x) dx na desnu stranu znaka = i pribrojimo li dobivenoj
relaciji relaciju (241), bit ¢e

—M(x) 39 (x) + M(x + dx) d9(x + dz)
— T (x) dw(z) + T'(z + dz) dw(x + dz) + ¢(x) dw(x) dx (244)
M(z) 8¢ (z)dz + T(x) [80(x) 4+ dw'(x)] da.

12

Prvi pribrojnik na desnoj strani infinitezimalni je rad momenta savijanja na infinite-
zimalnom prirastu polja virtualnih zaokreta ravnina poprecnih presjeka:

Aoy (x,dz) = M(x) ddd(x,dz) = M(z) [d¢ (z) dx]. (245)

U Bernoulli-Eulerovoj teoriji savijanja kutovi zaokreta ravnina poprec¢nih presjeka
jednaki su kutovima koje tangente na (zakrivljenu) os grede zatvaraju s osi z, 89 = dyp,
a kako je dp = —dw', bit ¢e &) = —dw” = 8k, pa infinitezimalni rad momenta savijanja
mozemo zapisati i u obliku

Aoty (z,dx) = M(z) ddp(x,dz) = M(x) [0k(x) dz]. (246)
Uz to, iz 09 = dp = —dw’ slijedi
T(z) [69(z) + dw'(z)]dx = 0, (247)

sto je u skladu s (drugom) pretpostavkom na kojoj je Bernoulli-Eulerova teorija uteme-
ljena: poprecne bi sile trebale raditi na ,klizanjima” ravnina popre¢nih presjeka, no njih,
prema pretpostavci, nema.

U Timosenkovoj je pak teoriji kut zaokreta normale na ravninu popre¢noga presjeka
(koji je jednak kutu njezina zaokreta) sastavljen od kuta zaokreta tangente na os grede i
kuta zbog ,klizanja” te ravnine, 89 = dp + &y = —dw’ + 07, tako da je &Y + dw' = &,
te je stoga

ddihr(x,dx) = T(z) [dy(z) dz] (248)

infinitezimalni rad poprecne sile na infinitezimalnom prirastu polja virtualnih ,klizanja”
ravnina poprecnih presjeka.

Prema tome, za virtualan rad na infinitezimalnom odsjecku Bernoulli-Eulerove grede
mozemo napisati relaciju

—M(x) dp(x) + M(x + dx) dp(z + dz)
—T(x)dw(x) + T(z + dz) dw(x + dx) + q(z) dw(x) dx (249)
~ M(x) dk(z)dx,
dok je odgovarajuca relacija za odsjecak Timosenkove grede
—M(x) 89(x) + M(x + dx) 89 (x + dx)
—T(x)dw(x) + T(x + dzx) dw(x + dx) + q(x) dw(x) dz (250)
~ M(z) 89 (x)dx + T(x) dy(x) du,
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Razlozimo li gredu na neizmjerno mnogo infinitezimalnih odsjecaka, za svaki od njih
mozemo napisati relaciju (249) ili relaciju (250), ovisno o teoriji u okvirima koje se
kre¢emo. Ako zbrojimo relacije za dva susjedna elementa, ponistit ¢e se, kao i u iz-
vodu za rad na uzduznim virtualnim pomacima, podizrazi za rad poprecnih sila u ravnini
zajednickoga poprecnog presjeka, kao i podizrazi za rad momenata u toj ravnini. Stoga
¢emo ,zbrajanjem” svih relacija dobiti

¢
My dp(0) + M;dp(f) + Ty dw(0) + T, dw(?) +/ q(z) dw(x) dx
’ (251)

za Bernoulli-Eulerovu 1

¢
= /0 M (z) dk(z) dx
¢

My 89(0) + M, d9(f) + Ty dw(0) + Ty dw(?) +/ q(z) dw(x) dx
’ (252)

_ / [M(2) 89'(x) + T() 87(x)] da

za Timosenkovu gredu. Sa Ty, My, T, i Ty oznacili smo vrijednosti vanjskih sila na
lijevom kraju prvoga i na desnom kraju posljednjeg odsjecka; za njihove predznake i
promjene predznaka vrijedi ono sto smo rekli za Ny i Ny.

Integral
¢
d8hys =/ M(z) 8 (x) dz (253)
0

definicija je rada momenata savijanja na infinitezimalnim prirastima polja virtualnih zao-
kreta poprecnih presjeka ili, krace receno, virtualnoga rada momenata savijanja; za Berno-
ulli-Eulerovu gredu mozemo pisati i

¢
0y = / M (z) dk(x) dx. (254)
0
Virtualan rad popreénih sila,
¢
oty =/ T(x) dy(x) de, (255)
0
razumije se, definiran je samo u Timosenkovoj teoriji savijanja.

U opc¢em slucaju, kada na gredu djeluju sile na pravcu njezine osi i okomito na os, za
Bernoulli-Eulerovu je gredu

Nodu(0) + Nydu(l) + T dw(0) + T, dw(¥)
+ Mo dp(0) + M, dp(¢) +/0 [p(z) du(z) + q(z) dw(x)] dx (256)
= /0 [N(z) 8e(z) + M(z) dk(z)] d,
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dok je za Timosenkovu gredu

No du(0) + Nydu(l) + Ty dw(0) + T dw(l)
+ My d9(0) + M, d9(¢) +/0 [p(z) du(z) + q(x) dw(z)] dx (257)

0
- /0 [N(2) 5e(x) + T(x) Sy(z) + M(x) 59'(x)] da.

[zvodom tih dviju jednadzbi dokazali smo prvi dio teorema o virtualnim pomacima za
deformabilne konstrukcije: ako se konstrukcija pod zadanim opterec¢enjem nalazi u stanju
ravnoteze, onda je rad stvarnih vanjskih sila na po volji odabranim poljima virtualnih
pomaka (lijeve strane jednadzbi) jednak radu stvarnih unutarnjih sila na infinitezimalnim
prirastima tih polja (desne strane jednadzbi). U Timosenkovoj teoriji odabiremo polja
virtualnih translacijskih pomaka du i dw te polje virtualnih zaokreta poprecnih presjeka
koje opisujemo poljem kutova zaokreta 6. U Bernoulli-Eulerovoj teoriji kutovi zaokreta
poprecnih presjeka jednaki su kutovima nagiba tangenata na progibnu liniju, 0¥ = 0y, a
te pak kutove odreduje polje vrijednosti popreénih pomaka izrazom d¢ = —dw’, tako da
sada mozemo odabrati jedino polja virtualnih translacijskih pomaka du i dw.

Jednakosti (256) i (257) mozemo sazeto zapisati kao
Oy = dil. (258)
Moze se rec¢i da smo tijekom dokaza prvoga dijela teorema o virtualnim pomacima
diferencijalne jednadzbe ravnoteze preveli u integralnu jednadzbu rada.

U nasem smo dokazu koracima tog prijevoda pokusali dati zorne staticke ili kine-
maticke interpretacije. Koraci pak ,klasi¢nog”, u udzbenicima (poput [2, 49]) najcesce
iznosenoga dokaza najvecim su dijelom formalne transformacije matematickih izraza koje
je tesko slikovito protumaciti. Ovako:

Ako je infinitezimalni element grede u ravnotezi, vanjske i unutarnje sile zadovoljavaju
diferencijalne jednadzbe

N'(z) + p(z) = 0,
+q(x) =0,
M'(z) — T(z) = 0.
Prvu éemo jednadzbu pomnoziti sa du(z)dz, drugu sa dw(z)dz, a trecu sa 69(x) dz:
N'(z) du(z)dz + p(z)du(z)dz = 0,
T'(z) dw(z)dz + q(z) dw(z)dx = 0,
M'(z) 89(x)dx — T(x)89(x)dx = 0.

Potom ¢emo dobivene izraze integrirati po duljini grede i zbrojiti (i malo presloziti):

¢ ¢ ¢
/ N'(z) du(x) doe + / T'(x) dw(x) dx + / M'(z) 89(x) dz
0 0 0 (259)

—/0 T(x)89(x) da +/0 [p(z) du(z) + q(z) dw(z)] dz = 0.
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Parcijalna integracija®® prvoga, drugog i tre¢eg pribrojnika daje, uz primjenu osnov-

noga teorema integralnog racuna?’:

¢ ¢
/0 N'(x)du(x)de = N(£)du(f) — N(0)du(0) —/0 N(z)du/(z) dx,
¢ ¢

/ T'(x)dw(x)dx = T(£)dw(¢) — T(0)dw(0) —/ T(x)dw'(x) dz, (260)

f M'(z) 89(x) dz

M(0)59(0) — M(0) 59(0) — ZM(x) 59 (z) dz.

(Primjene osnovnoga teorema integralnog racuna i izraza za parcijalnu integraciju skri-

~

vaju se i u nasemu zornom dokazu. Podizraz s lijeve strane znaka &= u relaciji (233)
na stranici 195. infinitezimalni je prirast funkcije N du pri prirastu varijable x za duz.
Buduéi da i njega mozemo aproksimirati diferencijalom,

—N(z)du(x) + N(x +dz) du(z + dx) = [N(z)du(x)] dz, (261)
yzbrajanjem” dobivamo
¢
_N(0) 5u(0) + N(0) su(t) = / [N (z) su(z)] da. (262)
0
Usporedba pak relacija (261) i (233) pokazuje da je

[N(z)du(z)] dz

12

N(z) [6u'(z)dx] + [N'(z)dz] du(x),
tako da je

/D [N (@) u(o)] e — /0 "N (o) sul(a) i + /0 "N () Sule) d.

a iz te jednadzbe neposredno slijedi izraz za parcijalnu integraciju.)

Uvrstavanjem desnih strana izraza (260) u jednadzbu (259), uz N(¢) = Ny, N(0) =
—Ny, ..., dobivamo nakon sredivanja

No du(0) + Nydu(l) + Ty dw(0) + Ty dw(¥)
+ My 89(0) + M, 89(¢) —i—/o [p(z) du(z) + q(z) dw(x)] dx (263)
¢
= /o {N(z) o (z) + T(x) [89(z) + duw'(z)] + M(z) 8 (z)} da.

Ta jednadzba uz du' = de i 89 + dw’ = Oy daje jednadzbu (257), a uz du' = O¢,

Y = —dw'=dp i & = &k jednadzbu (256). QED

b b b
28 Prisjetite se: /f'(x)g(x)dx = / [f(x)g(ac)]/dm—/ f(z) g (z)dz.

b
29 Ako je f' neprekidna funkcija, onda je / f(x)dz = f(x)
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Ogranic¢imo li se na savijanje Bernoulli-Eulerove grede, klasi¢ni formalni dokaz prvog
dijela teorema mozemo zapoceti i diferencijalnom jednadzbom

M"(z) + q(x) = 0.
Pomnozit ¢emo je sa dw(x)dx i integrirati po duljini grede:
¢ ¢
/ M"(z) dw(x) dx +/q(:ﬁ) dw(x)dx = 0.
0 0

Parcijalnom integracijom prvoga pribrojnika dobivamo:

/0 M) Sufe) de = M) su(r) | /0 M/(z) 5u/(z) da.

Drugi pribrojnik na desnoj strani jos ¢emo jednom parcijalno integrirati:

/OM’(x)Sw’(x) de = M(z)duw'(x)| — /0 M(x)dw"(x) du.

Kako su M'(x) = T(z), duw'(x) = =d¢p(x) 1 dw"(x) = —dk(x), bit ¢e

/0 M"(x) dw(x) dx
= T()dw(l) — T(0)dw(0) + M(£)dp(f) — M(0) dp(0) —/O M(x)dk(x) dx

[ pazite na promjene predznaka!| te, napokon,

(264)

¢
T(0)dw(f) —T(0)dw(0) + M(£) dp(£) — M(0) dp(0) —I—/0 q(z) dw(z) dx
¢
i M (z) ok (z) dz.

QED

[ako smo podosta pozornosti posvetili nacinima njegova dokazivanja, prvi dio teorema
o virtualnim pomacima sa stajaliSta provedbe proracuna nije pretjerano koristan —ne
daje nam neki novi, laksi, brzi ili Sire primjenjiv proracunski postupak. Uvjetna postavka
toga dijela ravnotezno je stanje, a posljedi¢na jednakost virtualnih radova: ako znamo
reakcije i unutarnje sile koje uravnotezuju zadano opterecenje i ako nasumice odaberemo
polja virtualnih pomaka, pokazat ¢e se da te sile i ta polja zadovoljavaju jednadzbu (258).
No, ako je ravnotezno stanje poznato, zna¢i da smo ve¢ na neki nacin rijesili jednadzbe
ravnoteze.

Obrat prvoga dijela teorema mnogo je zanimljiviji i svrsishodniji—to je teorijski
temelj niza metoda, ponajvise numerickih, poput klasiécne Galerkinove metode i metode
konacnih elemenata u Galerkinovoj formulaciji, koje su primjenjive na znatno veci skup
zadacCa negoli analiticko rjesavanje jednadzbi gradevne statike i, opcenitije, jednadzbi
teorije elasti¢nosti.
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Drugi dio ili obrat prvoga dijela teorema o wvirtualnim pomacima glasi: ako je rad
stvarnih vanjskih sila na svim poljima virtualnih pomaka jednak radu stvarnih unutarnjih
sila na infinitezimalnim prirastima tih polja, onda su vanjske i unutarnje sile u ravnotezi.

Kao sto smo ve¢ rekli, dokaz prvoga dijela teorema bio je ,prijevod” diferencijalnih
jednadzbi ravnoteze u integralnu jednadzbu rada. U dokazu obrata treba stoga iz inte-
gralne jednadzbe rada ,izvucéi” diferencijalne jednadzbe ravnoteze, a to znaci da ¢emo se
morati ,,vratiti” kroz dokaz prvoga dijela.

»Zbrajanjem” relacija (233) sa stranice 195. za sve infinitezimalne odsjecke dobivamo

¢ ¢

—N(0) du(0) + N(¢)du(l) = / N(z) du'(x) dx +/ N'(z) du(z) du,
0 0

pa je

¢ ¢

/ N(z) 6u'(z)dx = —N(0)du(0) + N(£)du(f) —/ N'(x) du(x) dx.
0 0

(Nas dokaz drugoga dijela teorema nije, na zalost, mnogo zorniji od klasi¢noga. Tek,
szbrajaju¢i” bezbrojno mnogo infinitezimalnih prirasta radova, koji su podizrazima li-
jevo i desno od znaka = u relaciji (233) prikazani na dva nacina, pokusali smo prikriti
jos jednu parcijalnu integraciju i, potom, primjenu osnovnoga teorema integralnog racuna
u formalnom prevodenju lijeve strane jednadzbe u desnu. Koraci pak koji slijede jednaki
su i u klasicnom dokazu.)

Integralom na lijevoj strani prethodnoga izraza definirali smo virtualni rad uzduznih
sila. Stoga podizrazom zdésna mozemo zamijeniti rad uzduznih sila na desnoj strani
jednadzbe (238) na stranici 196:

¢
Ny du(0) + Ny du(l) + /0 p(x) du(z) dz

_ N(0) 5u(0) + N(¢)Su(t) — /O N'(z) Su(x) dz.
Sredivanje daje
[N(0) + No| du(0) 4+ [—N(£) + Ne] du(l) + /0 [N'(z) + p(z)] du(x) dz = 0.  (265)

Jednakost radova (238) vrijedi, prema uvjetnoj postavci drugoga dijela teorema, za sva
polja virtualnih pomaka. Jasno je da za sve njih mora vrijediti i iz (238) izvedena jedna-

kost (265).

Vrijednosti pojedinih pribrojnika u (265) mogu se neovisno mijenjati, tako da nuli
mora biti jednak svaki od njih:

[N(0) + Noldu(0) = 0V 8u(0),
[~N() + N su(l) = 0 Y ou(l),

¢
/0 [N'(z) + p(x)] du(z) dz = 0 v du.
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Buduéi da su N(0), N(¢), Ny, Ny, du(0) i du(f) skalari, prva su dva uvjeta oblika
axr =0 Vzel,
a to je moguée samo ako je a = 0. Slijedi da su

N@O) + Ny =0 i —N{) + N, = 0.

Ostaje nam jos da dokazemo da iz

¢
/o [N'(z) + p(x)] du(z) dz = 0 V du (266)

slijedi
N'(z)+p(x) =0 za xe0,0). (267)

Umjesto podintegralne funkcije [N'(z) + p(z)] du(z) uvest ¢emo u uvjet (266) nesto
opéenitiju funkciju f(x)d(z) i pretpostaviti da je uvjet

/0 F@)d(z) dz = 0 (268)

zadovoljen za sve funkcije 6. Tada mora biti zadovoljen i za posebno odabranu funkciju
d(x) = f(z). U tom je slucaju

/0£f2(a;) dr = 0.

Kako je uvijek f%(z) = 0 i kako je vrijednost odredenoga integrala jednaka plostini
povrsine ,ispod” grafa funkcije, ta ¢e vrijednost biti jednaka nuli samo ako je f = 0.
Time smo dokazali temeljnu lemu varijacijskoga racuna: ako neprekidna funkcija f zado-
voljava jednadzbu (268) za sve funkcije 0, tada je f = 0.

U naSem su slucaju f = N +p i § = du, pa nam temeljna lema neposredno pru-
za dokaz tvrdnje (266) = (267). Slijedimo li cijeli lanac zakljuéivanja, vidjet ¢emo
da sistem sila koji na svim poljima virtualnih pomaka zadovoljava jednakost virtualnih
radova vanjskih i unutarnjih sila, izrazenu jednadzbom (238), zadovoljava i diferencijalnu
jednadzbu ravnoteze (267). K tomu jos, pokazali smo da taj sistem zadovoljava i prirodne

rubne uvjete
N(0) = =N i N(¢) = N,.

Kako bismo dokazali drugi dio teorema za savijanje Timosenkove grede, integral zbro-
ja na desnoj strani jednadzbe (252) na stranici 200. prikazat ¢emo, nakon $to uvrstimo
oy = 01 + dw', kao zbroj integrala:

¢
/0 {T(z) [69(z) + du'(z)] + M(z) 8 (z)} dz

_ /0 () 89(x) di /0 () s (@) d + /O M () 89 () dr
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Za Bernoulli-Eulerovu je pak gredu 69 + dw’ = 0, tako da je

¢
/0 T(x) [89(x) + dw'(x)] dz = 0,

pa taj integral mozemo formalno pribrojiti desnoj strani jednadzbe (251), te i nju, uz
dk = &', prikazati na isti nacin.

Sada ¢emo integrale koji sadrze derivacije polja virtualnih pomaka prevesti, slicno kao
integral kojim je izrazen virtualni rad uzduzne sile, u

/0 T(w) 5w () de — T(0) sw(l) — T(0) 5w (0) — /0 T(2) sw(z) da,

/ " M(2)59(x) dz = M(€)59() — M(0) 59(0) — / M () 59(x) d

Nakon uvrstavanja dobivenih izraza na desnu stranu jednadzbe (252) ili jednadzbe (251),
prebacivanja na lijevu stranu i sredivanja dobivamo

[T(0) + To] dw(0) + [-T'(£) + Ty] dw(¥)
+ [M(0) + My] 89(0) + [—M(¢) + M,] 59(¢)

—I—/O [T (x) + q(x)] Sw(z) dz + /0 [M'(z) — T(2)] 89(z) dz = 0.

Kako polja dw i 8 mozemo birati neovisno jedno o drugom, da bi zbroj bio jednak nuli,
svaki pribrojnik mora zasebice iS¢eznuti:

[7(0) + ToJdw(0) = 0 ¥ duw(0),
[=T(0) + T dw(f) = 0 ¥ dw(f),
[M(0) + Mo] 89(0) = 0 ¥ 89(0),

[—M(0) + M]80(6) = 0 ¥ 80(0),

/0 [T'(z) + q(x)] dw(z)dz = 0V duw,

¢
/ [M'(z) — T(2)] 89(z)dz = 0 V&0.
0
Prema temeljnoj lemi varijacijskoga racuna iz posljednje dvije jednadzbe slijedi
T'(x) +q(z) = 0,
M'(z) —T(z) = 0.

Dobili smo, dakle, diferencijalne jednadzbe ravnoteze. Prve pak cetiri jednadzbe daju
prirodne rubne uvjete:

7(0) = —To, T(l) = To,
M(O) = — My, M(t) = M,
OED
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Klasi¢ni dokaz obrata prvoga dijela teorema, ogranicenog na savijanje Bernoulli—
Eulerove grede, provodi se na slican nacin: integral s desne strane jednakosti (264) dvjema
parcijalnim integracijama prevodimo u

¢ ¢
/OM(JU) dk(z)dr = —/0 M(z)dw" (x) dx
¢
= M) p(l) — M(0)p(0) + T(£)dw(t) — T(0) dw(0) _/0 M"(z) dw(x)dx,
pa jednadzba (264) sa stranice 203. daje uvjet

/0 [M"(z) + q(z)] dw(z)dz = 0 Vdw,

tako da primjenom temeljne leme varijacijskoga racuna mozemo izdvojiti diferencijalnu
jednadzbu ravnoteze

M"(z) + g(z) = 0. QED

9.4. Teorem o virtualnim silama

Na slican nacin kao $to smo u prethodnom odjeljku dokazali teorem o virtualnim
pomacima, moze se dokazati i teorem o virtualnim silama: ako polja pomaka i deformacija
konstrukcije zadovoljavaju sve kinematicke uvjete, onda je rad po volji odabranih vanjskih
virtualnih sila na stvarnim poljima pomaka jednak radu unutarnjih virtualnih sila na
infinitezimalnim prirastima (ili: na diferencijalima) tih polja; i obratno, naravno. Dakle,
kao sto je zadovoljenje uvjeta ravnoteze ekvivalentno jednakosti radova stvarnih sila na
virtualnim pomacima, tako je zadovoljenje kinematickih uvjeta ekvivalentno jednakosti
radova virtualnih sila na stvarnim pomacima.

Kinematicki se uvjeti svrstavaju u dvije skupine: diferencijalne odnose pomaka i
deformacija, koji vrijede ,unutar” nosaca, te geometrijske rubne uvjete (nazvane i ki-
nematickim rubnim uvjetima), koje propisuju lezajevi. Za Bernoulli-Eulerovu gredu
kinematicki su uvjeti:

e odnosi pomaka i deformacija:
e(x) = u'(z) ili e(x) —u'(z) =0,
k(z) = —w"(x) ili k(z) + w"(x) = 0;
e geometrijski rubni uvjeti:
u(0) = o, u(l) = uy;
w(0) =wo,  w(0)=—%y, w(l)=w,  Ww()=-3

U uzduznom smjeru (u) pritom mora biti zadan barem jedan uvjet; u popreénom pak
smjeru (w i w’) moraju biti zadana barem dva uvjeta, od kojih barem jedan mora biti
za w.
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Za Bernoulli-Eulerovu je gredu iskaz jednakosti radova virtualnih sila

dNou(0) + dNyu(l) + dTyw(0) + dTyw(l) + dMyp(0) + dM, ()
+ 2 0Pu(m) + ) 8Q w(wy) + 3, SMy ()

¥4
" / [5p(a) u(z) + Sq(z) w(x)] da
l
_ /0 [6N(2)e(z) + 5M(x) w(x)] da.

Neki od pomaka i zaokreta krajeva Stapa pomaci su po pravcima lezajnih veza ili zaokreti
oko njihovih osi, pa su ili sprijeceni ili zadani kao prisilni pomaci i zaokreti lezajeva—
rijeC je o geometrijskim rubnim uvjetima. Virtualne sile na tim pravcima ili momenti oko
njih uravnotezujuce su virtualne reakcije. Na pravcima pak slobodnih pomaka krajeva i
oko osi slobodnih zaokreta kao prirodni se rubni uvjeti zadaju virtualne sile ili momenti;
njihove vrijednosti mogu, dakako, biti i nula.

Podizrazima u drugome retku u izraz smo ukljucili i rad koncentriranih sila i mo-
menata zadanih unutar raspona grede (u tockama xy; ;i € (0,¢)). Kako diferencijalni
izrazi traze dovoljno glatke funkcije, ta se djelovanja u prikazanu dokazu teorema nisu
pojavila?®

Uzet ¢emo da podizrazi u drugome retku obuhvacaju i sile i momente koji djeluju na
krajevima — prirodne rubne uvjete, pa su  jx € [0,¢]. U prvome retku tada ostaju
samo pribrojnici koji sadrze virtualne reakcije. Rad svih virtualnih reakcija, i sila i
momenata, na prisilnim pomacima i zaokretima lezajeva obuhvatit ¢emo podizrazom

2, OR, v,

9.5. Metoda jedinic¢ne sile

Neka je zadana samo jedna od sila 8F; ili 8Q); ili, opcenitije, sila na nekom kosom
pravcu i neka su svi OM; =0, dp = 0 i 8¢ = 0. Neka je uz to zadana sila jedini¢noga
intenziteta. Iz jednakosti radova virtualnih sila tada slijedi

¢
1-d' = /0 [n(z)e(z) + m(z) k(z)] dz — ZW T Uy

gdje je d orijentirana duljina projekcije pomaka hvatista virtualne jedini¢ne sile na pra-
vac njezina djelovanja. Funkcijama m = 0M i n = 8N izrazene su vrijednosti virtualnih
unutarnjih sila koje uravnotezuju odabranu jednicnu silu, dok su r, vrijednosti urav-
notezujuc¢ih virtualnih reakcija.

Neka je sada neki 6M; =1 i neka su ponovo sva ostala virtualna djelovanja jednaka
nuli. Slijedi

¢
1. = /0 [n(z)e(z) + m(z)k(z)] de — Zv T Uy,

pri cemu je ¢ kut zaokreta osi grede u hvatistu odabranoga virtualnog momenta.

30 Dokaz teorema koji ukljuéuje koncentrirana djelovanja unutar raspona provodi se u progirenoj te-
oriji primjenom sloZenijega/naprednijega matematickog aparata. Na$ dokaz ne obuhvaca ni skokovite
promjene distribuiranih sila koje primjena teorema dopusta.
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Ako na desnoj strani prethodnih jednakosti deformacijske veli¢ine izrazimo kao funk-
cije vrijednostl unutarnjih sila izazvanih stvarnim optere¢enjem,

N{(x) M(x)
8(1‘) = EA(LB) 1 ’%(m) = m>

i ako u obzir uzmemo i utjecaj temperaturnih promjena na deformacijske velicine,

At
ei(x) = oy ts i re(T) = oy 5
pri cemu su prema slici 121.
tg+1t .
tS:Tg i At =ty —tg,

dobit ¢emo izraz za izracunavanje orijentirane duljine projekcije pomaka odabrane tocke
na odabrani pravac ili izracunavanje kuta zaokreta osi grede u odabranoj tocki:

‘50'} _ /Oen(x) lﬁg) + ozts] de

—|-/0Zm(aj) lg]((?) + a%} de — 3} .7,

(269)

lg

-
~.
[\S)

‘ >
~.
[\S)

|

Slika 121.

9.5.1. Verescaginov teorem

U izrazu (269) pojavljuju se integrali u kojima je podintegralna funkcija umnozak
dviju funkcija, od koji je barem jedna, recimo g¢s, linearna:

VR :/abgl(l‘)gg(x) dz.

Pokazat ¢emo da je
T, = G- 92(rr@)),
gdje su, prema slici 122.,
Gy lik ,ispod” grafa (linearne ili nelinearne) funkcije g; i, kao broj, plostina tog lika,
T7(g,) apscisa tezista lika G,

go2(7(gy)) vrijednost linearne funkcije go u p(g,).
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g1
a Trig,) b T
Yy 92
92(T7g,)
a xT(Ql) b X
Slika 122.

Bududéi da je gy linearna funkcija, mozemo pisati g, = kx + m, pa je

b b
za:i/gxmgmw¢c=/ka+mnmwdx

b b
= k:/ x gi(x)de + m/ g1(x) dz.

Vrijednost integrala f; g1(xz)dz u drugome pribrojniku drugoga retka plostina je lika
sispod” grafa funkcije g;; oznacili smo je s G;. Vrijednost pak integrala fabxgl(x) dx
u prvome pribrojniku staticki je moment te plostine u odnosu na os y. Poznato je iz
Mehanike 1., iz poglavlje o tezistima likova, da je

b
[ ra@) s = 16,61
Slijedi
\7172 = kZL‘T(gl) g1 + mgl = (kﬁT(gl) + m) . Q1 = gg(ﬁT(gl)) . gl. QED

9.5.2. Primjer

Sistem sa zadanim optereé¢enjem ¢ = 40 kN/m’ prikazan je na slici 123.a. Izra¢unat
¢emo duljinu pomaka tocke C i kut ,,loma” osi grede u toj tocki.

Modul je elasticnosti stupova i grede Ey = E, = 3107 kN/m? Stupovi i greda
pravokutnih su poprecnih presjeka; za stupove je b,/h, = 30/30 [cm], dok je za gredu
by/hy = 30/60 [cm]. Modul je elasticnosti zatege E, = 2-10® kN/m?. Ona je kruznoga
poprecnog presjeka polumjera r, = 1 cm.

Na temelju zadanih geometrijskih podataka izracunat ¢emo momente tromosti i povrsine
pojedinih elemenata:

_ byh} 03

—— =0,000675 m*, A, = by hy = 0,32 = 0,09 m?;

I
12 12
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5 ,
<o
o
1
TR A
125,0 125,0
-
Slika 123.
11
SN A
1,25 1,25
—0— é
Slika 124.
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I by ) _03-06°
912 12
A, =77 =0,01*7 = 0,0003 m*.

= 0,0054 m*, A, =byh, =03-0,6=0,18m?

Orijentiranu duljinu projekcije pomaka tocke C na vertikalni pravac izracunavamo
prema formalnom izrazu

- Sof PR + ek

gdje su M i N vrijednosti momenata i uzduznih sila izazvanih zadanim optere¢enjem, dok
su my i ny vrijednosti momenata i uzduznih sila izazvanih jedini¢nom virtualnom silom
koja u tocki C djeluje na vertikalnom pravcu (slika 124.a.). Dijagrami M i N prikazani
su na slici 123.b., a dijagrami m; i ny na slici 124.b. Primjenom Verescaginova teorema
dobivamo

1 1 3 1 1 2
= 2 —-125.0-25 --1,25 —-125.0-3.0 —-1,25
e [ngg[?) / ][4 ’ ]+ESIS[2 ’ ][3 / ”

41,7 - 42 2 1 -4
| g (0750 042) + 2 2 1000+ 40) (050

41,7 - 42
g (17-50) (042)

= 0,01664 + 0,00016 + 0,00146 = 0,01826 m ~ 1,8 cm.

Uzmemo li u obzir samo utjecaj momenata savijanja, bit ¢e
we = 0,01664 m ~ 1,7 cm,
a ako uzmemo u obzir utjecaj momenata i uzduzne sile u zategi, tada je
we = 0,01664 + 0,00146 = 0,01810 m ~ 1,8 cm.

Mozemo zakljuciti da je utjecaj uzduznih sila u stupovima i gredi zanemariv u odnosu
na ostale utjecaje.

Ako su my i ngy vrijednosti momenata i uzduznih sila izazvanih jedinicnom virtualnom
silom koja u tocki C djeluje na horizontalnom praveu (slika 125.a.; dijagrami na slici b.),
orijentirana je duljina projekciju pomaka tocke C na horizontalni pravac

" Z(e) /Oze [ng:;(J\igxe) N n2g:1)4é\;£)xe)] dz,

_ ! [1 1250 25][ 5 20J+[1 125,0 25][3 20]
_Eg-[g 3 ) ) 4 ) 3 ’ ’ 4 )

/

~

=0 (simetrija x antimetrija)

1 1 1 2 1 2
Z.1250 - —-.10-2.9 Z.125.0 - 2.9
+ gir | (z710-30) (=510 F-20) + (-1250-30] (F20)
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SO A
BN
20 0,67
2,0 @ S ’
4%,33
2,0
@ ©
1,0
( ® 0,67
A 0.80 250,80
|
Slika 125.
1<l
_/
SON A
BN\
1,0 1,0
©) 0,33
® 0,33
Slika 126.
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1
41,7-2,5) (— 41.7-2
oy [(41,7-25) (-033) + (41,725 (067)]
1
YR [(100,0.4,0) (—0,80) + (100,0 - 4,0) (0,80)1 + g (LT 5.0) (067

v~

= 0 (simetrija x antimetrija)

= —0,00309 + 0,00001 + 0,00233 = —0,00075 m.
—_—

———— N————

M, N, N.

Negativna vrijednost znaci da je pomak suprotnoga smisla od onog koji smo pretpostavili
odabirom smisla virtualne sile.

I na kraju, za izracunavanje kuta izmedu tangenata na deformiranu os grede nepo-
sredno lijevo i neposredno desno od tocke C sistem optere¢ujemo parom suprotno orijen-
tiranih jedini¢nih virtualnih momenata tako da jedan od njih djeluje neposredno lijevo,
a drugi neposredno desno od te tocke (slika 126.a.; dijagrami ms i ng na slici b.). Kut je
tada

_ |t (1 125,0 25](10)+ ! {1 125,0 30][2 10]
- 3 ) ) 9 ESIS 2 ) ) 3 9

Eg [g
1
41,7-5,0) (0,33 41,7-5,0) (0,33
+EgAg<7 7>(’>+EzAz(’ ’><7)
= 0,01363 + 0,00001 + 0,00115 = 0,01479.
—_—— —_—— ——
Mg N, N,

Usporedba utjecaja pokazuje da se utjecaj uzduzne sile u gredi i stupovima moze
zanemariti i pri izracunavanju duljine uc 1 pri izracunavanju kuta ¢! .
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10. O staticki neodredenim nosacima

Staticki neodredeni sistem je spojeni sistem koji moze ostati u stanju ravnoteze pri
bilo kakvom opterecenju, ali je broj nepoznatih vrijednosti sila u vezama, vanjskim ili
unutarnjim ili i vanjskim i unutarnjim, ve¢i od broja neovisnih jednadzbi koje izrazavaju
uvjete ravnoteze, pa te uvjete zadovoljava beskonacno mnogo vrijednosti sila.

Prethodnu definiciju nazivamo statickom. S kinematickoga je pak gledista staticki
neodredeni sistem geometrijski nepromjenjivi sistem u kojem je broj veza, vanjskih ili
unutarnjih ili jednih i drugih, ve¢i od najmanjega broja nuznog za njegovu geometrij-
sku nepromjenjivost.?! Cesto ¢éemo staticki neodredene sisteme krade nazivati samo
neodredenim sistemima.

Stupanj staticke neodredenosti jednak je, sa statickoga stajalista, razlici broja nepoz-
natih vrijednosti sila i broja neovisnih uvjeta ravnoteze koje mozemo postaviti za kons-
trukciju kao cjelinu i za pojedine njezine izdvojene dijelove. Ako je n stupanj staticke
neodredenosti nekog nosaca, kazat ¢emo i da je taj nosa¢ n puta staticki neodreden.
Kinematicki, stupanj staticke neodredenosti jednak je razlici ukupnog broja veza i naj-
manjega broja potrebnog za geometrijsku nepromjenjivost sistema. Mozemo rec¢i i da
je taj stupanj jednak broju ,prekobrojnih” veza. Pritom pojam ,prekobrojne veze” ne
treba shvatiti u znacenju ,suvisne” ili ,nepotrebne veze”; te su veze prekobrojne samo
pri zadovoljenju uvjeta geometrijske nepromjenjivosti. Upravo su zbog tog ,viska” veza
neodredeni nosaci s gledista geometrijske stabilnosti povoljniji od odredenih —kod njih
ne mora doc¢i do ruSenja ako se neka veza raskine.

Na slici 127.a. prikazan je kontinuirani nosa¢ preko tri polja/cetiri lezaja. Taj je
nosac¢ (kao ravninska konstrukcija) dva puta staticki neodreden— pet je nepoznatih re-
akcija, a u ravnini se mogu postaviti samo tri neovisne jednadzbe ravnoteze. Lako je
vidjeti i da, s kinematickoga stajalista, nosa¢ ima dvije prekobrojne veze — uklonimo li
drugi i treéi lezaj, dobit ¢emo jednostavno oslonjenu gredu (slika b.). Prekobrojnima
mozemo smatrati i unutarnje veze: umetnemo li u presjeke nad drugim i tre¢em lezajem
zglobove —pretvorimo li, drugim rijecima, krute veza, koje prenose sve tri unutarnje sile,
u zglobne, koje ne prenose momente savijanja—nastat ¢e niz jednostavno oslonjenih
greda (slika c.). Ili: umetanjem zglobova u dva presjeka u, primjerice, prvom i tre¢em
polju nastaje Gerberov nosac (slika d.).

Znamo da su spojeni sistemi, nastali opisanim ,otvaranjem” zglobova ili uklanjanjem
lezajeva, geometrijski nepromjenjivi— izvorni kontinuirani nosa¢ moze, dakle, bez rusenja
sprezivieti” (do) dva pogodno rasporedena sloma veza. Isticemo izraz ,pogodno raspore-
dena”: otvore li se oba zgloba u prvom ili u tre¢em polju, dio sistema pretvara se u

31 U kinematickoj se klasifikaciji geometrijski nepromjenjivi sistemi s ,viskom” veza nazivaju i kine-
maticki preodredenima. Potpuna, pomalo nekonvencionalna klasifikacija spojenih sistema provedena je
u prvom dijelu rada [42].
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»

Slika 127.

mehanizam pa na tom dijelu dolazi do rusenja (slika 127.e.), dok je preostali dio i dalje
staticki neodreden — jos uvijek ima jednu prekobrojnu vezu.

Ravninski nosac sa slike 128.a. ima tri vanjske veze, pa su za izracunavanje vrijednosti
reakcija jednadzbe ravnoteze dovoljne. No, pri izdvajanju dijela nosaca za izracunava-
nje vrijednosti sila u nekom presjeku raskinuti treba Sest veza, slika 128.b.; pa ¢e se u
jednadzbama ravnoteze tog dijela pojaviti Sest nepoznanica—nosac je tri puta staticki

neodreden. / /
Dy P~

A pad Y —

a. . . b. .

Slika 128.

Opisat ¢emo sada osnovne znacajke po kojima se staticki neodredeni sistemi razlikuju
od staticki odredenih.

1. Prema definiciji staticki neodredenih konstrukcija, postoje beskonaéni skupovi vrijed-
nosti sila u vanjskim i u unutarnjim vezama koji zadovoljavaju sustav neovisnih jednadzbi
ravnoteze cijele konstrukcije i njezinih dijelova. Za izdvajanje stvarnih vrijednosti po-
trebne su stoga dodatne jednadzbe. Pokazat ¢emo da su te jednadzbe izraz kinematickih
uvjeta.

Jednostrano upeta greda prikazana na slici 129.a. jedanput je staticki neodredena:
nepoznate su vrijednosti reaktivnoga momenta i vertikalne i horizontalne komponente
reakcije u lezaju A te vertikalne reakcije u lezaju B (slika b.). Tri su neovisne jednadzbe
ravnoteze, primjerice:

Zsz(): Al = 0,
ZFZ=0: —A"—B+P =0,
DM =0 : Mp + Bl — Pa = 0.
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Slika 129.

Prva jednadzba neposredno daje vrijednost horizontalne komponente reakcije A. Osta-
ju dvije jednadzbe s tri nepoznanice. Buduéi da je broj nepoznanica veéi od broja neo-
visnih jednadzbi ravnoteze, rjeSenje sustava jednadzbi nije jedinstveno.

Prvo ¢emo pokazati da dodavanje jos jedne jednadzbe ravnoteze necée omoguciti
nalazenje jedinstvenoga rjesenja. Neka je dodatna jednadzba

ZM/B:O: MA—Av€+Pb:0
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Oduzmemo li od nje jednadzbu M/ = 0, dobivamo
—Al — Bl + P(a+b) =0,

a dijeljenje te jednadzbe sa ¢ daje jednadzbu > F, = 0. Jedna je jednadzba, dakle,
linearna kombinacija drugih dviju.

U n puta staticki neodredenoj konstrukciji mozemo po volji odabrati vrijednosti n
nepoznatih sila u gotovo po volji odabranim vezama, a potom preostale nepoznanice
izracunati rjeSavanjem sustava jednadzbi dobivenih uvrstavanjem odabranih vrijednosti
u jednadzbe ravnoteze. Rekosmo ,,u gotovo po volji odabranim vezama”— preostale veze
moraju biti tako rasporedene da sistem, kojem ili u kojem su to jedine veze, bude geome-
trijski nepromjenjiv.

Skup reakcija i unutarnjih sila koje su u ravnotezi sa zadanim vanjskim aktivnim
silama nazivamo mogucim stanjem ravnoteze sistema. Kako se svakoj nepoznanici moze
pridruziti beskona¢no mnogo razlicitih vrijednosti, za n puta staticki neodredeni sistem
postoji oo™ mogucih stanja ravnoteze. Za staticki odredeni sistem jedino je moguce
ravnotezno stanje stvarno stanje —sustav jednadzbi ravnoteze, znamo, ima jedinstveno
rjesenje.

U naSemu primjeru, pretpostavimo li B = 0, mozemo izracunati A” i Mp:
dF. =0 —A"4+ P =0 — AY = P,
DM =0 : My —Pa = 0 — Mp = Pa.

Uz poznate vrijednosti reakcija mogu se izracunati i vrijednosti sila u presjecima; sli-
ka 129.c. prikazuje dijagram momenata savijanja. Ako pretpostavimo B = P, bit c¢e
A" =0 i Ma = —Pb uz momentni dijagram kao na slici d. Umjesto vrijednosti reakcije
B pretpostaviti mozemo i vrijednost momenta Mpa, primjerice M = 0:

dYF. =0 : ~—A"—B+P =0,
DM =0 : Bl — Pa = 0;

iz druge je jednadzbe sada B = Pa/{, pa uvrstavanje u prvu daje AY = Pb/{; momentni
je dijagram dan na slici e. U svakom slucaju, kako je sistem jedanput staticki neodreden,
odabrati mozemo vrijednost jedne (i samo jedne) nepoznate sile; vrijednosti ostalih sila
tada su jednoznacno odredene jednadzbama ravnoteze.

Ni jedno od tih moguéih stanja nije, medutim, stvarno stanje ravnoteze. Pokusamo
li za bilo koje od njih skicirati progibnu liniju, vidjet ¢emo da ne mozemo zadovoljiti
uvjete pomaka lezajnih tocaka. Primjerice, slika 129.f. prikazuje pokusaj konstruiranja
tangentnoga poligona za stanje ravnoteze ¢iji je momenti dijagram prikazan na slici c.
(Uzeli smo ET = const.) Kako oba lezaja sprecavaju vertikalne pomake, zakljuéna linija
mora sje¢i stranice 0 i 1 tangentnoga poligona ispod njih. S druge strane, u upetom je
lezaju sprijecen zaokret osi grede, pa se zakljucna linija mora poklapati sa stranicom 0.

Na crtezu vidimo da jedan pravac ne moze zadovoljiti sva tri uvjeta.
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Claude Louis Marie Henri Navier (1785.-1836.) prvi je, u knjizi o otpornosti materijala
(prvo izdanje 1826. god.), a vjerojatno i prije toga, u predavanjima u I'Ecole des Ponts et
Chaussées®? u Parizu, iznio zamisao da pri proracunu staticki neodredenih konstrukcija
treba u obzir uzeti upravo uvjete kompatibilnosti®> pomaka. Ti uvijeti daju dodatne
jednadzbe tako da zadaci postaju ,,odredeni”. Zadani je problem Navier rijesio na sljedeci
nacin [38]:

Vrijednosti momenata savijanja u gredi mogu se (iz jednadzbe ravnoteze dijela desno
od presjeka x, [z, £]; skicirajte!) izraziti s pomocu (zasad nepoznate) vrijednosti B reak-
cije B:

M(x):{—P(a—x)+B(£—x) za 0<zx<a,
B({ —x) za a<x </.

Uvrstavanje u op¢u diferencijalnu jednadzbu progibne linije Bernoulli-Eulerove grede,
EIw"(x) = —M(zx), daje za dio [0, a] diferencijalnu jednadzbu

ElIw"(z) = Pla—z) — B({ —x).

Uzastopnim integriranjem, uz rubne uvjete w’(0) = 0 i w(0) = 0 koji za konstante
integracije daju C; = C5 = 0, dobivamo

Elw'(z) = P[ax — %xQJ — B[&c — %xQ],

1 1
Elw(x) = P[%mz - Eng - B[ger - 6$3]

Za dio {a,¢] diferencijalna je jednadzba:

EIw"(z) = —B({ —x).
Slijedi: . P2
Elw'(z) = —B [Ex — —xQJ + —a;
2 2
konstanta integracije C3 = Pa?/2 odredena je iz uvjeta w'(a”) = w'(a™). I napokon,

jednadzba je progibne linije na dijelu {a, ¢]:

/¢ 1 2 3
FElw(z) = —B [5:102 - 6:[3} + P [%x - %],
pri ¢emu je konstanta Cy = —Pa®/6 odredena iz uvjeta w(a™) = w(a™).

Rubni uvjet u lezaju B, w(¢) = 0, daje sada jednadzbu kojom mozemo upotpuniti
sustav za izracunavanje nepoznanica A", Ma i B:

—A"—-B+P=0,
Ma + Bl — Pa = 0,

& a*l o
- B—+P|———1|=0.
3+ [2 6] 0

32 Ecole des Ponts et Chaussées (Skola za mostove i putove) veé je tada bio jedan od najcjenjenijih
francuskih gradevinskih fakulteta.

33 Kompatibilnost je ,,sposobnost da se tko ili §to slaze s kim ili ¢im drugim; moguénost sklada, spojivost,
uskladivost” [V. ANIC: Veliki rjecnik hrvatskoga jezika, Novi Liber, Zagreb, 2003.].
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Iz tre¢e jednadzbe mozemo neposredno izracunati

3a%0 —a?
p=p2t T
203 7

a potom iz prve i druge
203 —3a*l +a? 2al?> — 3a%l + a®

A =P Y i Ma=P o

Odgovaraju¢i momentni dijagram dan je na slici 129.g. na stranici 217., a skica progibne
linije na donjem dijelu slike h. Vidimo da progibna linija nacrtana na temelju stvarnoga
momentnog dijagrama zadovoljava sve rubne uvjete.

[ Nacrtajte momentni dijagram i progibnu liniju ako je umjesto sile P zadano jednoliko
distribuirano opterecenje ¢ po cijeloj duljini grede! |

Razjasnimo jo$ primjerom malo potanje izraz ,,u gotovo po volji odabranim vezama”.
Nosaé na slici 130.a. jedanput je staticki neodreden: nepoznanice su A" AY B" BY i Mg
(slika b.), a nosac je sastavljen od dva zglobno spojena diska.

Bh
__ b P d.
& U
b
P © 4 P
b
® y A
@ L TAv o
Slika 130.
Neovisne su jednadzbe ravnoteze cijeloga sistema, primjerice:
_F, =0 : A+ B+ P =0,
AB
wMp =0 AM(2b) — AY (2a) + Mg + Pb = 0,
o Mpn =0 —B"(2b) + B" (2a) + Mg — Pb = 0.
Tom sustavu mozemo dodati i jednu jednadzbu ravnoteze dijela AC:
_Mic =0 : A — Ava = 0.
AC

(Druge dvije jednadzbe ravnoteze tog dijela uvode dvije dodatne nepoznanice — vrijednosti
komponenata sile u zglobu C.) Dobili smo sustav od ¢etiri jednadzbe s pet nepoznanica.

Pretpostavimo li sada Mg = 0, druga jednadzba nakon dijeljenja sa 2 prelazi u

Pb
Al — A%a = 5
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Ocito je da su ta i cetvrta jednadzba medusobno proturjecne, pa je sustav nerjesiv.
(Pretpostavimo li pak Mg = —Pb, druga i ¢etvrta jednadzba postaju jednake pa, u
stvari, gubimo jednu jednadzbu.) Bilo koja pretpostavljena vrijednost Mg sa statickoga
je gledista istoznacna uklanjanju veze koja prenosi Mg (i zadavanju koncentriranoga
momenta), a to za nasu konstrukciju znaci da ¢ée postati geometrijski promjenjiva— tri
zgloba leze na istom pravcu, slika 130.c. Uvjet postavljen odabiru veza u kojima smijemo
pretpostaviti sile (str. 218.), dakle, nije zadovoljen.

Pretpostavimo li, medutim, vrijednost A" horizontalne komponente reakcije A , dobi-
vamo rjesivi sustav jednadzbi; konstrukcija koji nastaje raskidanjem odgovarajuce veze
prikazana je na slici 130.d. [Izracunajte AY, B" BY Mg i skicirajte dijagram momenata
ako je A" =0. Mogu li se izracunati ostale sile ako pretpostavimo vrijednost vertikalne
komponente sile A? A vrijednost jedne od komponenata reakcije B 7]

2. Sile u staticki neodredenu sistemu ovise o broju i o vrsti veza te o omjeru krutosti

njegovih dijelova.
o, |F o
@ Nﬁ“ l ST;A ®
Vaw ZaN

a @ ® .
I\ e B
b
lF

Slika 131.

221



Kvalitativni oblik dijagrama momenata savijanja u dvaput staticki neodredenu si-
stemu sa slike 131.a. skiciran je na slici b. Jasno je da bi reakcije i sile u presjecima
bile bitno drugacije da nema Stapova 3—4 i 5-6 (slike c. i d.) ili da nema jednog od njih
(slike e. i f.). No, sile u sistemu ovisit ¢e i o aksijalnim krutostima tih stapova— osjeca]
nam govori da je sistem, Sto su ti Stapovi ,,meksi”, ponasanjem blizi jednostavno oslonjenoj
gredi (slike g. i h.).

Kao drugi primjer ovisnosti vrijednostl unutarnjih sila o omjeru krutosti dijelova, na
slikama 132.c. i d. prikazani su dijagrami momenata savijanja za nosac¢ sa slike a., u
kojemu stup i greda imaju jednake poprecne presjeke, i za nosac sa slike b., u kojem
greda ima dvostruko veéi moment tromosti od stupa3*

100 100

% ET ‘) -t % 2ET ‘j F

EI ) EI ¢
a ~ b. =~
\ 4 \ \ 4 \
[ 1 [ 1
o o
S o R b~
o 3 8
50,0 !\ 33,3

=
|5

Slika 132.

3. U staticki neodredenu sistemu pri promjenama temperature uglavnom se pojavljuju
reakcije 1 unutarnje sile. Nadalje, sile u vezama i u presjecima mogu se pojaviti zbog
prisilnih pomaka poput popustanja lezajeva i ugradnje neto¢no izvedenih dijelova.

Pretpostavimo da se donji pojas kontinuiranoga nosaca sa slike 133.a. zagrijava jace no
gornji. Progibna je linija skicirana na slici b. Uklonimo li srednji lezaj, progibna ¢e linija
biti nalik onoj na slici c. (Progibi na tim slikama nisu crtani u istome mjerilu.) O¢ito je da
se u srednjem lezaju mora pojaviti sila koja sprecava prikazani pomak, a to znaci da se pri
opisanu toplinskom djelovanju pojavljuju reakcije i sile u presjecima. (Jednolika promjena
temperature po visini poprecnog presjeka u ovom slucaju nece izazvati pojavu sila, jer veze
ne sprecavaju produljenje nosaca.) Velike razlike izmedu temperatura prostora unutar
konstrukcija i izvan njih (primjerice: silosi klinkera) mogu izazvati osjetne unutarnje sile
i reakcije, znatno vece od sila zbog optereéenja, pa i zbog potresa.

34U proracunu su zanemarene uzduzne deformacije — moze se reéi i da smo uzeli EA = oo.
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Pretpostavimo sada da se desni lezaj spustio za neki dovoljno mali 4, slika 133.d.
Kad ne bi bilo srednjega lezaja, greda bi se kao kruto tijelo zaokrenula oko lijevog lezaja
(slika e.), pa bi se i tocka koja odgovara srednjem lezaju spustila. Da bi srednji lezaj
mogao ostati nepomican (po vertikalnom pravcu), mora se u njemu pojaviti sila. Ili:
da je u prvom polju zglob, dijelovi lijevo i desno od njega mogli bi se bez deformiranja
zaokrenuti oko lezajeva (slika f.); pritom bi se u zglobu os nosaca ,slomila”. U kontinuiranu
se nosacu takvu lomu odupire unutarnji moment savijanja. Moguc¢nost pojave reakcija i
unutarnjih sila zbog popustanja lezajeva katkada je nepovoljna, primjerice kod mostova
gradenih na losemu tlu.

Staticki neodredene konstrukcije osjetljive su i na netoc¢nosti izvedbe. Napravi li se
Stap 2-7 u reSetki prikazanoj na slici 134. kra¢im no §to je predvideno, treba ga nategnuti
da bi se mogao spojiti s ostalim Stapovima u évoru 7 (ili u évoru 2), a to Ce izazvati sile
ne samo u tom, nego i u drugim Stapovima. [Sto ¢e se dogoditi ako je taj stap dulji od
predvidenoga? Usput: koji je stupanj staticke neodredenosti te resetke? |

Slika 134.
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4. Promjena oblika osi dijela staticki neodredena nosaca izazvat ¢e promjenu sila i u
drugim njegovim dijelovima.

Primjerice, dijagram momenata savijanja za nosac sa slike 135.a. prikazan je na slici c.
Promijenimo li oblik osi dijela AC kao na slici b., momentni se dijagram mijenja u dijagram
sa slike d.; uocite razliku na dijelu CB. Osim unutarnjih sila, promijenit ¢ée se, naravno, i
reakcije.

a. X -
3
© 109 3
3
FE1I = const
® EA=oc0 v
\ 3 \ 3 \
[ [ |
c. 300 d. 300
N
37,5 } 37,5 % 75
0
5 P2

Slika 135.

5. Zamjena zadanoga opteretenja staticki ekvivalentnim dovodi do promjene sila na
cijelom nosacu, a ne samo na podrucju djelovanja opterecenja.

Slike 136.c. i d. prikazuju dijagrame momenata savijanja za okvir na koji djeluju

jednoliko distribuirano opterecenje, slika a., i staticki ekvivalentna koncentrirana sila,
slika b.

6. Opterecenja koja u slozenom sistemu djeluju na dio koji mozemo smatrati ,,nosacem
za sebe” uzrokuju unutarnje sile i u staticki neodredenim dijelovima koji se oslanjaju na
njega.

Jedan smo primjer veé vidjeli na slici 135. Dio BC je ,slomljena” konzola na koju se
jednom stranom oslanja dvozglobni okvir odnosno greda/zglobni stap AC. Tako konzola BC
moze stajati sama za sebe, sila, koja na nju djeluje, izaziva sile i u dijelu AC; u zglobnom
Stapu samo uzduznu silu, u dvozglobnom okviru sve tri sile.

Jos jedan primjer i njegova varijacija prikazani su na slici 137. Za konstrukciju na
slici a. mozemo redi da je sastavljena od dvije (pod)konstrukeije: upeti okvir DFGE osla-
nja se na dvozglobni okvir ACEB. Slika c. prikazuje momentni dijagram za zadano op-
tere¢enje—iako je optereéen samo dio ACEB, unutarnje sile pojavljuju se i u dijelu DFGE.
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Slika 137.

Dio ACEB se pod optereéenjem deformira pa se moze reéi da su sile u dijelu DFGE iza-
zvane prisilnim rotacijskim i translacijskim pomacima njegovih ,lezajeva” kojima je u
tockama D i E vezan za dio ACEB (karakteristika 3.). S druge strane, dio DFGE odupire
se nametnutim pomacima, pa time utjece na vrijednosti i raspodjelu unutarnjih sila u
dijelu ACEB; konstrukciju stoga moramo proracunavati kao cjelinu.
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Na slici 137.b. okvir DFGE zglobno je vezan na okvir ACEB. Prema momentnom dijagra-
mu na slici d. ¢ini se, barem na prvi pogled, da u dijelu DFGE, iako je neodreden, nema
unutarnjih sila. Te sile, medutim, postoje, ali su njihove vrijednosti zanemarivo male —
vrijednosti momenata na krajevima grede FG gotovo su 400 puta manje od vrijednosti
momenata na krajevima grede CE, dok je vrijednost uzduzne sile priblizno 250 puta ma-
nja. Pseudolezajevi dijela DFGE sada su zglobni, pa sile uzrokuju samo njihovi translacijski
pomaci, i to samo promjena njihova razmaka. Ta promjena razmaka, koja nastaje zbog
uzduznih deformacija grede CE izmedu toc¢aka D i E, vrlo je mala, pa su i vrijednosti
izazvanih unutarnjih sila male. I u nosacu na slici 137.a. zaokreti tocaka D i E doprinose
velicinama vrijednosti unutarnjih sila znatno vise no njihovi translacijski pomaci. Zbog
toga se u nekim metodama proracuna staticki neodredenih sistema—u inzenjerskoj me-
todi pomaka i, Cesto, u metodi sila— uzduzne deformacije ne uzimaju u obzir. U nekim se
slucajevima uzduzne deformacije ipak ne smiju zanemariti. Na primjer, veliko povecanje
temperature grede CE, jednoliko raspodijeljeno po visini popre¢nog presjeka, prouzrocit
¢e osjetno produljenje te grede, a time i osjetno povecanje razmaka tocaka D i E zbog
kojega ¢e se pojaviti znacajnije unutarnje sile.

[PS. Koji su stupnjevi staticke neodredenosti sistema na slikama 137.a. i b.?]
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11. Metoda sila

11.1. Temeljna zamisao

Rjesavajuci zadatak izracunavanja sila u jednostrano upetoj gredi Navier je dodatnu
jednadzbu izveo iz uvjeta kompatibilnosti pomaka u desnom lezaju (prethodno poglavlje).
Kljuéni je korak pritom bilo analiticko rjesavanje diferencijalne jednadzbe progibne linije
grede. Znamo, medutim, da je u slozenijim slucajevima nalazenje tog rjesenja dugotrajno
i mukotrpno.

U Navierovu postupku valja uociti dvije pojedinosti:

e analiticki izraz za progibnu liniju potreban je samo za uvrstavanje rubnoga uvjeta
na mjestu i po pravcu djelovanja odabrane prekobrojne sile, reakcije B;

e u tom se izrazu od nepoznanica pojavljuje samo vrijednost B sile B, pa se ona moze
iz njega neposredno izracunati.

Umjesto zadane jednostrano upete grede AB promatrat ¢emo sada konzolu AB istoga
raspona £ i istih geometrijskih i materijalnih karakteristika FI, opterecenu silom P u
istom polozaju te silom )?1, zasad nepoznate vrijednosti X, na pravcu koji odgovara
pravcu djelovanja reakcije B (slika 138.b.). Sila X, zamjenjuje reakciju E, a time i lezaj B
jednostrano upete grede. (U n puta staticki neodredenu nosacu pojavit ée se n sila ¢ije
su vrijednosti na pocetku proracuna nepoznate; oznacavat ¢emo ih sa )?1, )?2, cee )?n)

Zamislit ¢emo da na konzolu u pocetku djeluje samo sila P (slika 138.c.). Reakcije i
unutarnje sile jednake su tada reakcijama i unutarnjim silama u moguéem ravnoteznom
stanju grede AB uz pretpostavku B = 0; usporedite, primjerice, momentni dijagram pri-
kazan na slici 138.d. s dijagramom na slici 129.c. na stranici 217. No, vidjeli smo da
to moguce stanje ravnoteze nije stvarno stanje. Sada mozemo dati jos jedno tumacenje
te tvrdnje: kako je reakcija B izraz otpora lezaja B vertikalnom pomaku, pretpostavka
B =0 znaci da se lezaj tom pomaku ne odupire. Orijentirana duljina vertikalnoga pomaka
lezajne tocke stoga bi bila jednaka orijentiranoj duljini vertikalnog pomaka slobodnoga
kraja konzole:

55(P) = /j%?ff)’mdx - % [%Pag] [—%5—%17] - —P%.

Orijentiranu duljinu pomaka izracunali smo primjenom metode jedini¢ne sile?® Momentni
dijagram za jedini¢nu silu u tocki B, orijentiranu kao X, (slika e.), prikazan je na slici 138.f.

35 QOstajemo u okviru Bernoulli-Eulerove teorije savijanja. Pretpostavljat éemo uvijek da je po pojedi-

nim dijelovima sistema E = const (iako razli¢iti dijelovi mogu imati razliciti modul elasti¢nosti; mogu,
primjerice, biti izvedeni od razlicitih gradiva: betona, celika, drva...). A kao §to zapis I(z) u opéem
izrazu za pomak pokazuje, popreéni se presjeci mogu i duz pojedinih dijelova mijenjati.
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Slika 138.

Sada ¢emo zamisliti da je, nakon $to se konzola prognula pod silom P (slika 138.g.),
pocela djelovati i sila X;. Na temelju principa superpozicije ukupni je vertikalni pomak
tocke B zbroj pomaka zbog neovisnih djelovanja sila Pi )?1, pa je njegova orijentirana
duljina: B B

0g = 0g(P) + 0g(X1).
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S pogledom unaprijed, na prora¢un n puta staticki neodredenih sistema, uvest ¢emo
sustavan nacin oznacavanja orijentiranih duljina pomaka: ¢, ;. Prvi indeks, i€ [1,n],
oznacava da je rije¢ o projekciji pomaka hvatista sile X, na pravac njezina djelovanja:
gi,j = 0, €, pri cemu je e; jedinicni vektor na pravcu djelovanja sile )?i, orijentiran
kao ta sila: X; = X;¢; uz X; > 0. O¢ito je da predznak vrijednosti d;; daje smisao
pomaka u odnosu na smisao djelovanja sile X;. Drugi indeks, j, oznaka je uzroka pomaka:
j=0 oznacava sva zadana djelovanja, a je[1,n] jediniénu silu u hvatistu, na pravcu i u
smislu djelovanja sile )?j.

Prema tom su nacinu oznacavanja 69(?) = 010 1 5@()?1) = X1011. Dakle: 619
orijentirana je duljina projekcije pomaka hvatista sile X, na pravac njezina djelovanja
(dakle, na vertikalni pravac kroz tocku B), izazvanoga zadanim optereéenjem (u nasem
primjeru silom T’), dok je 01, orijentirana duljina projekcije pomaka hvatista sile X; na
pravac njezina djelovanja zbog jedini¢ne sile, orijentirane kao )?1, u toj tocki i na tom
pravcu. Za 61 dobili smo negativnu vrijednost —sila X, djeluje ,,prema gore”, dok je
3170 pomak ,,prema dolje”.

Desna strana izraza 5@()?1) = X; 011 pokazuje da i u izracunavanju te vrijednosti
primjenjujemo princip superpozicije: uzrokuje li jedini¢na sila pomak ¢ija je orijentirana
duljina 47, sila vrijednosti X; prouzrocit ¢e pomak Cija je orijentirana duljina X;d; ;.
Pritom je, primjenom metode jedini¢ne sile,

“ m(x) 1 (1 ,)(2 I
e At ﬁ[# ][gﬁ] = 3EI

01,1 ima isti smisao kao i sila koja ga je izazvala.

Bududi da sila X; zamjenjuje lezaj B jednostrano upete grede, njezinu ¢emo vrijednost
odabrati tako da tocku B ,yrati” u pocetni polozaj (slika 138.h.):

0 = 0s(P) + 55(X1) = 0.
Iz tog uvjeta, koji ¢emo, dosljednije, napisati u obliku
011X1 + 010 = 0, (270)

mozemo izracunati potrebnu vrijednost X sile Xj:

a2
y _ 0w _ —peldh P20+
Lo, G N 3
L1 3BT 2
uvrstimo li jos b = ¢ — a, dobit ¢emo
3a*l — a3
Xi=P—
! 203

Usporedba dobivenoga izraza s izrazom za vrijednost B reakcije B , koji smo izveli Navier-
ovim postupkom (stranica 220.), pokazuje da je, zaista, X; = B.

Ukratko, zamjena jednostrano upete grede konzolom — opcenitije: staticki neodredena
sistema odredenim —omogucila je izracunavanje orijentirane duljine pomaka odabrane
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tocke metodom jedini¢ne sile, ¢ime smo izbjegli potrebu za rjeSavanjem diferencijalne
jednadzbe progibne linije.

I k tomu joS, primjena principa superpozicije bitno je pojednostavila postupak ucinivsi
ga pritom zornijim i preglednijim: izrazi za orijentirane duljine pomaka izazvanih neovis-
nim djelovanjima zadane i jedini¢ne sile znatno su kraci i stoga manje podlozni greskama
no sto je to izraz za orijentiranu duljinu pomaka pri istodobnom djelovanju sila PiX,.

Izvest ¢emo, poredbe radi, i taj izraz. Momentni dijagram pri zajednickom djelovanju si-
la P i X; (slika 139.a.; vrijednost X; zasad je neodredena) skiciran je na slici 139.b., pa je

/ml MPX1 )dl‘

_ EI[[ (Pa— X\0)a ][—gé—;b]+[;leaJ[;EJrgb]+[;X1b2]{§b”

= o7 [P (20+0) + 22X, (af” + abl + ab” + b%) .

Iz uvjeta dg =0 slijedi
a%(2¢ + b)
2 (al? + abl + ab® + b3)’

a uvrStavanje b=/{—a daje ve¢ poznati izraz za Xj.

X1 =P

Pa—X;¢ ~==-_ Xib

Slika 139.

Kao sto je orijentirana duljina konacnoga pomaka tocke B zbroj orijentiranih duljina
pomaka zbog sile Pi zbog sile Xl, tako se i vrijednosti drugih kinematickih i statickih
veli¢ina mogu izracunati zbrajanjem utjecaja jedne i druge sile. Time nismo rekli nista
novo—rijec je tek, ponovo, o neposrednoj primjeni principa superpozicije. No, tim pos-
tupkom, a to je za rjesavanje staticki neodredenih zadataka svakako vrlo vazna spoznaja,
dobivamo ujedno 1 vrijednosti odgovarajucih velicina u jednostrano upetoj gredi. Ako,
naime, s pomocu sile X zadovoljimo na konzoli AB uvjet dg =0, tada su konzola i jedno-
strano upeta greda AB u istom mehanickom stanju: ponajprije, sila X; mora biti jednaka
reakciji B ; potom, iz uvjeta je ravnoteze ocito da su i ostale reakcije i unutarnje sile u
konzoli i gredi medusobno jednake. A jasno je da su jednake i njihove progibne linije:
slike 138.h. i 138.i.
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Prema tome, vrijednost momenta savijanja M (x) u presjeku z jednostrano upete
grede mozemo izracunati prema izrazu

M(z) = My(x) + X3m(z), (271)
gdje su

Y

) = —P(a —x) za 0<z<a
0 za a<x </

X1 ml(x) = X1 (é - (L’)
vrijednosti momenata u presjeku x od neovisnih djelovanja sila P i X; na konzolu. Napose,

3a20? —4a30 + a*
203

M(a) = Mo(a) + lel(a) =0+ Xl(E—a) = P

Primjena principa superpozicije u duhu je prethodnih koraka, pa se takav postupak
obi¢no smatra kanonskim. Crtanje dijagrama M na temelju poznatih dijagrama M, i m;
(slike 138.d. i f.) prikazano je na slikama 138.j. i k.

No, za crtanje momentnog dijagrama na jednostrano upetoj gredi (slika 138.k.) po-
trebne su nam samo vrijednosti M (0)=—Ma, M(a) i M(¢)=Mg. Bududi da je B= X},

iz ravnoteze momenata oko tocke x = 0 za dio (0, /] jednostrano upete grede dobivamo

2al? —3a?*l + a®
202 ’

M@©) = —Pa + B¢ = —Pa + X;( = =P

a iz ravnoteze momenata oko = = a za dio {a, /]

3a*? —4a*l +a*

203 ’
znamo da je Mg = 0. Dakle, kad je vrijednost odabrane prekobrojne sile poznata, vri-
jednosti ostalih reakcija i unutarnjih sila mozemo izracunati iz jednadzbi ravnoteze; taj
postupak moze biti kraéi od primjene principa superpozicije. (Dijagram poprecnih sila
mozemo, ako je poznat momentni dijagram, nacrtati i na temelju diferencijalnoga odnosa
T = M’ [Nacrtajte taj dijagram na sva tri nacinal |)

M(a) = Bb = X,b = X, ({—a) = P

U obradenom su primjeru sadrzani svi bitni koraci proracuna staticki neodredenih
sistema metodom sila. Zamisljenim raskidanjem veza zadani se sistem pretvara u staticki
odredeni, koji nazivamo osnovnim sistemom, a raskinute se veze nadomjestaju silama koje
odgovaraju silama koje su te veze prenosile. Vrijednosti tih sila potom izracunavamo
iz uvjeta kompatibilnosti pomaka na mjestima raskinutih veza—sile moraju povratiti
narusenu neprekinutost polja pomaka ili osigurati podudaranje pomaka na mjestima
uklonjenih lezajeva sa stvarnim lezajnim uvjetima. Vrijednosti pomaka koji se pojavljuju
u uvjetima kompatibilnosti izracunavamo metodom jedini¢ne sile; na temelju principa
superpozicije mozemo to uraditi za zasebna djelovanja zadanoga optere¢enja i pojedinih
jedinicnih sila u raskinutim vezama.

Tako smo dosad, govoreé¢i o pomacima, mislili samo na translacijske, sve §to je receno
moze se primijeniti i na rotacijske pomake. Umetanjem zgloba umjesto krute veze omogu-
¢avamo zaokret osi grede; raskinuta je veza prenosila moment savijanja.
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Tako upeti lezaj A naSe jednostrano upete grede (slika 140.a.) sprecava pomak te
tocke i zaokret osi u njoj—tangenta na progibnu liniju mora se u toj tocki poklapati s
osi nedeformirane grede. Ubacivanjem zgloba nastaje jednostavno oslonjena greda AB u
kojoj se os u lezaju moze slobodno zaokretati. Reaktivni moment MA, a time 1 upetu
vezu jednostrano upete grede, nadomjestit ¢emo u osnovnom sistemu momentom X,
(slika 140.b.); njegovu ¢emo vrijednost odabrati tako da ponisti zaokret zbog zadanoga
opterecenja, sile P.

\lel \MO
Slika 140.

Kut je zaokreta osi u lezaju A jednostavno oslonjene grede zbog djelovanja sile P
(slika 140.e.)

— ¢ my(x) My(x
o = (ko)

! [1Pab J[_l 1_2b]+[1Pab J[_Qb]
“El|ll27e YU 37 2 ¢ 37
2al? — 3a%*0 + a®
6 EIl

Dijagrami M, i m; na osnovnom sistemu za silu P i za jedini¢ni moment u A, istoga

—_p

smisla kao )?1, prikazani su na slikama 140.c. i d. Dijagram M, podudara se, naravno,
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s dijagramom za moguce ravnotezno stanje zadane grede uz pretpostavku Ma =0, sli-
ka 129.e. na stranici 217.

Uvjet kompatibilnosti pomaka nalaze iscezavanje zaokreta osi pri istodobnu djelovanju
sila P 1 X, (slika 140.f.):
pa = valP) + ¢alXy) = 0.
Pritom je kut zaokret samo od momenta X,
pa(X1) = X101,

pri ¢cemu je

“m?(z) 1 (1 2 1
R A E{E'M][ﬁ'l] T 3EL

Uz @i(P) = 010 uvjet kompatibilnosti pomaka imat ¢e formalno isti zapis kao jedna-
dzba (270) na stranici 229.:

(51,1X1 + 5170 = 0.
Iz njega slijedi
O p 2al? —3a*l + a®
o1 202

)

X =

Superpozicija dijagrama M, i X; mq, kojom dobivamo kona¢ni momentni dijagram na
jednostrano upetoj gredi, prikazana je slici 140.g. Funkcijski izraz za vrijednost momenta
savijanja formalno je ponovo

M(I) = Mo(ﬂ?) + X1 ml(x),

no sada su
P —
(ga):c za 0<x<a,
Mo(z) = Pa
7(6—95) za a <z </
ml(a:)z—l—k%.

Posebno, za x = 0 dobivamo

2al? —3a*l + a®

M) = X, (-1) = —X; = —P 5

Dok smo umetanjem zgloba na mjestu upetoga lezaja omogucili apsolutni zaokret osi
u lezaju, zglobom unutar raspona grede (slika 141.b.) omoguéavamo relativni zaokret osi
neposredno lijevo u odnosu na os neposredno desno, pa se progibna linija ,lomi”: slika e.
Da ,zagladimo” nastali siljak, dodati moramo par momenata jednakih intenziteta, ali
suprotna smisla vrtnje: slika f.

Dijagrami momenata savijanja na osnovnom sistemu, koji je sada jednostavni Gerbe-
rov nosa¢ (slika 141.b.), pri djelovanju sile P te pri djelovanju para jediniénih momenata
oko zgloba prikazani su na slikama c. i d. (Umetanjem zgloba upravo u hvatiste sile P
olaksali smo izracunavanje kuta zaokreta metodom jedinicne sile. Smjestimo li zglob u
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Slika 141.

neki presjek lijevo od tog hvatista, dijagram M, bit ¢ée slozenijega oblika [nacrtajte ga!].
Za sve polozaje zgloba desno od hvalista taj dijagram ostaje kao na slici c. [dokazite! .
No, ako je zglob u hvatistu, vrijednosti u dijagramu m; izrazene su samo s pomocu vec
poznatih geometrijskih veli¢ina, dok bi se pri drugim polozajima pojavile jos neke veli¢ine
[ provjerite! |.)

Pri prijelazu preko umetnutoga zgloba kut je relativnog zaokreta prognute osi Gerbe-
rova nosaca zbog djelovanja sile P

- 1 (1 20 1 a’ (30 —a)
APy = s = A (Lpe) (201 - peaiza
#2(P) = oo EI[2 ¢ 6EI({—a)’

to je kut izmedu tangenata na progibnu liniju u tockama neposredno lijevo i neposredno
desno od zgloba (slika 141.e.). Kako su u zadanoj jednostrano upetoj gredi u tocki koja
odgovara polozaju umetnutoga zgloba lijevi i desni dio medusobno kruto spojeni, progibna
se linija ne smije ,slomiti”—mozemo re¢i (mozda uz stanoviti nedostatak matematicke
strogosti) da u toj tocki dijelovi imaju zajednicku tangentu. Dodani momenti +X moraju
stoga dovesti tangente na silom P slomljenu progibnu liniju do poklapanja. Svaki moment
~zatvara” dio kuta na svojoj strani (slika 141.f.):

—

PR(X) + plom(X)) = (X))

234



Kako je A
902(X1) = X5 51,17

gdje je
=1 (257 (53) -
M ED 3b 3E[ 3EI(l—a)?’
uvjet kompatibilnosti pomaka 011 X; + 010 = 0 (taj ste izraz ve¢ vidjeli, zar ne?) daje
910 a’(30—a)(l —a) 3a%** —4a*l + a*
X, =—-——=P =P
! 011 23 203

)

Kao i prije, s drugim osnovnim sistemima, uz poznatu vrijednost X; momenata i)?l,
vrijednosti reakcija i unutarnjih sila u odabranim presjecima jednostrano upete grede
mozemo izraCunati primjenom principa superpozicije ili iz jednadzbi ravnoteze njezinih
pogodno odabranih dijelova. Na isti na¢in mozemo izvesti i funkcijske izraze za vrijednosti
unutarnjih sila duz cijelog raspona. Primjerice, prema principu superpozicije funkcijski
je izraz za vrijednost momenta savijanja i sada formalno

M(x) = My(x) + Ximy(z),

ali se u nj uvrstavaju izrazi

My (z) —P(a —x) za 0<zx<a,

l‘ f—

’ 0 za a<x </
{—zx

miw) = {—a

Posebno je
! 3a202 —4a%0 + a*

203
Crtanje momentnog dijagrama superpozicijom dijagrama M, i X;m; prikazano je na
slici 141.g.

[(1) Izvedite funkcijske izraze i nacrtajte dijagrame momenata savijanja i poprecnih
sila ako je zadano jednoliko distribuirano optereéenje po cijeloj duljini grede! Za osnovni
sistem uzmite jednostavno oslonjenu gredu. (2) Izvedite funkcijske izraze za momente i
poprecne sile i nacrtajte dijagrame ako jednoliko distribuirano opterecenje djeluje samo
na dijelu [0, a]! Za osnovni sistem uzmite sada Gerberov nosac¢ sa zglobom u = = a.|

M(a) = X;-1 =P

11.2. Osnovni sistem 1 staticki neodredene velicine

Kao sto smo primjerima u prethodnom odjeljku pokazali, u proracunu metodom sila
zadani se staticki neodredeni sistem zamjenjuje osnovnim sistemom. Osnowvni sistem
nastaje tako da se u zadanom sistemu raskine odredeni broj vanjskih ili unutarnjih veza.
Umjesto njih na sistem se nanose poopcene sile koje su te veze prenosile. Broj raskinutih
veza ne smije biti veéi od stupnja staticke neodredenosti, ali moze biti manji, Sto znaci
da osnovni sistem ne mora biti staticki odreden, iako se takav najcesée odabire. Bitno
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je, medutim, da osnovni sistem bude geometrijski nepromjenjiv — prisjetite se primjera
sa slike 130. na stranici 220.

Sile, momente, parove uravnotezenih sila i parove uravnotezenih momenata, uve-
dene umjesto raskinutih veza, nazivamo (staticki) neodredenim silama i momentima ili
(staticki) neodredenim velicinama. Njihove su vrijednosti na pocetku proracuna nepo-
znate. Te ¢emo nepoznanice oznacavati sa X;, 1=1,...,n, gdje je n broj raskinutih veza.
Kako su vrijednosti poopcenih sila osnovne nepoznanice, proracunski je postupak nazvan
metodom sila.

Na slici 142. prikazane su ¢etiri osnovne moguénosti raskidanja veza uz odgovarajuce
staticki neodredene veli¢ine. Ti sluc¢ajevi omogucuju izbor osnovnog sistema za sve vrste
staticki neodredenih Stapnih sistema.

a. w{) b. Z—g c. %7;) d
‘"W—g\xi S— ) —— —=

X;

Slika 142.

Slika 142.a. prikazuje zamjenu nepomicnoga zglobnog lezaja pomic¢nim po odabranom
pravcu, ¢ime je omogucen pomak po tom pravcu. Staticki neodredena veli¢ina je sila koja
djeluje na tom pravcu, s hvatistem u lezaju. Dvije su srodne mogucénosti prikazane na
slikama 143.a. i b.: zamjena upetoga lezaja kliznim i uklanjanje pomic¢noga zglobnog
lezaja. Lezaj, naravno, ne mora biti ,na kraju” nosaca (primjer pomic¢noga lezaja na
slici 143.c.).

a. 2—() b. V C. (’Tg

Slika 143.

Umetanjem zgloba upeti lezaj pretvaramo u nepomi¢ni zglobni lezaj (slika 142.b.).
U lezaju je time omoguceno okretanje, pa je odgovaraju¢a neodredena veli¢ina, koja to
okretanje moze i mora sprijeciti, moment.

Na slici 142.c. prikazana je zamjena unutarnje krute veze u nekom presjeku vezom
koja omogucava relativni translacijski pomak jednoga dijela u odnosu na drugi po pravcu
koji mozemo po volji odabrati. Naglasavamo, omogucéen je samo translacijski pomalk,
ne i zaokret —i nakon pomaka tangente na progibnu liniju lijevo i desno od reza ostaju
paralelnima (slika 144.a.). Staticki neodredena velicina sada je par sila koje djeluju na
istom pravcu (iako ih obi¢no crtamo na lagano razmaknutim usporednim pravcima). To
su komponente unutarnjih sila koje po pravcu reza djeluju na razdvojene dijelove. Te
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Slika 144.

dvije sile imaju jednake intenzitete, ali suprotan smisao djelovanja. Rijec¢ je stoga o samo
jednoj staticki neodredenoj veli¢ini, ne o dvije.

Dva posebna, najcesée primjenjivana slucaja prikazana su na slikama 144.b. i c.: ra-
skinemo li vezu koja sprecava pomak po pravcu tangente na os grede, neodredena je
veli¢ina uzduzna sila, a ako pak raskinemo vezu koja sprecava pomak po okomici na os,
neodredena je poprecna sila u tom presjeku.

Relativni translacijski pomak katkad je pogodno omoguéiti i u zglobnom spoju (sli-
ka 145.).

< % X(ZEX
Slika 145. Slika 146.

Napokon, slika 142.d. prikazuje umetanje zgloba u neki presjek, ¢ime je omoguéeno
relativno zaokretanje dijelova lijevo i desno od tog zgloba. Staticki neodredena velic¢ina
par je momenata, po intenzitetu jednakih, medusobno suprotna smisla vrtnje.

Na prvi se pogled cini da postoji razlika izmedu staticki neodredenih veli¢ina koje
zamjenjuju djelovanje vanjskih i onih koje zamjenjuju djelovanje unutarnjih veza— prve
se uvode kao pojedinacne sile ili momenti, dok se druge uvijek uvode u parovima. U stvari,
i pri raskidanju vanjske veze postoje uvijek i druga sila ili drugi moment (primjerice,
slika 146.), ali kako ta sila ili taj moment djeluju na podlogu, ne ulaze u prorac¢un, pa
ih stoga najcesée na crtezu ni ne oznacavamo. (Pretpostavljamo da je podloga nepopu-
stljiva.)

Izbor osnovnoga sistema bitno utjece na slozenost i trajanje proracuna metodom sila.
Usporedimo li izraze za geometrijsku integraciju (primjena Verescaginova teorema) u izra-
¢unavanju orijentiranih duljina pomaka i kutova zaokreta izazvanih silom P na tri os-

novna sistema za jednostrano upetu gredu u prethodnom odjeljku: d5(P) na stranici 227.,

©a(P) na str. 232. 1 ¢;(P) na str. 234., vidjet ¢emo da je na jednostavno oslonjenoj gredi,
za @4 (P), taj izraz najdulji i najslozeniji. (Jos bi slozeniji bio izraz na Gerberovu nosacu
sa zglobom izmedu lijevoga lezaja i hvatista sile P .) Bududi da je izracunavanje orijenti-
ranih duljina pomaka i kutova zaokreta gotovo uvijek najdugotrajniji i greskama svakako
najpodlozniji korak, osnovni sistem treba odabrati tako da integracijski izrazi budu sto
kraéi i jednostavniji. Nazalost, tesko je, pa i nemoguce sastaviti kuharicu i dati opdi,
uvijek primjenjivi recept. No, svakako ¢e pomo¢i ako momenti savijanja na ve¢em dijelu
sistema iS¢ezavaju; pogodno je takoder i da se polozaji lomova i skokova u dijagramima
My i m; podudaraju; treba, nadalje, pokusati iskoristiti simetriju ili djelomi¢nu simetriju
sistema. ..
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U sljede¢em je primjeru razlika u duljini prora¢una orijentiranih duljina pomaka i
kutova zaokreta, apsolutnih i relativnih, na dva razli¢ita osnovna sistema jos izrazenija.
Kontinuirani nosa¢ preko tri polja (slika 147.a.) dva je puta staticki neodreden.

Jedan je moguci osnovni sistem jednostavno oslonjena greda koja nastaje uklanjanjem
drugoga i trec¢eg lezaja uz uvodenje neodredenih sila X1iX, (slika 147.b.; osnovni é¢emo
sistem odsad crtati samo sa staticki neodredenim velicinama, bez Zadanoga opterecenja).
Orijentirane duljine projekcija pomaka hvatista tih sila na pravce njihova djelovanja zbog
sila P vrijednosti P = 100 kN su, uz EI = const:

[ () My ()
0_0/ Elx) ¢

1 (1 )
:El[i-zmﬁa]k 3 127]
+[1-2546.2 { 2 1,27 — L 255]+[1 3091-2][ L 255]
2 ’ 3 3 % 9 3 3
1 Y( 2 1 1 1 9
+[§'309’1'2, [—§ 2,55~ 5 1,82]+[§-3636~2][ 5 255 5-1,82}
+[1-3636-5]{—2-182”
2 ’ 3
3870,0
- EI
[ () My (2)
Mol olx
520:! EI(‘Z') da:

1 [(1 (2
= Z.9546-211=-=.
E[l[Q 54,0 ]L 3 0’55]
_|_

1 2 1 1 1 2
Z.9546-4 =2 —Z.164 Z. A== —Z2.164
[2 54,6 ,[ 3 0,55 3 ,6 ]+ [2 363,6 ][ 3 0,55 3 ,6 J
+{1 363,6 2\{ 2 1,64 L 218]+[1 218,2 2][ L - 1,64 2 218]
2 ’ JU 3 7 3 7 2 ’ 3 3 ”

+
—
|

! 218,2 3][ 2 218]
2 ’ 3 7

~3060,6
El

Za izrazavanje uvjeta kompatibilnosti trebat ¢e nam i odgovarajuce orijentiranih du-
ljina pomaka tih tocaka zbog pojedinacnih djelovanja jedini¢nih sila:
mf(g;)
EI(x)

“ar| (3

011 = dx

—

D1|H°
l\DI»—

2 1 2 23,84
2.9 Z.955. 2
54) (525) + (3-2007) (5 29| - 57
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Slika 147.
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(@) 4.

%2 :O/ @)
1

= [1 218 8][2 218J+{1 218 3][2 218] _ 1743
CEBEI|l2 7 3 7 2 7 3 7 - EI

[Izrazite rijeéima kinematicko znaéenje velicina 51’0, 5171, 5172, (5270, (5271, (5272 ']

m3
EI

Osnovni sistem sa slike 148.b. znatno je povoljniji ne samo za izracunavanje potrebnih
kutova zaokreta, ve¢ i za izracunavanje vrijednosti u karakteristicnim tockama momentnih
dijagrama (usporedite dijagrame My, my, ms na slikama 148.c., d. i e. s dijagramima na
slikama 147.c., d. ie.):

1 1 2 1 1 2 1 1 200
——121=.100-2|[=2.Z 21=.100-21|=-2.2_-Z=. 1] = ==
o0 = 7 (2 00 M 3 2J+ [2 00 J[ 3 2 3 ” El’
1 [(1 2 1 1 2 1 1 100
=—11Z.100- .z Z.100-2|=-2.2 - Z. 11l = ———.
%20 = T [2 00 2]( 3 2] " [2 00 2][ 3 2 3 ” EI’

2 (1 2 8
= (214121 = —:
o1 EI (2 ][ }

& = = =
b >3
. \<\§\\\T lP . lP . \é\w
Y& &> z =
A pay £3——

Slika 148.
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[StO su sada, kinematiéki, (5170, 5171, 51,2, 5270, 5271, (5272 ? Skicirajte lh']

11.3. Jednadzbe metode sila

Jednadzbe za odredivanje vrijednosti X; staticki neodredenih veli¢ina )?Z ili i)?i for-
malni su zapis uvjeta kompatibilnosti pomaka. U kontekstu metode sila uvjetima kompa-
tibilnosti pomaka izrazavamo zahtjev za podudaranjem progibnih linija izvornoga sistema
i osnovnog sistema na koji djeluju i ,staticki neodredene” sile pravih vrijednosti. Ti uvjeti
ponajcesée na osnovnom sistemu traze iSCezavanje apsolutnih translacijskih pomaka na
mjestima raskinutih vanjskih veza po pravcima po kojima te veze sprecavaju pomake
ili iScezavanje relativnih translacijskih pomaka na mjestima raskinutih unutarnjih veza
po pravcima po kojima te veze sprecavaju pomake ili, ako veze sprecavaju zaokretanja,
iScezavanje apsolutnih ili relativnih rotacijskih pomaka. Izuzetak su tocke u kojima su
zadani prisilni pomaci ili zaokreti; o tome ¢e jos biti rijeci u odjeljku 11.6.

lako smo u prethodnom odjeljku pokazali da osnovni sistem sa slike 147.b., pono-
vljen na slici 149.b., nije najprikladniji za rjesavanje kontinuiranoga nosaca (slika 149.a.),
zadrzat ¢emo se na njemu, jer ¢e s translacijskim pomacima prikaz biti zorniji no sto bi
to bio prikaz sa zaokretima na osnovnom sistemu sa slike 148.b.

N | lP lP

PaN
BN} BN} BN
b. T paN
N
X1 X2
¢ P
l\ |61,0| lP |62’0‘ )
P
a i |
]

Slika 149.
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Pod djelovanjem sila P osnovni sistem — jednostavno oslonjena greda— progiba se
kao na slici 149.c. Vidimo da su na mjestima ,,uklonjenih” lezajeva uvjeti kompatibilnosti
naruseni: na zadanom se sistemu te tocke ne mogu pomicati po vertikalnim pravcima.

Oba uvjeta moramo zadovoljiti istodobno. Dodamo li, naime, silu X, ¢ija vrijednost
zadovoljava jednadzbu
022 Xo + 029 = 0,
njezino ¢e se hvatiste vratiti u pocetni polozaj (slika 149.d.). No, pritom ¢e se dodatno
pomaknuti i hvatiste sile X’l, pa njezinu vrijednost, potrebnu za zadovoljenje uvjeta kom-
patibilnosti u toj tocki, ne mozemo vise izracunati iz

(5171 X1 + (5170 = 0.

Ukupna je orijentirana duljina projekcije pomaka hvatista sile Xi na pravac njezina dje-
lovanja zbog sila P i Xy
0102 = 010 + X912

Na zalost, ni uvjet
0110 X1 + 0102 = 0

ne¢e nam dati trazeno rjeSenje. Dodamo li tako odredenu silu X, njezino ¢e se hvatiste,
doduse, vratiti u pocetni polozaj, ali ¢e se pritom pomaknuti i hvatiste sile )?2, pa ¢e uvjet
kompatibilnosti u toj tocki ponovo biti narusen (slika 149.e.). Mozemo stoga zakljuciti
da se uvjeti kompatibilnosti ne mogu zadovoljiti neovisno jedan o drugom.

Na pomak hvatista sile X, utjece, osim sila Pi )?2, i sila )?1, pa je ukupna orijentirana
duljina projekcije pomaka te tocke na pravac djelovanja sile X5

dy = 020 + X121 + Xo099;

isto tako, ukupna je orijentirana duljina projekcije pomaka hvatista sile X1 na praavc
njezina djelovanja zbroj orijentiranih duljina projekcija pomaka zbog sila P X1 i XQ

0 = 5170 + X5 5171 + Xs 5172.

Uvjeti kompatibilnosti 6; =0 i d, = 0 daju stoga sustav jednadzbi

011Xy + 012X + 619 = 0,
021 X1 + 022X + 039 = 0.

Rijesimo li taj sustav (sljededi odjeljak), dobit ¢emo vrijednosti X; i X, za koje ée se pro-
gibna linija osnovnoga ,,poklopiti” s progibnom linijom zadanog sistema (slike 150.b. i c.).

Opcenitije, orijentirana duljina projekcije pomaka hvatista neodredene sile X; na pra-
vac njezina djelovanja ili kut zaokreta osi u hvatistu neodredenoga momenta X, ili orijen-
tirana duljina relativnoga pomaka hvatista para neodredenih sila +X; ili kut relativnog
zaokreta osi u hvatistima para neodredenih momenata +X; zbog zajednickoga djelovanja
svih neodredenih sila X'j, j=1,...,n, isvih zadanih vanjskih utjecaja u n puta staticki
neodredenu sistemu uz primjenu je principa superpozicije

0r = D65 X; + bip.

j=1
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Uvjeti kompatibilnosti pomaka traze istodobno iS¢ezavanje svih n vrijednosti ¢;:

n
251‘7]' Xj + (S@() = 0, 1 =1,...,n, (272)
j=1
(osim ako je upravo na mjestu i po pravcu neke raskinute veze zadan prisilni pomak, na
Sto ¢emo se jos vratiti). To su osnovne jednadzbe metode sila; nazivamo ih jednadzbama
kompatibilnosti, jednadzbama kontinuiteta ili jednadzbama neprekinutosti.

Sustav jednadzbi kompatibilnosti mozemo napisati i u matri¢cnom obliku:

011 012 0 Oin X1 01,0 0
E | B ) PR
St Ona o un] [Xa] oo [0
ili, sazeto, matricnom stenografijom,
DX+ A =0. (274)
Matricu
011 012 0 Oig
p— | P
Sut Onz o bun

nazivamo matricom popustljivosti ili matricom fleksibilnosti, a njezine pak komponente
koeficijentima popustljivosti ili koeficijentima fleksibilnosti. Koeficijent popustljivosti 9; ;
je, gledano kinematicki, ovisno o raskinutoj vezi i pripadnoj staticki neodredenoj veli¢ini,
orijentirana duljina projekcije pomaka hvatista sile X; na pravac njezina djelovanja, ori-
jentirana duljina relativnoga pomaka hvatista para sila i)?i, kut zaokreta osi u hvatistu
momenta )?l ili kut relativnog zaokreta osi u hvatistima para momenata if(i, pri cemu
su taj pomak ili taj zaokret izazvani djelovanjem jedini¢ne sile ili para jedini¢nih sila u
hvatistu ili u hvatistima, na pravcu i u smislu djelovanja sile )?j ili para i)?j, ili pak
djelovanjem jedini¢noga momenta ili para jedini¢nih momenata istoga smisla vrtnje kao
moment )?j ili para momenata i)?j u njegovu hvatistu ili njihovim hvatistima.
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U nastavku ¢emo sazetosti radi sile (u uzem smislu), momente, parove uravnotezenih
sila i parove uravnotezenih momenata cesto obuhvatiti pojmom sile; pritom je ,pravac
djelovanja” momenta njegova os. Fraza pak ,pomak po pravcu djelovanja sile” znacit ¢e
ortogonalnu projekciju vektora translacijskoga pomaka na taj pravac, ali i zaokret oko
momentne osi koji je ortogonalna projekcija vektora zaokreta na tu 0s*¢. K tomu jos,
orijentirane duljine pomaka i kutove zaokreta sazetije ¢emo nazvati vrijednostima po-
maka. Mozemo, dakle, re¢i da je koeficijent popustljivosti d; ; vrijednost pomaka hvatista
sile X; po pravcu njezina djelovanja zbog djelovanja jedini¢ne sile u hvatistu, na pravcu
i u smislu djelovanja sile )?j.

U okviru Bernoulli-Eulerove teorije koeficijente popustljivosti izracunavamo prema
poznatu izrazu

Ze
g = 3 [ s i) + nite (6] de. (275)
(e)
odnosno, uvrstimo li izraze za k; i €5,

be m; 5@ m](ge) ni(&i) nj(ge)
% Z/ { EIE) | BAK)

] . (276)

zbroj se pritom proteze po svim Stapnim elementima sistema, a & oznacava lokalne
koordinatne osi pojedinih elemenata.

Za 1 # j moze biti ¢; % 0; negativna vrijednost znaci da su pomak i sila, po pravcu
koje se taj pomak odvija, suprotno orijentirani. Uvijek je, medutim, ¢;; > 0, jer su u

w2 [Fie Fe) o

podintegralne funkcije pozitivne.

Buduéi da je

0ij Z/ mlm] mn] dz = Z/ m]mz %Z)dx:fsm

37

matrica D je simetricna’” Moze se pokazati da je ta matrica i pozitivno definitna. Pri-
sjetit ¢emo se definicije iz linearne algebre: matrica A je pozitivno definitna ako (i samo
ako) je x - Ax > 0 za svaki vektor x #0 1 x-Ax =0 za x = 0.

Komponente ¢; o vektora A vrijednosti su pomaka hvatista sila X, po pravcima njihova
djelovanja, izazvanih zadanim vanjskim utjecajima:

Le
dip = Z/ [mi(fe) Ko(&e) + ni(&e) Eo(fe)] dée + Si,o, (277)
(e) 7"

36 Kako u ravninskom slu¢aju i vektori zaokreta i vektori momenata leze na pravcima koji su okomiti
na tu ravninu, projekcije vektora zaokreta na pravce odredene vektorima momenata jednake su samim
vektorima zaokreta, pa ¢emo jednostavno govoriti o zaokretima i o kutovima zaokreta.

7 Rijet je o poznatu nam Maxwellovu teoremu o uzajamnosti pomaka: vrijednost pomaka hvatista prve
jedinic¢ne sile po pravcu njezina djelovanja, izazvana drugom jedinicnom silom, jednaka je vrijednosti
pomaka hvatista druge sile po pravcu njezina djelovanja, izazvana prvom jedini¢nom silom.
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pri cemu su

Mo(fe) + At(fe)

o= ) T e o
50(5@) = % + oy ts(&e)’ (279)

Clanovi koji sadrze At i t, izrazavaju utjecaj temperaturnih promjena na pomake; A, je
razlika temperatura na ,donjem” i ,,gornjem” rubu poprec¢nog presjeka visine h, dok je ¢
srednja temperatura u presjeku. Pribrojnikom §;0 u izrazu (277) u nekim éemo slucaje-
vima obuhvatiti utjecaj prisilnih pomaka (podrobnije o tome u odjeljku 11.6.).
Nejednakost X - DX > 0, koja izrazava pozitivnu definitnost matrice D, ima i me-
hanicku interpretaciju. Komponente X; vektora X vrijednosti su neodredenih sila. Umno-
zak DX matrice D i vektora X takoder je vektor. Njegova i-ta komponenta Z?:l 0i; X;
vrijednost je pomaka hvatista sile X, po pravcu njezina djelovanja zbog zajednickoga

djelovanja svih sila X, j=1,...,n. Skalarnim produktom
X-DX=>X; (Zai,jxj)
i=1 j=1

izrazen je stoga ukupan rad skupa sila {)?j }%_; na pomacima koje su zajednickim djelo-
vanjem izazvale —svaki je pribrojnik u tom zbroju izraz rada jedne od sila X; na pomaku
njezina hvatista, izazvanom djelovanjem svih n sila. Iz jednadzbe (274) je DX = —A,;
iskazana po komponentama, ta vektorska jednakost prelazi u niz jednadzbi

n
2(51-7ij:—(5¢,0, 7,:1,,71,
=1

dakle, ukupan je pomak hvatista sile X, po pravcu njezina djelovanja zbog zajednickog
djelovanja svih n neodredenih sila po duljini ili kao kut jednak, a po smislu suprotan
pomaku izazvanom zadanim djelovanjima. Sada je

X DX =X:(-A)=-X-A,

paiz X-DX > 0 slijedi X-A < 0; prema tome, ukupan je rad skupa sila {)?] }%_, na po-
macima zbog zadanih djelovanja negativan. Drugim rijeCima, neodredene se sile odupiru
pomacima koje izazivaju zadana djelovanja. Podemo li sada od te ocite ¢injenice (ocite
jer su neodredene sile u stvari reakcije ili unutarnje sile u izvornome staticki neodredenu
nosacu) unazad kroz prethodni izvod, mozemo ga smatrati intuitivnim, ,,mehanickim”
dokazom tvrdnje da je matrica popustljivosti pozitivno definitna.

11.4. Rjesavanje sustava jednadzbi kompatibilnosti

Iz linearne je algebre poznato da za rjesavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi
Ax =b postoji niz postupaka koji se mogu razvrstati u direktne i iteracijske. Direktn:
postupci daju toéno rjesenje sustava u konac¢nom broju koraka, uz pretpostavku da nema
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gresaka zaokruzivanja. U iteracijskim postupcima izracunavamo niz pribliznih rjesenja
x0) x(M x2) . koja se sve vise priblizavaju toénu riesenju. Za toéno bi rjesenje trebalo
beskonac¢no mnogo koraka, ali postupak prekidamo kad ocijenimo da je greska aproksi-
macije dovoljno mala. Vazna podskupina iteracijskih postupaka, posebice u tehnickim
primjenama, relaksacijski su postupci: dok se u ,,obi¢nim” iteracijskim postupcima u sva-
kom koraku izracunavaju cjelovite vrijednosti nepoznanica, pri relaksaciji se izracunavaju
samo njihovi prirasti.

11.4.1. Gaussov postupak

Za razmjerno male sustave jednadzbi direktni su postupci ucinkovitiji. Ti su postupci
ve¢inom?® razlicite varijacije Gaussova eliminacijskog postupka ¢iji je sazeto iskazani algo-
ritam: viSekratnici svake jednadzbe redom oduzimaju se od svih jednadzbi iza nje tako da
se u tim jednadzbama poniste ¢lanovi ispod glavne dijagonale. Pocetni se sustav jednadzbi
time prevodi u gornji trokutasti sustav. Potom se wvrstavanjem unazad izracunavaju
vrijednosti nepoznanica. Neki od tih postupaka uzimaju u obzir i specificnu strukturu
ili algebarska svojstva matrice sustava; tako je postupak Choleskoga primjenjiv samo na
simetri¢ne pozitivno definitne sustave.

U prethodnome smo odjeljku pokazali da je op¢i oblik jednadzbi kompatibilnosti za
odabrani osnovni sistem dva puta staticki neodredena sistema

011 X1 + 012 Xo = —010,

921 X1 + 022 X9 = —02y.

Rjesit ¢emo ga Gaussovim eliminacijskim postupkom s uvrstavanjem unazad:
Da ,eliminiramo” prvi ¢lan druge jednadzbe, prvu ¢emo jednadzbu pomnoziti s ds 1 /01 1

i oduzeti je od druge. Sustav time prelazi u

011 X1 + 012Xy = —01p,

gdje su
0 .
5;12):5272_%512 1 55,13:520——’510-

Iz druge jednadzbe mozemo sada neposredno izracunati vrijednost nepoznanice X,. Uvr-
stimo li dobivenu vrijednost u prvu jednadzbu, u njoj kao jedina nepoznanica ostaje X,
pa mozemo izraCunati i njezinu vrijednost.

U odjeljku 11.2. izra¢unali smo koeficijente fleksibilnosti i slobodne ¢lanove za osnovni
sistem sa slike 147.b. za kontinuirani nosac prikazan na slici 147.a., pa je sustav jednadzbi
kompatibilnosti, nakon mnozenja s E1,

23,84 X; + 17,45 X, = 3870,0,
17,45 X, + 17,43 Xy = 3060,6.

38 Vrlo mali sustavi, s dvije ili tri jednadzbe, mogu se razmjerno brzo i jednostavno direktno rijesiti i s
pomocu determinanata.
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Pomnozimo li prvu jednadzbu s % i oduzmemo li je od druge, druga jednadzba prelazi u

4,66 X, = 227,9.

Ta jednadzba daje X5 = 48,91; uvrstavanjem u prvu jednadzbu dobivamo X; = 126,53.

[Izracunajte vrijednosti staticki neodredenih veli¢ina za osnovni sistem prikazan na
slici 148.b. ]

11.4.2. Mehanicka interpretacija

Jednadzbama dobivenima u pojedinim koracima Gaussova eliminacijskog postupka mozemo
dati i mehanicku interpretaciju [21].

Jednostavnosti radi, ograni¢it ¢emo se zasad na dva puta staticki neodredeni sistem; ponovo,
primjerice, na kontinuirani nosac¢ prikazan na slici 147.a. na stranici 239. Za osnovni ¢emo sistem
uzeti i sada jednostavno oslonjenu gredu sa slike 147.b.

Djeluju li na osnovni sistem samo sila )?1 i jedini¢na sila u hvatistu, na pravcu i u smislu
djelovanja sile 7(2, orijentirana duljina pomaka hvatista sile X1 po pravcu njezina djelovanja bit
¢e X011+ 01,2; zelimo li da taj pomak isCezne, X011 + 012 = 0, vrijednost sile )?1 mora
biti X; = —d1,2/01,1. Uz tu je vrijednost orijentirana duljina pomaka hvatista sile )?2 po pravcu
njezina djelovanja

1) )
X1021 + 022 = —61’2 02,1 + 022 = d22 — %51,2 = 5%2),
1,1 1,1

)

a to je koeficijent uz Xo u drugoj jednadzbi dobivenoj u prvom koraku eliminacije. Pri dje-
lovanju sila X7 i X3 vrijednost sile X; potrebna za iSCezavanje pomaka njezina hvatista bit ¢e
X1 = —X20812/61,1, pa Ce orijentirana duljina pomaka hvatista sile Xy biti X5 55’12)

Na slican nacin mozemo izvesti izraz za slobodni ¢lan 5513 spomenute jednadzbe. Djeluju

li na osnovni sistem sila X i zadano opterecenje, ali ne i sila X9, orijentirana pomaka hvatista

sile 7(1 jest X101 + 91,0, pa za njegovo isCezavanje mora biti Xy = —d;,0/01,1. Orijentirana je
duljina pomaka hvatista sile X, sada
)
020 + X1021 = o — ﬁ%,l = 5;18'

)

Ukupna je vrijednost sile )?1, potrebna za iS¢ezavanje pomaka njezina hvatista pri istodobnu
djelovanju sila X7, X5 i zadana opteretenja

01,2 01,0

X, = _X2 - )
! o011 011

to je, naravno, upravo ona vrijednost koja zadovoljava prvu jednadzbu kompatibilnosti. Pritom
je orijentirana duljina pomaka hvatista sile Xy

X1021 + X202 + 020 = Xo 5512) + 55,18'

Prema tome, druga jednadzba dobivena u prvom koraku eliminacije izrazava uvijet kompati-
bilnosti pomaka u hvatistu sile )?2 ako je prvi uvjet, izrazen prvom jednadzbom, zadovoljen.
Kako zadovoljenje prvoga uvjeta znac¢i da je hvatiste sile X, po pravcu njezina djelovanja ne-
pomié¢no, mozemo reéi i da druga jednadzba dobivena u prvom koraku eliminacije izrazava uvjet
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kompatibilnosti za osnovni sistem koji iz zadanoga sistema nastaje raskidanjem veze koja je za-
mijenjena neodredenom silom Xs; prvu vezu ne raskidamo, pa je taj osnovni sistem jedanput
staticki neodreden.

Receno se moze poopéiti na visestruko staticki neodredene sisteme: jednadzbe dobivene u
prvom koraku eliminacije jednadzbe su kompatibilnosti za jedanput staticki neodredeni osnovni
sistem u kojem nije raskinuta veza koju na staticki odredenu osnovnom sistemu zamjenjuje
prva neodredena veli¢ina. Jednadzbe dobivene u drugom koraku jednadzbe su kompatibilnosti
za dva puta staticki neodredeni osnovni sistem u kojem nisu raskinute prva i druga veza. I tako
dalje.

11.4.3. Iteracijski postupak

U prvom smo dijelu prethodnoga odjeljka pokazali da uvjete kompatibilnosti pomaka ne
mozemo zadovoljavati pojedinacno, jedan neovisno o ostalima, jer svaka neodredena sila utjece
i na pomake hvatista svih drugih neodredenih sila. Formalni je izraz tih uvjeta stoga su-
stav jednadzbi. Zamisao neovisnoga zadovoljavanja uvjeta moze se, medutim, preoblikovati u
iteracijski postupak rjesavanja tog sustava.

Pokazat ¢emo to ponovo najprije na sustavu dviju jednadzbi (primjerice, za dobro nam veé
poznati nosa¢ sa slike 149.a., uz osnovni sistem sa slike 149.b.), a zatim poopéiti na sustav n
jednadzbi.

Vrijednost sile X koju smo izracunali iz uvjeta

5272 X9 + 5270 =0
(0)

mozemo smatrati pocetnom pribliznom vrijednos¢u; oznacit ¢emo je sa X5’ Djeluju li na
nosa¢ zadano opterec¢enje i sila Xo s vrijednoséu Xéo), u njezinu ¢e hvatistu uvjet kompatibilnosti
biti zadovoljen (slika 149.d.). Pritom je orijentirana duljina pomaka hvatista sile X po pravcu
njezina djelovanja

—~

1 0
s = 510 + 010 x5,
Taj pomak poniStava sila X, Cija je vrijednost

5t

(1)
xWM — 9
! 01,1

- _53,1 (51,0 + 51,2X§°)).

No, nanesemo li na nosac¢ i tu silu, hvatiste sile )?2 ponovo ¢e se pomaknuti (slika 149.e.);
orijentirana je duljina ukupnoga pomaka te tocke

551) = (5270 + (5271 Xfl) + (5272 Xéo).

Da ga ponistimo, sili )?2 moramo pribrojiti silu na istom pravcu ¢ija je vrijednost

5V 1
AX;I) = -2 - __— <5270 + (52’1 Xfl) + (52’2 Xéo)>;
02,2 02,2

ukupna ¢e vrijednost sile )?2 tada biti XQ(I) = Xéo) + AXS). Naravno, zbog promjene vrijed-
nosti sile Xo ponovo ¢ée se pomaknuti i hvatiste sile Xj. Sili X; moramo stoga pribrojiti silu s
vrijednoséu 1

AX{Q) = ~5 (51,0 + 011 X{I) + 012 X§1)>>
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(2)

pa ¢e njezina nova vrijednost biti X" = Xp +AX {2). I tako dalje: u nizu koraka naizmjence
»popravljamo” vrijednosti sila X; i Xy kako bismo zadovoljili uvjete kompatibilnosti narusene
promjenom tih vrijednosti u prethodnome koraku. Ako su X fk) i Xék) vrijednosti sila izracunane

u k-tom koraku, potrebni ,,popravci” su

AXYC—H) = ((510 + 51 1X( ) + 51,2 Xék)>,
o 1
(k+1) 1 (k+1) (k)
AX, = —— (02,0 + 021 X + 022 X5,
02,2

pa su vrijednosti sila u (k+1)-om koraku X(kH) ( )+ AX(kH) XQ(kH) = Xék) + AXékH).

Buduéi da u svakom koraku izracunavamo priraste vrijednosti sila, opisani je postupak
co e . - k) . (k .. . . y
relaksacijski, ali ga prebacivanjem velic¢ina Xf ) Xé ) na lijeve strane izraza mozemo lako
preoblikovati u ,,obi¢nu” iteraciju:

1
X§k+1) = —— (51,0 + 51,2 X;k)),
01,1

X§k+1) _ b (620 n 621X(k+1)>
02,2

Te izraze mozemo neposredno izvesti i iz jednadzbi kompatibilnosti: ako je Xz(k) vrijednost

(k+1)

sile 7(2, vrijednost X; sile X; mora zadovoljiti jednadzbu

5171 X1(k+1) + (5172 X2(k) + (5170 = 0
1)

potom, uz tu, novu, vrijednost sile 7(1, popravljena vrijednost X§k+ mora zadovoljiti jednadzbu
5271 X{k+1) + 5272 XékJrl) + (5170 = 0.

Izraz za izracunavanje vrijednosti sile u (k+1)-om koraku moze se poopéiti za sustav n

i—1 n
51'70 + Z 5i7j X](k+1) + Z 51"]' Xj(k)> .

j=1 j=i+1

ket _ L

jednadzbi:
! by (

Taj izraz prepoznajemo kao zapis jednoga ,malog” koraka Gauss—Seidelova iteracijskog po-
stupka; ,,malim” korakom nazivamo izracunavanje priblizne vrijednosti i-te nepoznanice u k-tom
,velikom” koraku koji obuhvaca izracunavanje pribliznih vrijednosti svih n nepoznanica. Kao
vrijednosti za pocetak iteracije mozemo, primjerice, uzeti Xi(o) = 8;,0/0i4, ali i, jednostavno,
x" —o.

(2
Gauss—Seidelovim iteracijskim postupkom rijesit ¢emo sustav koji smo veé rijesili Gausso-
vim eliminacijskim postupkom. Prvo é¢emo sustav izraziti u obliku pogodnom za iteracijsko
rjeSavanje:

(k+1) (k)
XY = il (3870,0 + 17,45 x47),

k+1 k+1
XY — - L (30606 + 17,45 XY,

(U opéem slucaju sustava sa n jednadzbi, u i-toj jednadzbi lijevo od znaka jednakosti ostavljamo
samo i-tu nepoznanice, a sve ostalo prebacujemo na desnu stranu.)

Za pocetak iteriranja odabrat ¢emo vrijednost XQ(O) = 3060,6/17,43 = 175,56. Dio uzastop-
nih pribliznih vrijednosti dan je u tablici:
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k 0 1 2 3 4 e 22 23 24 25
Xy 33,83 | 58,69 | 76,74 | 90,04 126,38 | 126,41 | 126,44 | 126,46
Xo || 175,56 | 141,73 | 116,93 | 98,76 | 85,45 49,07 | 49,03 | 49,01 | 48,90

Postupak razmjerno sporo konvergira, pa nije prikladan za ,ru¢ni” proracun. Konvergencija
se moze ubrzati uvodenjem relaksacijskoga parametra w; ako je w > 1, postupak se naziva
uzastopnim prekoracenjem (engl. successive overrelaxation), a ako je w < 1, wzastopnim pot-
koracenjem (engl. successive underrelaxzation). U nacine odabira prikladnih vrijednosti parame-
tra w ovdje necemo ulaziti, pa ne¢emo ¢ak ni navesti opé¢i oblik jednadzbe u koju je parametar
ukljuéen. No, zamisao je ... recimo ... jednostavna: budué¢i da znamo da ¢emo u sljedeéem
koraku pokvariti ono §to smo u ovom koraku napravili, Stetu mozemo pokusati ublaziti tako da
u ovom koraku odemo predaleko ili nedovoljno daleko.

Treba jos napomenuti i to da se kod iteracijskih/relaksacijskih postupaka uvijek postavlja
pitanje konvergiraju li uopée ili pod kojim uvjetima konvergiraju. Ni u to ne¢emo ulaziti; za-
dovoljit éemo se slutnjom, utemeljenom na fizickoj interpretaciji— postojanju stvarnoga stanja
ravnoteze, da ¢e opisani postupak konvergirati primijenimo li ga u rjeSavanju sustava jednadzbi
kompatibilnosti.

11.5. Sile u staticki neodredenim nosac¢ima

Osnovni sistem, koji je uz zadana djelovanja opterec¢en i neodredenim silama i mo-
mentima vrijednosti kojih su rjesenja jednadzbi kompatibilnosti®® nalazi se u istom me-
hanickom stanju kao i zadani staticki neodredeni sistem pod zadanim djelovanjima—
vrijednosti neodredenih velicina u osnovnom sistemu jednake su vrijednostima reakcija
ili unutarnjih sila u zadanu sistemu na mjestima zamisljenih prekida. Iz uvjeta ravnoteze
neposredno slijedi da su i vrijednosti ostalih statickih velicina jednake, pa ¢e se poklapati
i njihove progibne linije.

Neka § oznacava vrijednost neke staticke ili kinematicke veli¢cine zbog zadanih dje-
lovanja na zadanom staticki neodredenu sistemu; to moze biti reakcija, unutarnja sila u
odabranu presjeku, pomak odabrane tocke... Na temelju jednakosti mehanickih stanja
zadanoga i osnovnog sistema mozemo primjenom principa superpozicije pisati

n
§ = o + Z&',
i=1
gdje §;, i=1,...,n, oznacava vrijednost odgovarajuce staticke ili kinematicke veli¢ine u

osnovnom sistemu zbog sile )?Z-, a §o vrijednost odgovarajuce velicine, takoder u osnovnom
sistemu, od zadanih djelovanja. Dakle, vrijednost bilo koje velicine u staticki neodredenu
sistemu mozemo izracunati kao algebarski zbroj vrijednosti te velicine u osnovnom sistemu
zbog zadanih djelovanja i zbog staticki neodredenih velicina.

Oznacimo li s §; odgovarajucu staticku ili kinematicku veli¢inu na osnovnom sistemu
zbog jedinicne sile koja djeluje u hvatistu, na pravcu i u smislu sile X;, dobivamo

§ = %o+ ZXi fi- (280)

i=1

39 Tako su im nakon rjesavanja jednadzbi kompatibilnosti vrijednosti odredene, zadrzat ¢éemo oksimo-
ronski naziv neodredene sile i momenti.
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Formalno isti zapis mozemo upotrijebiti i za funkcijske izraze za vrijednosti unutarnjih
sila u staticki neodredenu nosacu,

M(z) = My(z) + ZX mi(z), (281)
T(x) = Ty(x) + Zx ti(x), (282)
N(z) = No(x) + ), Xini(x), (283)

i za njegovu progibnu liniju,
w(x) = wo(z) + ZX" w;(z).
i=1

Nacrtat ¢emo dijagram momenata savijanja u nasem kontinuiranom nosacu, ponovo
prikazanu na slici 151.a. U prethodnom smo odjeljku izracunali vrijednosti prekobrojnih
sila u osnovnom sistemu sa slike 151.b.:

— 126,53 kN,
— 48,91 kN.

(@]
254,6
L
~
309,1 /
’ — I
< o —
B
363,6
218.,2

1,27
2,55
1,82
1,09

2

2

0,55
1,09
1,64
2,18

=]

66,9
26,3

67,0 4
52,6 <

Slika 151.
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Vrijednosti momenata u karakteristicnim tockama—u hvatistima zadanih sila (27 = 2;
x3 = 06) 1iiznad drugoga i treceg lezaja (x9 =4; x4 = 8)—izracunat ¢emo prema izra-
zu (281):

M(.’L’l) = Mo(l’1) + X1 ml(:pl) -+ X2 mg(Il)

= 254,6 + 126,53 - (—1,27) + 48,91 - (—0,55) = 67,0 kNm,
M(ZL‘Q) = M()(SBQ) + X1 ml(flfg) + X2 m2($2)

— 309,1 + 126,53 - (—2,55) + 48,91 - (—1,09) = —66,9 kNm,
M(aj‘g) = Mo(.’lfg) + X1 ml(xg) + X2 m2($3)

— 363,6 + 126,53 - (—1,82) + 48,91 - (—1,64) = 52,6 kNm,
M (z3) = Mo(z4) + X1 mq(z4) + Xoma(xy)

= 218,2 + 126,53 - (—1,09) + 48,91 - (—2,18) = —26,3 kNm.

Dijagrami My, m, i ms prikazani su na slikama 151.c.; d. i e., a kona¢ni momentni dija-
gram na slici 151.1.

[Nacrtajte dijagram poprecnih sila primjenom izraza (282) ili primjenom diferenci-
jalnih odnosa! Nacrtajte dijagrame momenata savijanja i poprecnih sila na zadanom
kontinuiranom nosacu uz prorac¢un s osnovnim sistemom sa slike 148.b. na stranici 240! |

11.6. Prisilni pomaci lezajeva

Jedna od karakteristika staticki neodredenih sistema pojava je reakcija i unutarnjih
sila ne samo pod djelovanjem optere¢enja veé¢ i zbog prisilnih pomaka te pri promje-
nama temperature (karakteristika 3. na stranici 222.). Utjecaj temperaturnih promjena
na savijanje i na produljenje/skracenje dijelova sistema lako je obuhvatiti dodatnim pri-
brojnicima u izrazu za slobodne ¢lanove §; o —izrazi (277), (278) i (279) na stranici 244.
Uvazavanje prisilnih pomaka nesto je slozenije: oblik jednadzbi kompatibilnosti ovisi o
izboru osnovnoga sistema, pa treba razlikovati dva slucaja.

U ovom ¢emo odjeljku obraditi prisilne pomake lezajeva. To mogu biti translacijski
pomaci pomic¢nih ili nepomicnih lezajeva po pravcima po kojima ti lezajevi sprecavaju slo-
bodne pomake te zaokreti nepomicno ili pomicéno upetih lezajeva. Osim pomaka lezajeva,
u prisilne se pomake ubrajaju i pomaci prouzroceni netocnoscéu izvedbe.

Jednostavnosti radi, pretpostavimo da je zadan samo jedan prisilni pomak. Osnovni
sistem oblikovat ¢emo tako da u lezaju sa zadanim pomakom raskinemo vezu koja takav
pomak sprecava. Staticki neodredenu veli¢inu, koju uvodimo umjesto raskinute veze,
oznadit éemo s X,. Njezino je hvatiste, prema tome, u tocki ¢iji je pomak zadan, a pravac
djelovanja poklapa se s pravcem tog pomaka.

Prema pripadnome uvjetu kompatibilnosti, zbroj pomaka hvatista sile )?g po pravcu
njezina djelovanja, izazvanih zadanim optere¢enjima, promjenama temperature i svim
neodredenim silama, mora biti jednak pomaku odgovarajuce tocke izvornoga neodredenog
sistema po odgovarajuc¢em pravcu. Kako je na izvornom sistemu u toj tocki i po tom
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pravcu zadan prisilni pomak, ukupni pomak hvatista sile X, mora biti jednak zadanom
prisilnom pomaku, pa je ¢-ta jednadzba kompatibilnosti

Z 00 Xj + 000 = 56; (284)

J=1

s 0y smo oznadili vrijednost zadanoga prisilnog pomaka. Predznak te vrijednosti odreduje
orijentacija pomaka: ako su pomak i sila X, jednako orijentirani, vrijednost je pozitivna,
a ako su orijentirani suprotno, vrijednost je negativna.

Naglasavamo: vrijednost prisilnoga pomaka ¢ dolazi na desnu stranu jednadzbe —
kona¢ni pomak osnovnog sistema, cija je vrijednost jednaka zbroju s lijeve strane znaka
jednakosti, ne iscezava, nego mora biti jednak prisilnom pomaku.

No, relativni ili apsolutni pomaci hvatista ostalih sila X}, 1 # {, po pravcima njihova
djelovanja moraju i sada iS¢eznuti, pa su ostale jednadzbe kompatibilnosti kao i prije

Z5i,ij+5i,0:O 7a @;éf

j=1

Slobodni ¢lanovi ;9 u svim jednadzbama, i € [1,n], obuhvacaju utjecaje zadanih opte-
reCenja i promjena temperature.

Druga je moguénost da osnovni sistem odaberemo tako da ni jedna neodredena sila ne
djeluje na pravcu prisilnoga pomaka u tocki ¢iji je pomak zadan. (Ako je njezino hvatiste
u toj tocki, tada sila ne djeluje na pravcu pomaka; ako se pak pravci sile i pomaka
poklapaju, hvatiste sile nije tocka sa zadanim pomakom.)

Na takvom osnovnom sistemu svi pomaci, i apsolutni i relativni, po pravcima ra-
skinutih veza, moraju isceznuti. Uvjete kompatibilnosti pomaka izrazava, prema tome,
sustav jednadzbi (272) na stranici 243., s niSticama na desnim stranama svih jednadzbi.
Mogudi utjecaji prisilnoga pomaka ulaze sada u slobodne ¢lanove ;. Da ih odredimo,
raskidanjem pripadne veze osnovni sistem pretvaramo u mehanizam, crtamo dijagrame
projekcija pomaka za zadani pomak i iz njih o¢itavamo vrijednosti d; o odgovarajuéih po-
maka hvatista sila X; koje pribrajamo ostalim vrijednostima d; o, izracunanima za utjecaje
opterecenja i temperaturnih promjena.

Obje ¢emo mogucénosti i oba postupka podrobnije razjasniti primjerom poznatoga
nam ve¢ kontinuirana nosaca sa Cetiri lezaja. Neka je zadano slijeganje drugoga lezaja,
6g = 2mm (slika 152.a.). Progibna je linija skicirana na slici 152.b.— to je glatka krivulja
koja prolazi tockama (za,0), (2g,ds), (7¢,0) i (2p,0).

Za osnovni ¢emo sistem prvo odabrati prostu gredu koja nastaje uklanjanjem drugoga
i treceg lezaja (slika 152.c.). (Znamo, nije to najpovoljniji osnovni sistem, ali razjasnje-
nja radi...) Pomak g zadan je u tocki koja odgovara hvatistu neodredene sile )?1, a
pravac po kojemu se odvija poklapa se s pravcem djelovanja te sile. Stoga je prvi uvjet
kompatibilnosti, koji opisuje pomak hvatista sile X, po pravcu njezina djelovanja, izrazen
jednadzbom

011Xy +012Xo+ 010 = _SB§
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Slika 152.

na desnoj je strani uz dg negativan predznak, jer zadani pomak i sila X imaju suprotan
smisao. Prema drugom se uvjetu kompatibilnosti hvatiste sile X5 ne smije pomaknuti po
pravcu njezina djelovanja, pa je druga jednadzba kompatibilnosti

5271 Xy + 5272 Xy + 5270 = 0.

Kako u zadatku osim prisilnoga pomaka nema drugih djelovanja, bit ¢e 19 =01 d29 = 0,
pa je konacni oblik jednadzbi kompatibilnosti

011 X1+ 012 Xs = _587
(5271 X1 + (52’2 X2 = 0.
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Uvrstavanjem koeficijenata fleksibilnosti d; ; koje smo za odabrani osnovni sistem izra-
cunali na stranicama 238.-240., sustav jednadzbi nakon mnozenja sa EI postaje

23,84 X, + 17,45 X, = —0,002 F1,
17,45 X1 + 17,43 X2 = O,

njegovo je rjesenje: X; = —0,000314 E1 i X, = 0,000314 E1.

Ako je poprecni presjek grede b/h = 30/60 [cm] i ako je modul elasti¢nosti gradiva
E =3-107 kN/m?, tadasu X; = —50,87 i X, = 50,87. Momentni je dijagram prikazan
na slici 152.d. Vrijednosti momenata u karakteristicnim tockama, iznad lezajeva B i C,
izracunali smo prema izrazu

M(%) = MQ(I) + X1 ml(x) + X2 m2<$) = X1 ml(x) + X2 mg(l‘),

dijagrame my i mo mozete pronaci na slici 147. na stranici 239. ili na slici 151. na stra-
nici 251. Kako na staticki odredenim nosacima prisilni pomaci lezajeva ne izazivaju
unutarnje sile, My(z) = 0. Zapravo je besmisleno govoriti o utjecaju prisilnoga pomaka
na odabrani osnovni sistem —u tocki, koja odgovara lezaju kontinuiranoga nosaca sa
zadanim pomakom, osnovni sistem nema lezaJa raskinuli smo upravo tu lezajnu vezu.
Tek nanoSenjem sila X i Xg, i to s ,pravim” vrijednostima, mozemo progibnu liniju
wprotjerati” kroz zadane tocke.

Povec¢amo li poprecni presjek grede na b/h = 30/90 [cm]|, promijenit ¢e se vrijednosti
neodredenih sila: X; = —171,68 i Xy = 171,68, a time i vrijednosti reakcija i unutarnjih
sila, posebice: Mpg = 250,7 kNm i M¢c = —187,1 kNm. Djeluju li na sistem samo razlicita
opterecenja (koncentrirane sile i momenti, distribuirana optereéenja), vrijednosti unutar-
njih sila i reakcija ovise o omjerima krutosti dijelova sistema (karakteristika 2. u prethod-
nome poglavlju, str. 222.), ali ne i o konkretnim vrijednostima tih krutosti. Medutim,
kao sto primjer pokazuje, vrijednosti sila izazvanih prisilnim pomacima promijenit ¢e se
i pri promjeni krutosti.

Isti ¢emo zadatak rijesiti i s pomoc¢u osnovnoga sistema sa slike 152.e.—niza prostih
greda nad pojedinim poljima kontinuiranog nosaca. Sada ni +X; ni +X; ne djeluju na
pravcu zadanoga pomaka. Par momenata +X1, doduse, djeluje u tocki B, ¢iji je pomak
zadan, ali paru momenata odgovara relativni zaokret, a ne translacijski pomak.

Takav osnovni sistem moze zadovoljiti sve lezajne uvjete, ukljucujudi slijeganje drugog
lezaja (slika 152.f.). No, kao §to na slici 152.b. vidimo, progibna linija kontinuiranog
nosaca glatka je i u totkama u koje smo pri oblikovanju osnovnog sistema umetnuli
zglobove. Parovi momenata +X; 1 X, moraju stoga ponistiti relativne zaokrete za
kutove d; = (511Jevo + (5desn° i g0 =0y hJEVO + (5desn°, pa su jednadzbe kompatibilnosti

011 X1 + 012 Xo + 51,0 =0,
(5271 X, + 5272 Xy — 5270 = 0.

Obratite pozornost na predznake VI‘IJeanStl slobodnih ¢lanova — zaokreti 5hjevo i 5desn°

lii .
imaju isti smisao kao i momenti para +X;, dok je smisao zaokreta (5 WO g (52‘185“0 suprotan

od vrtnje momenata para +X,. (Kako nema drugih djelovanja, 5170 =010 1 620 = —020.)
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Prema slici 152.1., Sll%evo i Sf{gsno kutovi su izmedu tangente na progibnu liniju konti-
nuiranoga nosaca u drugom lezaju i osi prostih greda nad prvim i drugim poljem nakon
pomaka, dok su 521%“0 i 5% kutovi izmedu tangente na progibnu liniju u tre¢em lezaju
i osl greda nad drugim i tre¢im poljem. Ali, kako nam nisu poznate ni progibna linija
ni tangente u pojedinim njezinim tockama, na temelju slike (zapravo skice) 152.f. ne

mozemo odrediti kutove relativnih zaokreta 5170 i d2p.

Progibna linija osnovnog sistema, prikazana na toj slici, moze se nacrtati kao dijagram
vertikalnih pomaka mehanizma s jednim stupnjem slobode, koji nastaje iz osnovnoga
sistema raskidanjem veze koja sprecava zadani pomak: slike 152.g. i h. Usporedbom
slika 152.f. i h. lako je vidjeti da su

1o =05 ot i Gy =)0
gdje su
015" = 0 /las = 0,002/4 = 5,0 - 107,
oM = dg /lpc = 0,002/4 = 5,0 - 107*,
0y = dp/lsc = 0,002/4 = 5,0 107",

Prema tome:

610=10-10" i  dy0=50-10""

Te vrijednosti i vrijednosti koeficijenata fleksibilnosti koje smo izracunali na strani-
cama 240. i 241. mozemo sada uvrstiti u jednadzbe kompatubilnosti; nakon mnozenja
sa F'I dobivamo

8 X1+ 2 X+ 0,001 EI =0,
2 X+ ZX,-0,0005EI = 0.

Rjesenja jednadzbi su X; = —0,000462 ET i X, = 0,000346 EI. To su ujedno konacne
vrijednosti momenata nad lezajevima kontinuiranoga nosa¢a—i sada mozemo te vrijed-
nosti izracunati prema izrazu

M(x) = My(z) + X1mq(z) + Xoma(z) = Xy mq(x) + Xomeo(z);

dijagrami m; i my na odabranom osnovnom sistemu prikazani su na slikama 148.d. i e.
na stranici 240.

Ako su b/h =30/60[cm| i E=3-107 kN/m? tadasu X; = —74,84 i X, = 56,05;
kona¢ni je momentni dijagram na kontinuiranu nosacu prikazan na slici 152.i. Ako je
pak b/h =30/90[cm], tada su X; = —252,60 i X, = 189,16. U oba se slucaja vri-
jednosti ponesto razlikuju od vrijednosti dobivenih prora¢cunom na osnovnom sistemu sa
slike 152.c.; razlike su posljedice pogresaka zaokruzivanja u raznim koracima proracuna —
izracunavanja vrijednostl momenata na osnovnom sistemu, izracunavanja vrijednosti po-
maka, rjeSavanja sustava jednadzbi kompatibilnosti, izracunavanja konacnih vrijednosti
momenata.

256



11.7. Matrice popustljivosti ravnoga Stapa

U poglavljima koja slijede vise ¢emo puta nai¢i na obostrano upetu gredu (slika 153.a.),
pa ¢emo je stoga sada iscrpnije obraditi. Gredu ¢emo poloziti tako da se njezina os
poklopi s osi x koordinatnoga sustava. Uzet ¢emo, kao i obi¢no, da se poprecni presjeci
uzduz grede ne mijenjaju, A(x) = A i I(z) = I, te da se ne mijenja ni modul elasti¢nosti
materijala, E(z) = E.

. 2 E,A,I = const E -
| ‘ |
B
N o

i

I

Slika 153.
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Koeficijent popustljivosti 9; ; definirali smo kao vrijednost pomaka hvatista sile X,
po pravcu njezina djelovanja ako na nosa¢ djeluje jedini¢na sila u hvatistu, na pravcu
i u smislu djelovanja sile )?j. Ti koeficijenti, prema tome, ne ovise o zadanim vanjskim
djelovanjima, nego samo o izboru neodredenih sila, tako da ih mozemo izracunati ,,jednom
zanavijek”.

Obostrano upeta greda tri je puta staticki neodredeni nosac. Za osnovni ¢emo sistem
odabrati jednostavno oslonjenu gredu prikazanu na slici 153.b. Na slikama c.,e. i g.
skicirane su kinematicke interpretacije onih koeficijenata popustljivosti koji su razliciti
od nule.

Sila X; djeluje na pravcu osi grede. Koeficijent d; ; je, prema tome, orijentirana duljina
projekcije odgovaraju¢om jedini¢cnom silom izazvanoga pomaka njezina hvatista na tu os
(slika 153.c.). Pri djelovanju sile na pravcu osi ravnoga Stapa u njemu se javljaju samo
uzduzne sile, pa je prema poznatom izrazu, uz dijagram n; sa slike d.,

“n3(x) 1 14

Lezaj u hvatistu sile X, omogucava pomicanje te tocke samo po pravcu osi, pa je 01
i orijentirana duljina pomaka, a ne tek duljina njegove projekcije. Tocka se, dakako,
pomice u smislu djelovanja sile )?1, slijéva nadesno, pa je d;; pozitivna vrijednost (to je
osigurano ¢injenicom da je u izrazu za d,; podintegralna funkcija kvadratna, $to je pak
posljedica dvostruke uloge jedini¢ne sile: stvarna je i virtualna).

Buduéi da su Xs i X5 momenti, koeficijenti d, ; 1 d3; kutovi su nasom jedini¢nom silom
prouzrocenih zaokreta osi grede neposredno uz zglobove lijevoga i desnog lezaja. Pri djelo-
vanju momenata, poput virtualnih jedini¢nih momenata koji odgovaraju momentima X
i X3, ne javljaju se uzduzne sile, te su 621 = 0 i d37 = 0.

Moment X, djeluje neposredno desno od zgloba u lijevu lezaju, pa je koeficijent 9, o kut
zaokreta osi grede u toj tocki, do kojega dolazi zbog odgovarajucega jedinicnog momenta
(slika 153.e.). Kako pri djelovanju momenata nema uzduznih sila, bit ¢e, uz dijagram mo
sa slike f.,

Y4 2

ms () 1 1 2 14
000 = AP | :_.[_.1%].[_.1]:_.
2= "Bl Y T B2 3 3EI

Kut je, naravno, pozitivan: fizikalno, zato sto zaokret ima isti smisao vrtnje kao i mo-
ment X, koji ga je izazvao, suprotan smislu vrtnje kazaljke na satu; matematicki, zato
Sto je podintegralna funkcija kvadratna.

U kinematickoj interpretaciji koeﬁcuenta 012 pomak hvatista sile Xl, izazivan Je-
dinicnim momentom koji odgovara momentu Xg, projiciramo na pravac djelovanja sile X,.
Sada su ny vrijednosti virtualnih uzduznih sila, ali kako je, rekosmo, ns = 0, bit ¢e

51’2 = 0.
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Koeficijent d3 5 kut je zaokreta osi grede neposredno lijevo od zgloba u desnu lezaju, u
hvatistu momenta Xg, zbog djelovanja jedinicnoga momenta koji odgovara momentu X,
(jos jednom slika 153.e.):

14
_ [ malz) ma(z) _L[l ][_1 J__L.
52_/0 T TR R 51 = omr

pritom su mg (slika h.) vrijednosti virtualnih momenata savijanja zbog virtualnoga je-
dini¢nog momenta koji odgovara momentu X (gornji crtez na slici g.). Izrac¢unana je vri-
jednost negativna, pa slijedi da zaokret ima smisao suprotan smislu vrtnje momenta X;.

Djeluje li pak na gredu stvarni jedini¢ni moment koji odgovara momentu )?3, kut
zaokreta osi grede u toj tocki bit ¢e koeficijent 03 3 (slika g.):

l 2

m3(x) 1 1 2 14
San = Mt AV | :_.[_.1.g].{_.1]:_.
= 0 TEBr YT B2 3 3EI

zaokret i moment imaju isti smisao vrtnje.

Tako su koeficijenti do 3 1 032 kao brojevi medusobno jednaki,

/ m2 / m3 >dl' = (532

njihovo je kinematicko znacenje razlicito. Koeficijent d5 3 kut je zaokreta osi grede uz lijevi
lezaj, u hvatistu momenta )?2, izazvan jedini¢nim momentom koji djeluje na desnom kraju
grede, u hvatistu momenta )?3, i ima smisao vrtnje kao X, (slika 153.g.), dok je 052 kut
zaokreta osi grede u hvatistu momenta )?3, uz desni lezaj, zbog djelovanja jedini¢noga
momenta u hvatistu i u smislu vrtnje momenta X, (slika e.). U izrazu za izracunavanje
koeficijenta d2 3 momenti savijanja ms su stvarni, a momenti mgy virtualni; u izrazu pak
za izracunavanje koeficijenta d3 5 njihove su uloge zamijenjene.
I na kraju, lako je vidjeti da je 6,3 = 0. [Kako? Sto je 6, 5 kinematicki?].

[zracunane ¢emo koeficijente sloziti u matricu

-, )
= 0 0
(51,1 51,2 51,3 / /
D = 5271 (52’2 (5273 = 0 3EI _6EI (285)
53,1 53,2 53,3 / /
"G6EI 3EI |

koju nazivamo matricom fleksibilnosti ili matricom popustljivosti ravnoga Stapa (u ra-
vning).
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11.7.1. Utjecaj djelovanja

Za opci je slucaj djelovanja na obostrano upetu gredu, uz odabrani osnovni sistem,
sustav jednadzbi kompatibilnosti

011 X1 + 010 = 51;

S99 Xa + 023Xz + a9 = 0o, (286)
030 Xo + 033 X3 + 030 = 0s.
Vrijednosti 6;¢ i §; izrazavaju utjecaj zadanih djelovanja:
81 vrijednost je projekcije prisilnoga pomaka desnog lezaja obostrano upete grede na
njezinu os,
85 1 03 kutovi su prisilnih zaokreta lijevoga i desnog lezaja obostrano upete grede,

910 vrijednost je (horizontalnoga) pomaka desnog lezaja jednostavno oslonjene grede
zbog svih ostalih djelovanja,

d20 1 030 kutovi su svim ostalim djelovanjima izazvanih zaokreta osi jednostavno oslo-
njene grede uz njezine lezajeve.

Sazetiji je zapis sustava (286), primjenom matri¢ne stenografije,

DX+ Ay = A,

pri éemu su X, Ag i A jednostupéane matrice. Uvedemo li jo§ matricu
d=A-A,
prethodni izraz prelazi u
DX =d.

Kao $to smo ve¢ i samim oblikom zapisa sustava (286) nagovijestili, on je sastavljen od
dva neovisna (pod)sustava: iz prve se jednadzbe moze neposredno izracunati vrijednost
nepoznanice X, a preostale dvije jednadzbe tvore sustav s nepoznanicama X i Xj.
Posljedica je to medusobne neovisnosti uzduznih i poprecnih djelovanja na ravnome stapu
i toj neovisnosti prilagodenoga izbora neodredenih sila.

Budu¢i da se sustav jednadzbi ,raspada” na podsustave, matrica popustljivosti se
moze rastaviti u cetiri podmatrice:

- }
=1 0 0
D, 0 1 ¢
D= ] = 0 _ . 287
lO D, 3EI 6 El (287)
0o | £ £
] 6EI 3EI |
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Podmatrica Dy, tipa 1 x 1, vezana je uz djelovanja na pravcu osi grede, a podmatrica D,
tipa 2 x 2, uz djelovanja koja su okomita na os. Rastavimo li na odgovarajué¢i nacin
matrice X i d, podsustave mozemo formalno zapisati matriénim izrazima
DH XH - d“ 1 DJ_ XJ_ — dJ_,

pa su njihova rjesenja

X, =D, d, i X, =D'd,. (288)
Iz tih je izraza lako zakljuciti da se na analogan nac¢in u podmatrice moze rastaviti i
inverzna matrica matrice popustljivosti:

- ]
= 0 0
(
D' 0
Dl | = o 2L 2B (289)
0 D; ( ‘
, | 2BL 4EI

Prvi je izraz u (288) samo formalno matri¢ni; jasno je da ga mozemo zamijeniti

skalarnim izrazom .
X1 = 5— (51 — 51,0).
1,1

11.7.2. Distribuirana sila

Djeluje li, primjerice, na nasu gredu, okomito na njezinu os, jednoliko raspodijeljena
sila ¢, (slike 154.a. 1 b.), slobodni su ¢lanovi:

4
0

EA
l 2 3
ma(x) Moy(x) 1 2 gt [ 1 ] q.l
6o = [ RO e = — ] 2. ol 2| = 2
2,0 /0 El YT B3 9 UME]’
l 2 3
mg(x) Mo(x) 1 2 gl [ 1 ] q.!
_ ") - _— .|z gl 121 = _
930 /0 T EEE T UME]

Slika c. skica je kinematicke interpretacije vrijednostl d2 i 030, dok je dijagram M,,
potreban za njihovo izracunavanje, prikazan na slici d.

Prema izrazima (288), uz vrijednosti komponenata matrice D" u izrazu (289), odmah
mozemo izracunati:

Xl = kl,l : (_61,0) = 07
ABI q.f®  2FI

A q.0?
Xz = ka2 (=020) + k2 - (—030) = ¢ oumr V0 | ToEr T 120

2FT 03 4E] 03 02
X3 = kgo- (—=020) + ksg - (—030) = a + '[— d ] - 1 .

(¢ 24EI i 2UET 12

(Komponente matrice D™" oznagili smo s k; ;.)
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b

Ve S
C.

|02,0] 83,0 T

\ /
d.
\ V
qZEQ QZZQ
24

Slika 154.

Kako je X; = 0, uzduznih sila nema, sto potvrduje neovisnost ucinaka poprecnih i
uzduznih djelovanja. Konacni je pak momentni dijagram na slici 154.e. konstruiran na
temelju poznatoga izraza

M(z) = My(x) + Xo-mao(x) + X3 - mg(z),

uz dijagrame My, ms 1 mg sa slika 154.d., 153.f. i 153.h. U karakteristicnim su tockama
vrijednosti momenata:

q.l? q.0?
M(0) = (~1 -
0 =0+ L (-n+0--L,
o ql? [ 1] ) 1 ¢r?
M(0/2) = == _ =
(6/2) s T 12 5 ) Tl 12 | 2 24"
q.l? q.0?
M) = - 1= -
(0) 0+0+[ 12] 15

Progibna linija obostrano upete grede skicirana je na slici 154.f. (progibi na slikama c.
i f. nacrtani su u istom mjerilu).
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11.7.3. Prisilni pomaci

Neka je, kao drugi primjer, zadan zaokret lijevoga lezaja obostrano upete grede za
kut ¢, (slika 155.a.). ,,Slobodni” su ¢lanovi tada

5120, SQZ@E i 53:07
pa su prema (288) i uz vrijednosti iz (289)

Xy = kg0 =0,
- - 4 F]
Xy = koo -0y + kog-03 = T@z

_ — 2FET 1
X3 = kgo 09+ ksg-03 = 7@ = §X2'

Momentni dijagram (slika 155.b.) crtamo sada prema izrazu
M(ZE) = XQ . mg(l‘) + X3 : mg(l')

Slika c. skica je progibne linije.

Xo

b, \l Y

Slika 155.

Jasno je da s pomocu izraza (288) i komponenata matrice inverzne matrici popust-
ljivosti u izrazu (289) mozemo izracunati vrijednosti unutarnjih sila u obostrano upetoj
gredi za bilo kakvo djelovanje. Za izracunavanje ,slobodnih” ¢lanova ;¢ u ve¢ini ¢e nam
slucajeva trebati i ,jedini¢ni” dijagrami ny, ms i ms, prikazani na slikama 153.d.,f. i g.
(na stranici 257.).

11.7.4. Varijacija na temu

Koeficijenti popustljivosti ovise o izboru neodredenih sila, odnosno, o izboru osnov-
noga sistema. Promijenimo li osnovni sistem, promijenit ¢e se i koeficijenti popustlji-
vosti—njihove kinematicke interpretacije i izrazi prema kojima ih izracunavamo.

Uzmimo, recimo, da je odabrani osnovni sistem konzola prikazana na slici 156.b.
Pravci djelovanja sila X; i X, poklapaju se s uzduznim i popreénim smjerovima na gredi,
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N % E, A, I = const E
|

| ¢
y
I
v X
b Z Xg,\“
P 1
2 0
1,1

o]

% -

m\ J52,2

e 1 c 1

/ b %52,34

% i
: 1 ©) 1
. 1.0
h. 1 1

Slika 156.

te su neki koeficijenti popustljivosti ponovo jednaki nuli [ koji? |. Skice na slikama c., d. ie.
kinematicke su interpretacije onih koji to nisu [izrecite te interpretacije!].

Uz ,jedinicne” dijagrame prikazane na slikama 156.f.; g. i h., dobivamo:

¢, 2
51’1:/nl(m)(ixzi.(l.g).lzi
0

EA EA EA’

“m3(z) 1 (1 2 &
8o o = 279 :_.[_.1.g.g].[_.g]: ;
e A O B O A 3 3BT
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030 = /;%dx _ i.{%.l.g.g}(_l)

FEI

¢

meo(z) ms(x) 1 [ 1 J
50 — TRV TS\ e = — (1.0 - —2.¢] =
23 /0 El v= g 0|3

0.2

_ [T mi(2) RIS _ £

(53’3 = . EI dSL’ = E] (1 £) 1— E],

pa je matrica popustljivosti (rastavljena odmah u podmatrice)

-, -
A 0 0
D 0 £3 £2
D = Il :| _ i 7
lO D, 0 3EI 2FEI
2
o . L
i 2FEI EI |
dok je matrica njoj inverzna
[ £A . . |
l
o _ D' 0| , 2B GEI
0 D! 3 2
0 6 E1 4FE1

11.7.5. Koncentrirana sila

S pomoéu matrice D' iz izraza (291) izra¢unat éemo vrijednosti unutarnjih sila u

62

2Bl

€2

Y

(290)

(291)

obostrano upetoj gredi koja je optere¢ena koncentriranom silom (slika 157.a.).

Sada su ,slobodni” ¢lanovi (uz dijagrame Ny i My sa slika 157.e. i f. te dijagrame

ni, me i ms sa slika 156.f., g. i h.)

¢
B ny(x) No(x) 1  Pya
O10 _/0 Fa 4= gp a1 = o
¢
B ma(x) My(x) 1 [1 ] [2 1 ]_
920 _/0 Foli dez = 77 | 3 P,-a-a 3 €+3 bl =
¢ 2
B ms(x) My(x) 1 [1 ] . Pa
53’0_/0 ETl = Ff Peraraf-(=1) = =577

61

P, a* (30— a)
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pd

AN
-—
v

o
AN

Slika 157.

(njihovo je kinematicko znacenje skicirano na slikama 157.c. i d.), te su

EA P.a P,a
ST o o e
y, _ 1281 P.a®(3(—a) 6EI P.a>  P,a*(3(—2a)
S 6 Bl 2 2Bl 3 ’
. — 6FE1 _Pza2(3€—a) AFEI P,a? - _Pza2b
> 6 El ¢ 2EI 2

X1, Xo i X3 vrijednosti su unutarnjih sila na desnom kraju grede (slika 158.b.):
N(l) = Xy, T) = X, i M) = Xs.

Vrijednosti sila na lijevome kraju izracunat ¢emo iz uvjeta ravnoteze projekcija sila na
osi i z 1 iz uvjeta ravnoteze momenata u odnosu na lijevi kraj:

—N(0) + P, + N(¢) = 0,
-T(0) + P, + T(¢) = 0,
—M(@0) —a-P, —€-T() + M({) = 0.
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Slijedi:

P.a P.b
N(0) = P, — e
(0) 7 7
P, a*(a + 3b) P, b*(3a +b)
O R
P, a*(a + 3b) P.a?b P, ab?
M(0) = —P,a + B - = T

U izrazima za N(0) i N(¢) pojavljuje se samo P,, a u izrazima za T7'(0), T'(¢), M(0) i M (¢)
samo P, sto ponovo potvrduje medusobnu neovisnost djelovanja po osi stapa i djelovanja
okomito na nju.

Konaé¢ni dijagrami unutarnjih sila prikazani su na slikama 158.c., d. i e.

. P,
N (O)T\ __l e
NO ey BT Mo
| ® S
Pb B.a
a ‘
® B
d. |
B.b*(3a 4 b) P.a*(a + 3b)
IZ &

[~

B

e.
P.ab? ‘ P.a%b
02 02
2 P.a?b?
63
Slika 158.

11.8. O resetkastim nosa¢ima— formaln(ij)i pogled na metodu
sila

Ako je u sustavu jednadzbi ravnoteze (150) u odjeljku 6.1. broj vrijednosti sila veéi od
broja jednadzbi, b > 2n, i ako je rang ravnotezne matrice 2n, sistem je Stapova geometrijski
nepromjenjiv, ali staticki neodreden. Bududéi da joj je rang jednak broju redaka (i, time, broju
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jednadzbi ravnoteze), slika je matrice A cijeli prostor R?", pa je sustav jednadzbi ravnoteze rjesiv
za sve vektore koji leze u tom prostoru-— dakle, za sve vektore f. Ali, kako je broj vrijednosti
sila u stapovima veci od broja jednadzbi, matrica A prostor veée dimenzije preslikava u prostor
manje dimenzije. Pri tom preslikavanju neki vektori prostora R’ is¢ezavaju, odnosno, vise se
vektora toga prostora preslikava u jedan vektor prostora R?": ako je so neki vektor prostora
redaka matrice A i ako su s, bazni vektori njezine jezgre, tada se svi vektori

s =s)+ ), &5 (292)

s bilo kojim koeficijentima x, preslikavaju u isti vektor prostora ¢vorova. RjeSenje sustava
jednadzbi stoga ne moze biti jedinstveno. Za izdvajanje jednoga rjesenja treba pored uvjeta
ravnoteze primijeniti i kinematicke uvjete. Povezivanje kinematickih i ravnoteznih uvjeta os-
tvaruje se uvodenjem konstitucijskih relacija koje za zglobne Stapove izrazavaju meduovisnost
vrijednosti uzduznih sila u njima i promjena njihovih duljina.

Djeluje li u stapu uzduzna sila vrijednosti Sy; j3, promjena je njegove duljine

dii gy = 0gig) Stigh (293)
pri cemu je
Ofi gy = _tia) (294)
Eg iy At gy

koeficijent uzduzne popustljivosti. Te ¢emo koeficijente smjestiti u dijagonalnu matricu diag(8)
tako da koeficijent dy; j; Stapa brojcana oznaka kojega je x upiSemo na glavnu dijagonalu u
sjeciSte retka k i stupca k.

Izraz (292) zapisat ¢emo u obliku
s = sg + Sx, (295)

gdje je S matrica stupci koje su bazni vektori §, jezgre matrice A, a x je vektor koji sadrzi
koeficijente z,. Uzet ¢emo uz to da je sy neko rjesenje sustava jednadzbi ravnoteze (150), tako
da je Asy = —f. Tada je i s rjeSenje toga sustava:

As = A(sg + Sx) = Asy + ASx = Asg = —f;

treéa jednakost slijedi iz ¢injenice da vektori S x leze u jezgri matrice A, pa je ASx = 0.

Da nademo vektor sy i matricu S Gaussovim é¢emo eliminacijskim postupkom matricu A i
vektor f prevesti u A i f. Uporisni stupci matrice A odgovaraju Stapovima sistema ¢iji sklop
daje staticki odredeni sistem; ostali su stapovi ,,prekobrojni”. Uzmemo li da su vrijednosti sila
u prekobrojnim Stapovima jednake nuli, vrijednosti sila u stapovima odredenoga sistema (i,
time, vektor sp) mozemo izracunati uvrstavanjem unazad u sustav Agy = —f, gdje je o vektor
koji na mjestima Stapova odredenoga sistema sadrzi nepoznanice, a na mjestima prekobrojnih
Stapova nule.

Vektore §, odredit ¢éemo uvrstavanjem unazad u sustave A, = 0, pri éemu su s, vektori koji
sadrze nepoznanice na mjestima Stapova staticki odredenoga sistema, 1 na mjestu prekobrojnog
Stapa ¢ i 0 na mjestima ostalih prekobrojnih Stapova.

Fizicki prihvatljivo rjeSenje mora pored uvjeta ravnoteze zadovoljiti i odredene kinematicke
uvjete: vrijednosti sila u Stapovima moraju uzrokovati kompatibilne promjene njihovih du-
ljina — sistem Stapova se mora moci sklopiti bez dodatnih promjena duljina. Uzajamna ovisnost
vrijednosti uzduzne sile i promjene duljine Stapa dana je konstitucijskom relacijom (293).
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Sazeti je matri¢ni zapis izraza (293) za sve Stapove
d = diag(d)s, (296)
a uvrStavanje izraza (295) daje

d = diag(8) (sp + Sx). (297)

Trazeni je vektor kompatibilnih promjena duljine okomit na prostor nekompatibilnih pro-
mjena duljina, koji je lijeva jezgra kinematicke matrice B. Buduéi da se lijeva jezgra matrice B
podudara s jezgrom matrice A, uvjet je okomitosti

S'd = 0. (298)
Uz (297) taj je uvjet
S" diag(s) (sy + Sx) = 0
ili

S" diag(5)Sx = —S" diag(8) so. (299)

Matrica
D = S' diag(5) S (300)

je matrica popustljivosti sistema, dok je vektor
dy = S" diag(8) so (301)

vektor promjena duljina Stapova izazvanih ravnoteznim silama u osnovnom sistemu, pa je su-
stav (299) sustav jednadzbi kompatibilnosti

Dx = —do. (302)
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12. Opcéa metoda pomaka

12.1. O metodama pomaka

Stapnim elementima, linijskim elementima ili, kratko, Stapovima nazivat éemo dijelove
Stapnih sistema za koje se sile i momenti na njihovim krajevima mogu razmjerno lako
izraziti kao funkcije pomaka i zaokreta tih krajeva. Najjednostavniji je Stapni element
ravni Stap nepromjenjivoga poprecnog presjeka, izveden od jednog materijala, tako da
su po cijeloj njegovoj duljini FA = const i EI = const. Ogranic¢it ¢emo se stoga na
ravninske sisteme s ravnim Stapovima po dijelovima nepromjenjivih poprecnih presjeka.

Tocke u kojima se Stapni elementi povezuju medusobno ili s podlogom te tocke na
njihovim slobodnim krajevima nazvat ¢emo cvorovima.

U konstrukeiji sa slike 159. ¢vorovi 1,2 i 3 lezajni su ¢vorovi, u ¢voru 6 sastaju se ¢etiri
Stapa, u ¢vorovima 4 i 11 po tri Stapa, u ¢vorovima 5,7,8,9 i 10 po dva Stapa, dok je
¢vor 12 slobodni kraj stapa. Iako tocke 5 i 7 leze na ravnim dijelovima osi Stapova, treba
ih smatrati ¢vorovima — spojevima dvaju Stapova— jer se u 5 skokovito mijenja poprecni
presjek grede izmedu ¢vorova 4 i 6 (dakle, i vrijednosti FA i ET), a u 7 je zglob (te se,
stoga, progibna linija ,lomi”). Napokon, primjer ¢vora 10 pokazuje da ¢vorom mozemo
proglasiti bilo koju tocku sistema (drugim rije¢ima, jedan Stap ,prelomiti” u dva), ako je
to zbog bilo kojega razloga pogodno.

Krutim ¢vorom nazivamo ¢vor u koji su svi Stapovi medusobno ili s podlogom kruto
spojeni (Cvorovi 1,2,4,5,6,8 1 10), a zglobnim ¢vor u koji su svi Stapovi spojeni zglobno
(¢évorovi 3,7 1 9); évor moze biti i mjesoviti kruto—zglobni (¢vor 11), a rjede ¢emo nailaziti
na Stapove koji su u ¢vorove spojeni pomi¢nim vezama. Pomalo paradoksalno, slobodni
kraj Stapa (¢vor 12) smatrat ¢emo krutim ¢vorom. Sve évorove osim lezajnih prozvat
¢emo slobodnima.

@ e |©

AN\ B\

Slika 159.
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Par ¢vorova jednoznac¢no odreduje Stapni element, pa ¢emo stap prikljucen u ¢vo-
rove i i j oznaciti sa {i,7}. U nasemu primjeru Stapni su elementi: {1,4}, {2,6}, {3,8},
{45}, {5,6}, {6.7}, {7.8}, {49}, {6,11}, {9,10}, {10,11} i {11,12}.

Metode pomaka metode su proracuna Stapnih sistema u kojima su temeljne nepozna-
nice orijentirane duljine translacijskih pomaka i kutovi zaokreta odabranih tocaka sistema
nazvanih ¢vorovima.

Za ravninu u kojoj opisujemo sistem odabrat ¢emo, kao i dosad, ravninu xz. Svaki slo-
bodni ravninski kruti ¢vor j ima dva translacijska stupnja slobode — translacijski pomak
po opéem pravcu (odreden s pomoc¢u dva kinematicka parametra: nagibom toga pravca
i orijentiranom duljinom pomaka) uvijek se moze rastaviti na komponente u; = u;7
iw; = ij po pravcima usporednim s osima x i z (pa su ponovo potrebna dva odred-
bena kinematicka parametra: orijentirane duljine w; i w; tih komponenata). K tomu
jos, iako je ¢vor bezdimenzionalna geometrijska tocka, pridodat ¢emo mu infinitezimalne
odsjecke na krajevima osi prikljuc¢enih Stapova, pa ¢e svaki slobodni kruti ¢vor imati i
jedan rotacijski stupanj slobode — zaokret za kut ¢; oko osi kroz ¢vor, okomite na rav-
ninu sistema (slika 160.a.). Odsjecci osi svih Stapova priklju¢enih u kruti ¢vor pomicu se
zajedno s njim i zaokreéu za isti kut ¢; (slika b.); drugim rije¢ima, pomaci i zaokreti u
¢vor prikljucenih krajeva stapova jednaki su pomacima i zaokretima ¢vora.

e,

@| wj /%' ©j /<
e R

Slika 160.

Ako je, medutim, stap sa slobodnim ¢évorom spojen zglobno, prikljuceni se infinite-
zimalni odsjecak njegove osi moze zaokretati neovisno o évoru. Stapovi sa zglobnim ili
pomicnim vezama zahtijevaju stoga dodatnu obradu i slozeniji postupak, ali se istodobno
za slobodni zglobni ¢vor moze uzeti da ima samo translacijske stupnjeve slobode.

Stupnjeve slobode mogu imati i lezajni ¢vorovi. Naime, u lezajevima su samo kom-
ponente pomaka po pravcima veza poznate—ili su sprijecene, ili su zadane kao prisilni
pomaci. Primjerice, lezaj 3 konstrukcije sa slike 159. ima rotacijski stupanj slobode, pa
¢e kut g biti nepoznanica ne iskljuci li se statickom kondenzacijom.

Zanemare li se uzduzne deformacije ravnih stapova, razmak ¢vorova jednoga stapa ne
mijenja se, pa izmedu njihovih translacijskih pomaka postoji kinematicko ogranicenje;
time se broj nepoznanica smanjuje, ali treba prepoznati neovisne translacijske pomake
sistema. Takva se inacCica metode naziva inZenjerskom metodom pomaka, dok ¢emo me-
todu u opcoj formulaciji, u kojoj se vrijednosti svih triju komponenata pomaka ¢vora
uzimaju kao nepoznanice, nazivati opéom (ili tocnom) metodom pomaka.

Za razliku od metode sila i inzenjerske metode pomaka, opéu je metodu pomaka
razmjerno lako formalizirati, pa je ta metoda algoritamska osnova ve¢ine kompjutorskih
programa za proracun Stapnih konstrukcija. Na zamislima i postupcima opée metode
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pomaka utemeljena je i metoda konacnih elemenata koja omogucava prorac¢un plosnih
(ploce, zidovi, ljuske, ...) i masivnih sistema, a primjenjuje se, osim u konstruktorstvu,
i u drugim podruc¢jima gradevinarstva, poput hidromehanike ili geomehanike, kao i u
mnogim drugim podrucjima tehnike.

lPU . \
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Slika 161.
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Napomenut ¢emo jos i da se metodama pomaka mogu, osim staticki neodredenih,
proracunavati i staticki odredeni sistemi.

12.2. Zamisao

Proracun nekom od metoda pomaka provodi se, kao i u metodi sila, na sistemu koji na-
zivamo osnovnim. No, osnovni sistem sada oblikujemo dodajuéi izvornome sistemu (pri-
mjerice, slika 161.a. na prethodnoj stranici) zamisljene veze s podlogom koje sprecavaju
sve translacijske pomake i zaokrete slobodnih ¢vorova (slika b.; kvadrati¢ima smo oznagéili
momentne spojeve koji sprecavaju zaokrete, ali dopustaju pomake ¢vorova po bilo kojem
pravcu kroz njih.). U prvome se koraku proracuna na osnovni sistem nanose zadane
sile (slika c.); na slici d. skicirana je progibna linija osnovnoga sistema zbog zadanih op-
tereéenja. No, ta skica (zaboravimo li na trenutak zamisljene veze) ne izgleda nimalo
,prirodno” — ¢évorovi izvornoga sistema pod zadanim ¢e se optereéenjima zaokrenuti i
pomaknuti (slika h.). Kako bismo osnovni sistem doveli u mehanicko stanje (slika g.) u
kojemu je izvorni sistem (slika h.), u drugom se koraku njegovi ¢vorovi prisilno zaokreéu
i pomic¢u po pravcima zamisljenih veza (slike e. i f.).

Nesto vise detalja u opis proracunskoga postupka i njegovu mehanicku interpretaciju
unijet ¢emo primjerom sa slike 162.a., dok ¢emo matematicki, posebice matriéni forma-
lizam podrobnije razraditi u sljede¢em odjeljku.

Lezajnim su vezama sprijeceni translacijski i rotacijski pomaci ¢vorova 11 4 te transla-
cijski pomaci ¢vorova 2 i 3. Kao moguci pomaci ostaju stoga samo zaokreti ¢vorova 2 i 3,
pa osnovni sistem za metodu pomaka nastaje dodavanjem momentnih spojeva u ta dva
¢vora (slika 162.b.). Kako su sada onemoguceni svi pomaci na oba kraja svakog raspona,
mozemo rec¢i da se izvorni sistem ,raspao” na tri obostrano upete grede.

Na osnovnom je sistemu opterecena ,,obostrano upeta greda” {2,3} (slika 162.c.). U
odjeljku 11.7., Matrica popustljivosti ravnoga stapa, izveli smo opce izraze za izracunavanje
vrijednosti ,reaktivnih” momenata na njezinim krajevima (slika d.): ako je gy = 25kN/m/,
tada su

— 4 — 4
Moy = — 23 59 08 kNm i Mgy = —— 23 — 52 08 kNm.
’ 12 ’ 12
Te momente, koje nazivamo momentima upetosti, a i sve ostale momente na oba kraja
grede, smatrat ¢emo pozitivnima ako je smisao njihove vrtnje suprotan smislu vrtnje
kazaljke na satu.

Uvedene oznake traze rije¢-dvije pojasnjenja. Ponajprije, vrijednosti momenata upe-
tosti oznacavat ¢emo potezom iznad slova M: M. Uz to, u évoru 2 sastaju se grede {1,2}
i {2,3}, pa se u opéem slucaju momenti upetosti mogu pojaviti na priklju¢enim krajevima
obje grede. Kako bismo ih razlikovali, uveli smo dva indeksa: prvi indeks oznacava kraj
grede ,,u kojem se nalazimo”, dok je drugi indeks oznaka ,,drugoga kraja” grede. Prema
tome, Mzg vrijednost je momenta upetosti na kraju 2 grede {2,3}, dok je le vrijednost
momenta upetosti na kraju 2 grede {1,2}; u nasem je primjeru My,; = 0. Poredak je
indeksa vazan: dok je Ms 3 vrijednost momenta upetosti na kraju 2 grede {2,3}, M3,
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Slika 162.

vrijednost je na njezinu kraju 3. (S druge strane, duljina grede ne ovisi o tome od kojega
je kraja mjerimo, pa duljinu grede {2,3} mozemo oznaciti ili s {54} ili s £(39;.)

U izvornom se sistemu ¢vorovi 2 i 3 mogu slobodno zaokretati, a to ¢e se pod zadanim
opterecenjem i dogoditi. Stanje pomaka sa slike 162.e., u kojemu su zbog zamisljenih
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momentnih spojeva o =0 1 @3 = 0, nije, dakle, stvarno stanje pomaka izvornoga si-
stema. Da bismo osnovni sistem doveli u to stvarno stanje, momentne spojeve moramo
zaokrenuti za kutove za koje se zaokre¢u ¢vorovi izvornoga sistema. Zaokreti momentnih
spojeva prisilni su zaokreti ,lezajeva” ,,obostrano upetih greda” od kojih je osnovni si-
stem sastavljen. Stoga Ce se, zaokrenemo li spoj u ¢voru 2 za neki kut @9, u priklju¢enim
gredama pojaviti momenti savijanja, a na njihovim krajevima reaktivni momenti. Vrijed-
nosti reaktivnih momenata na krajevima 2 greda {1,2} i {2,3} zbog zaokreta ¢vora 2 za
kut ¢, oznacili smo na slici 162.f. s ma;1(p2) 1 mas(p2), a vrijednosti momenata na ,,dru-
gim” krajevima tih greda s mq(p2) 1 ms2(p2). Isto ¢ée se tako u gredama {2,3} i {3,4}
pojaviti momenti zbog zaokreta spoja u ¢voru 3 za neki kut 3. Vrijednosti reaktivnih
momenata na krajevima, izazvanih tim zaokretom, oznacene su na slici g. sa mg3(p3)
i mg2(ps), odnosno sa ms4(p3) 1 mas(ps). Dok momente u gredi {1,2} izaziva samo
zaokret spoja u ¢voru 2, a momente u gredi {3,4} samo zaokret spoja u ¢voru 3, momente
u gredi {2,3} izazivaju zaokreti oba spoja, pa su vrijednosti reaktivnih momenata zbog
zaokreta momentnih spojeva:

miz = m1,2(902),
may1 = m2,1(902),
ma3 = ma(2) + mas(ps),
m32 = M3.2 (902) m32( )
M3 4 = M34 (¢3),

)-

My 3 = My3 (903

Momente na krajevima greda zbog zaokreta ¢vorova (i, kasnije, zbog translacijskih po-
maka ¢vorova) uvijek ¢emo oznacavati malim slovom m uz odgovarajuéi par indeksa.

U odjeljku 11.7. izveli smo i izraze za vrijednosti momenata na krajevima zbog prisil-
noga zaokreta lezaja:

EE'ZIZ7 . Ei,'-[z‘,‘
miglp) = 4TI g e = 2 SR,
1,7 i
Prema tome:
Eu oyl El 1
mi2 6{1’2} ©2 1 o)) 5 V2,
Eqal EI
m271 = 4M¢2 _ 4_902 _ EIQDZ’
5{1,2} 4
Eoanl Eooal
Mo 3 = 4 M 9 + 2 M 03
6{2’3} E{Q,B}
2E1 201 8 4
=4~ + 273 = - Bl + - Elgs,
5 P2 5 ¥3 5 o)) : 03
Eoanl FEooal
mg,2=2M o + 42378
6{2’3} E{Q,B}
21 2E1 4 ]
=2 g + 4¢3 = - Elps + - Bl g,
5 w2 + 5 P3 = 5 o)) R 03
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E{3’4}I{3’4} E[ 4

S Q. G A Rl S 5
ms3.4 6{3,4} ©3 3 3 3 ©3,
Eanl EI 2
My = 2M¢3 =2— 3 = 5 Elps.
Ci3 ) 3 3

Te vrijednosti zasad, medutim, ne mozemo iz navedenih izraza izracunati, jer su nam
kutovi ¢y 1 @3 u stvarnome stanju pomaka nepoznati. Ali, zatvorili smo krug: bududi da
u izvornome sistemu u ¢vorovima 2 i 3 nema spojeva s podlogom, kutovi zaokreta ¢, i 3
moraju biti takvi da reaktivni momenti, koji se zbog njih razvijaju u momentnim spo-
jevima osnovnoga sistema, poniste reaktivne momente izazvane zadanim djelovanjem —
momente koje smo nazvali momentima upetosti. Drugim rijecima, ukupni reaktivni mo-
menti moraju iS¢eznuti, pa ¢e nam taj zahtjev dati sustav jednadzbi iz kojega mozemo
izracunati kutove.

Ukupni reaktivni moment u zamisljenom momentnom spoju s podlogom zbroj je reak-
tivnih momenata svih prikljucenih greda, izazvanih prisilnim zaokretima spojeva na nji-
hovim krajevima (slike 162.f. i g.), i momenata upetosti svih prikljucenih greda (slika d.):

My =ma; + [mz,:s + Mz,s}
M3 = [m372 + ME}’Q] + msa4.
Uvjeti is¢ezavanja reaktivnih momenata, My =0 i M3 = 0, daju:
Mo +mag + Mas =0,
mso + ms 4 + Mg}g = 0.

Te jednadzbe ujedno izrazavaju uvjete ravnoteze momenata u ¢vorovima 2 i 3 izvor-
noga sistema. Kad momentne spojeve u ¢vorovima 2 i 3 zaokrenemo za kutove ¢o i 3
(slike 162.f. i g.), greda {1,2} djeluje na momentni spoj u évoru 2 momentom d&ija je
vrijednost —ma 1, a greda {2,3} momentom s vrijednoséu —msg 3; istodobno, greda {2,3}
djeluje na spoj u ¢voru 3 momentom cija je vrijednost —ms2, a na taj spoj djeluje i
greda {3,4} momentom s vrijednoséu —my 3. K tomu jos zbog zadane distribuirane sile g
greda {2,3} djeluje na spoj u ¢voru 2 momentom s vrijednoséu —Ms 3, a na spoj u ¢voru 3
momentom s vrijednoséu —Mj;, (slika d.). Napokon, na te spojeve djeluju i reaktivni
momenti My i M3, pa su jednadzbe ravnoteze spojeva:

—Ma1 —Ma3 — M273 + M2 = 0,
—m3zo —M34 — M372 + M3 = 0.

Buduc¢i da reaktivni momenti moraju iS¢eznuti, ¢vorovi ostaju u ravnotezi i ako ih ,,odvo-
jimo” od spojeva s podlogom; jednadzbe tada postaju jednadzbama ravnoteze momenata
u ¢vorovima izvornoga sistema— sistema u kojem nema momentnih spojeva, pa stoga ni
momenata ]\72 i ]\7[3:

—mg — Mag — Moz =0,

—Mmzo — M3 4 — M372 = 0.

Promjenom predznaka dobivamo prethodno izvedene jednadzbe.
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Izrazimo li u tim jednadzbama vrijednosti m, ; momenata m,; kao funkcije kutova
zaokreta, dobivamo —nakon prebacivanja poznatih vrijednosti na desne strane — sustav
jednadzbi

Elpy+ [EET gy + 2 Elps] = —Mag,
[2ELps + EElgs| + 3 Elpy = —Ms,,
odnosno,
BEIgy + 2 Elpy = —52,08,
1FEIgy + 2 Elp; = 52,08,

u kojemu su nepoznanice kutovi ¢ 1 3. Njegova su rjesenja

B _27,83 ; B 25,34
Y2 = —E] <P3——E] .

I na kraju, s poznatim kutovima ¢, i @3, konaéne ¢emo vrijednosti momenata na kra-
jevima izracunati kao zbrojeve vrijednosti momenata upetosti, postoje li, i vrijednosti
momenata izazvanih prisilnim zaokretima ¢vorova:

2
Mo = myp = §E[<P2 = - LI (—ﬁ) = —13,92 kNm,

2
My, = mgy = Elpy = EI <—%) = —27,83 kNm,

_ 8 4 _
M2,3 = m2,3+M273 = gE[QOQ + gE[QOg-FMQ’g

8 27,83\ 4 2534 B

_ 4 8 _
M372 = TR372+M372 = gEI(,OQ + 5E1903+M372

4 27.83 8 25,34
= —FI |——/— — FI —/— — 52 = — kN
5 ( o0 )+ 5 o 52,08 33,79 kNm,
4 4 25,34
Ms, = = - FJ = - F] —/—— = kN
3.4 ms34 3 Y3 3 El 33,79 m,
2 2 25,34
Mys = = —-FJ = _FI—/—— =1 kN
4,3 my3 3 ©3 3 El 6,89 m,

Konaéni momentni dijagram na osnovnom i, ujedno, na izvornom sistemu prikazan je na
slici 162.h., a na slici i. skicirano je stvarno stanje pomaka izvornoga sistema.

12.2.1. Dualitet metoda sila i pomaka

Iz prikaza proracunskoga slijeda moze se naslutiti da je zamisao iz koje su izvedene
metode pomaka ,,dualna” temeljnoj zamisli metode sila:
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U metodi sila osnovni sistem nastaje raskidanjem veza, pa se pod zadanim djelova-
njima sile koje su te veze prenosile ne mogu razviti i oduprijeti pomacima, Sto znaci
da su po pravcima raskinutih veza omoguéeni pomaci kojih nema u izvornom sistemu.
U metodama pomaka pak osnovni sistem nastaje dodavanjem veza. Te veze sprecavaju
»slobodne” pomake i zaokrete ¢vorova, pa ¢e se u njima pri zadanim djelovanjima pojaviti
reaktivne sile i momenti kojih u izvornome sistemu nema.

Pod zadanim se djelovanjima osnovni sistem metode sila nalazi u jednome od mogucih
stanja ravnoteze izvornoga sistema. No, to moguce stanje nije i stvarno stanje ravnoteze
izvornoga sistema—unutarnje sile ne daju polje pomaka koje zadovoljava uvjete kom-
patibilnosti. Analogno, polje pomaka osnovnoga sistema neke od metoda pomaka u
stangu sprijecenih pomaka cvorova tek je jedno od moguéih stanja pomaka izvornog si-
stema. Mogucim ili dopustivim stanjem pomaka nazivamo svako polje pomaka koje za-
dovoljava uvjete neprekinutosti i lezajne uvjete. To stanje, u kojemu je osnovni sistem,
nije, medutim, stvarno stanje pomaka izvornoga sistema — zamisljene veze preuzimaju i
prenose na podlogu dio sila koje djeluju na ¢vorove.

Osnovni sistem metode sila dovodimo u stvarno stanje ravnoteze izvornoga sistema
tako da raskinute veze nadomjestimo staticki neodredenim poopcéenim silama koje imaju
,prave vrijednosti”. Te vrijednosti— nepoznanice metode sila— moraju zadovoljiti jed-
nadzbe kompatibilnosti: raskinute se veze moraju ,zatvoriti” Analogno, osnovni ¢emo
sistem metode pomaka dovesti u stvarno stanje pomaka izvornoga sistema tako da sta-
nju sprijecenih pomaka ¢vorova pribrojimo stanja prisilnih pomaka c¢vorova, pri cemu ti
pomaci i zaokreti moraju biti takvi da reakcije, koje se zbog njih razvijaju u zamislje-
nim vezama, poniste reakcije izazvane zadanim djelovanjima. Kada reakcije iS¢eznu, na
¢vorove osnovnoga sistema djelovat ¢e samo one sile koje djeluju na ¢vorove izvornog
sistema. Budué¢i da su u izvornom sistemu te sile u ravnotezi, bit ¢e u ravnotezi i u
osnovnom sistemu. Slijedi da uvjete iS¢ezavanja reakcija u zamisljenim vezama mozemo
izraziti kao uvjete ravnoteze sila i momenata u C¢vorovima izvornoga sistema. Drugim
rije¢ima, sustavu jednadzbi kompatibilnosti u metodi je pomaka dualan sustav jednadzbi
ravnoteze— njihovo su rjeSenje trazene, do tada nepoznate orijentirane duljine kompone-
nata pomaka ¢vorova i kutovi njihovih zaokreta.

12.2.2. Druga metafora

U udZzbenicima se katkada matematicki formalizam metoda pomaka interpretira na ponesto
drugaciji nacin (primjerice, [5], odjeljak 4.2.). Dok je prvi korak ponovo proracun u stanju
sprijecenih pomaka, u drugom se koraku zamisljene veze s podlogom uklanjaju, pa se ¢vorovi
slobodno pomicu i zaokreé¢u pod djelovanjem neuravnotezenih sila ,,zaostalih” iz prvoga koraka.
Tijekom tog stanja, nazvanoga stanjem slobodnih pomaka, konstrukcija se uravnotezuje i pre-
lazi u stvarno stanje pomaka. Drugim rije¢ima, stvarno je stanje pomaka sada zbroj stanja
sprijecenih i stanja slobodnih pomaka ¢vorova.
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12.3. Matri¢éna formulacija opée metode pomaka

»Medu nama, mislim da gospodin Holmes jo§ nije potpuno ozdravio. Ponasa
se vrlo ¢udno i jako je uzbuden”

»Mislim da ne trebate brinuti,” rekoh. ,,Obi¢no bih nasao metodu u njegovu
ludilu.”

»Neki bi rekli da ima ludila u njegovoj metodi,” promrmlja inspektor.

A. C. Doyle: The Reigate Puzzle

U prethodom smo odjeljku postupak proracuna opéom metodom pomaka uveli raz-
mjerno jednostavnim primjerom kontinuiranoga nosaca: nepoznati su bili samo kutovi
zaokreta iznad lezajeva 2 i 3, pa su za njihovo izracunavanje dovoljne bile jednadzbe
ravnoteze momenata u ¢vorovima. Kako su osi svih momenata okomite na ravninu kon-
strukcije i kako je dogovorni pozitivni smisao vrtnje momenata na oba kraja Stapa jednak,
oblikovanje tih jednadzbi svelo se na zbrajanje vrijednosti momenata. U proracunu ok-
virnih konstrukcija, medutim, za izrazavanje uvjeta ravnoteze sila (u uzem smislu) u
¢vorovima, trebat e te sile rastaviti u komponente usporedne s odabranim osima— za
opéeprimjenjivi proracunski postupak nedostaje nam stoga jos nekoliko ,tehnickih” de-
talja.

U okvirnoj konstrukciji sa slike 163.a. slobodni su ¢vorovi 3 i 4, pa ¢e nepoznanice biti
us, Ws, Y3, Uyg, Wy 1 @4, dok ¢emo osnovni sistem za opéu metodu pomaka oblikovati do-
davanjem veza koje sprecavaju translacijske pomake i zaokrete tih ¢vorova (slika 163.b.).
[ Koliki je stupanj staticke neodredenosti okvirne konstrukcije sa slike a.? Koliko bi,
prema tome, bilo nepoznanica u proracunu metodom sila? |

P <
B oy
| 3
h
@)
Y TN
b[ ‘ bd
\
‘ a b
\
Slika 163.

Bududi da su u osnovnome sistemu svi ¢vorovi nepomicni, osnovni je sistem sklop u
stanovitu smislu medusobno neovisnih obostrano upetih greda. Neovisnih, zato sto svaku
od njih mozemo neovisno rijesiti, odnosno, postupcima opisanima u odjeljku 11.7., Ma-
trica popustljivosti ravnoga stapa, mozemo izvesti opée izraze primjenjive u rjesavanju bilo
koje od njih. A ipak, i stoga ograda ,,neovisni u stanovitu smislu”, kada u stanju prisilnih
pomaka pomaknemo ili zaokrenemo zamisljeni lezaj u nekom ¢voru, pomaknut ¢e se ili
zaokrenuti u ¢vor prikljuceni krajevi svih prikljucenih stapova: primjerice, zaokrenemo li
momentni spoj u évoru 4, zaokrenut ¢e se desni kraj grede {3,4} i gornji kraj stupa {2,4}.
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12.3.1. Sile na krajevima Stapnoga elementa

Stap prikljuéen u évorove i i j nazvali smo Stapom {i,j}. Njegove ¢emo krajeve
oznaciti prema pripadnim ¢vorovima te govoriti o kraju ¢ i kraju j. Staticke i kinematicke
veli¢ine na i-tom kraju stapa {7, j} oznacavat ¢emo parom (donjih) indeksa 14,7, a veli¢ine
na kraju j parom j,i.

Stapovi konstrukcije u raznim su polozajima u ravnini: u nasemu je primjeru stap {3,4}
horizontalan, stap {4,2} vertikalan, dok stap {1,3} ,stoji koso”. Drugim rije¢ima, njihove
osi zatvaraju razlicite kutove s osi z koordinatnoga sustava. Sustav zyz nazivamo glo-
balnim koordinatnim sustavom. Kako bismo funkcijske veze sila na krajevima Stapa—
reakcija ,,obostrano upete grede” —1i zadanih opterecenja te, u stanju prisilnih pomaka,
sila na krajevima i pomaka krajeva izrazili u obliku primjenjivom na stap u bilo kojem
polozaju, uvest ¢emo pojam lokalnoga koordinatnog sustava: lokalni desni pravokutni ko-
ordinatni sustav EnC Stapnoga elementa {i, j} odabrat ¢emo tako da kraj i lezi u njegovu
ishodistu i da uzduzna os Stapa lezi na osi &, pri ¢emu je os £ orijentirana od i-toga kraja
prema kraju j (slika 164.)° Tako {7, j} i {j,4} oznacavaju isti stap, uvodenjem lokalnoga
koordinatnog sustava poredak oznaka ¢vorova u oznaci Stapa postaje bitnim; kad ¢emo
trebati naglasiti da je ¢ njegov prvi, a j drugi ¢vor, stap ¢emo oznaciti s (7, j).

T
® ® e :
S ¢ ! &
»J } /
¢ ol
Slika 164. C\
Slika 165.

Na slici 166.a. uz pojedine su stapove nase konstrukcije skicirane (izmaknuto, pre-
glednosti radi) osi lokalnih koordinatnih sustava, pri ¢emu smo stapove oznadcili s (1,3),
(3,4) i (4,2). Oznacimo li, medutim, stap izmedu ¢vorova 2 i 4 s (2,4), promijenit ¢e se
ishodiste i orijentacija pripadnih lokalnih osi (slika b.).

Budu¢i da je stap dio ravninske konstrukcije, uzet ¢emo da se sva kinematicka i
staticka djelovanja odvijaju u ravnini £C, koja se poklapa s ravninom zz, dok su osi y i n
usporedne i orijentirane na istu stranu ravnine xy = £( (slika 165.). Vektori momenata
i zaokreta ¢vorova bit ¢e usporedni s osi 7.

Sile na krajevima Stapnoga elementa poopcene su sile kojima ¢vorovi djeluju na Stap.
Uzet ¢emo zasad da je Stap u ¢vorove prikljucen krutim vezama, pa na oba kraja postoje
sve tri poopc¢ene sile— uzduzna i poprecna sila te moment.

40 Strogo govoredi, lokalni koordinatni sustav pripada stapu {4, j}, ili, drugim rije¢ima, svaki stap ima
svoj lokalni koordinatni sustav, pa bi ga trebalo oznaciti s (§1¢) i ;), & 0si s §(; 5y, M) 1 (g, ali- -
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Slika 166.

[ako su i sile na krajevima unutarnje sile, njihova ¢e se dogovorna orijentiranost do-
nekle razlikovati od uobic¢ajene orijentiranosti unutarnjih sila: sile na oba kraja Stapa
dogovorno su pozitivne ako se njihov smisao djelovanja poklapa s pozitivnim smislom od-
govarajuce osi; na slici 167. prikazane su pozitivno orijentirane sile na krajevima Stapa,
kao i pozitivno orijentirane ,,obicne” unutarnje sile u nekom presjeku &. U prethodnom
smo odjeljku vidjeli da takav ,dogovor” o pozitivhom smislu vrtnje momenata na kra-
jevima olaksava postavljanje jednadzbi ravnoteze momenata u ¢vorovima (jednostavno
zbrajamo njihove vrijednosti), a pokazat ¢e se da nesto slicno, iako malo slozenije, vrijedi
i za ostale jednadzbe.

M M) M) e M,
| E—
NN%JTi ] T(g)l%(g) N@@ T, Nji

Slika 167.

Znamo da su ukupne sile na krajevima stapa zbrojevi sila u stanju sprijecenih pomaka
¢vorova i sila u stanju prisilnih pomaka ¢vorova. Za vrijednosti sila na kraju ¢ mozemo
stoga pisati o

Nij = Nij+nij,
Tij=Tij + tij, (303)
Mij = M;; +mi;,

gdje su N, ;, T ;, M;; vrijednosti sila u stanju sprijecenih, a n,;, t;;, m;; vrijednosti
sila u stanju prisilnih pomaka. Analogni se izrazi mogu napisati za vrijednosti sila na
kraju j.

12.3.2. Sile upetosti

Stanje sprijecenih pomaka zamisljeno je stanje u kojem se u proracun uvode op-
tere¢enja na Stapovima i sva ostala zadana djelovanja, poput slijeganja lezajeva i tempe-
raturnih promjena. Sile na krajevima Stapova u stanju sprijecenih pomaka nazivaju se i
silama upetosti. Poredamo li te sile prema slici 168., njihove vrijednosti mozemo svrstati
u vektor

—= = == == = 5 1T
fiyy =[Ny To; My Nz Tjo M, |,
T;

pa su, primjerice, JF(Z-J)?) = Mzg 1 f(i,j)5 =



Slika 168.

Opdi izrazi za izracunavanje vrijednosti sila upetosti izvode se najcesée primjenom
metode sila. Tako smo u odjeljku 11.7. izveli izraze za djelovanje koncentriranih sila P
i P¢ u smjerovima osi § i ¢ i momenta M u tocki koja je za by udaljena od ¢vora i:

— bq — be
Ni,j:_ngua Nj,i:_ngHa
{i,7} {i.g}
_ 3by + by) b> 6b,0 _ by + 3byq) b? 6b,b
TijZ—Pg( é;L d)d_M 35 d, Tjiz—Pg(“L?)—d)e+M 35 d7 (304)
’ 03 03 ’ 03 03,
{i,5} {i,5} {i.5} {i,5}
— by b> bg (3by — Ly, 5 — b2 b by (3bq — Ly; 5
A L a ( ;2 {u})) My —p lba Ly ¢ ( 22 {7]})’
{3,5} {3,5} {3,5} {i,5}

gdje je by = {53 — be. Uocite da smo pri ,prenoSenju” izraza predznake vrijednosti
sila na ¢-tom kraju promijenili u skladu s dogovorom o pozitivnoj orijentiranosti sila na
krajevima. (A prilagodili smo i neke oznake.).

Za jednoliko raspodijeljene sile koje djeluju u smjerovima lokalnih osi & i ¢, s vrijedno-
stima q¢ 1 g¢, vrijednosti sila upetosti izracunavaju se prema izrazima

Nij = =5l Nii= =30 liigy
AT 1 2 AT 1 2
M; ;= 159¢ Uy M;; = =15 ac s jy-

Izraze za vrijednosti momenata izveli smo u odjeljku 11.7., a ostale vam izvode ostavljamo
za domacu zadacu.

Za mnoge se, slozenije, tipove opterecenja izrazi za vrijednosti sila upetosti mogu naci
u raznim prirucnicima i u udzbenicima gradevne statike drugih autora.

12.3.3. Odnos izmedu sila na krajevima i pomaka krajeva

Sile u stanju prisilnih pomaka posljedica su (poopcéenih) pomaka krajeva stapa koji su
jednaki pomacima ¢vorova sistema. Tisu pomaci prisilni pomaci lezajeva obostrano upete
grede (slika 169.a.) koja je proracunska shema Stapnoga elementa: w;; i w;; te u;; i w;;
orijentirane su duljine komponenata pomaka lezajeva ¢ i j po osi Stapa i okomito na nju,
dok su ¢; j 1 ¢;,; kutovi njihovih zaokreta (slika b.). Pozitivni smisao tih komponenata
odgovara pozitivnom smislu osi lokalnoga koordinatnog sustava, a time i pozitivhom
smislu sila na krajevima, prikazanima na slici 164.

I opce izraze za vrijednosti sila na krajevima Stapa kao funkcija vrijednosti poopéenih
pomaka krajeva izvest ¢emo metodom sila. (Veze izmedu momenata i zaokreta jednoga
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kraja, koje smo upotrijebili u prethodnom odjeljku, veé¢ smo izveli u odjeljku 11.7., a sada
¢emo izvesti cjelovite izraze za vrijednosti svih sila, u kojima su obuhvaceni utjecaji svih
komponenata pomaka oba kraja.) Za osnovni sistem odabrat ¢emo konzolu sa slike 169.c.

i)

b. I I 3
ey |
Wi, j M
Ui, j Pi,j
¢
|-
c % C
X 0
d. —_—
] ]
Ui, j 01,0
} _
Wi, j 02,0 (wi,j)
| v
|
|02,0 (9i.5)]

Slika 169.

Prema uvjetima kompatibilnosti vrijednosti pomaka hvatista sila )?1, XoiXs po prav-
cima njihova djelovanja moraju biti jednake vrijednostima odgovaraju¢ih komponenata
pomaka lezaja j:

01 = Usis 0y = Wi 1 03 = Piji-
S pomocu dijagrama pomaka prikazanih na slici 169.d. odredujemo vrijednosti pomaka
hvatista prekobrojnih sila po pravcima njihova djelovanja, prouzro¢enih pomacima lezaja 7,

oo = Ui, g,
dap = 52,0(111@',]‘) + 52,0(%‘,;’) = W;j — Yij g{m‘};
53,0 = i
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pa je sustav jednadzbi kompatibilnosti

Xl U/Zvj
D | Xo| + [wij—vijlun
X3 Pi,j

Uj,i
wji |,

Pji

gdje je D matrica popustljivosti dana izrazom (290) na stranici 265.

Prema izrazu (291) na istoj stranici, inverzna je matrica matrice fleksibilnosti

[ EijyAtigy 0 0
i gy
0 12 B jylgy 6 Byl
-1 3 2
D = iy i
0 6 By lgy 4 gyl
| g%i,j} g{i,j}
Uvedemo li oznake
B jyAgigy . ¢ B liig
Mgy = —p— L kg = - (306)
{i.d} {i.d}
bit ée
£ £
o gy kg
D™ = g?i,j} Cigy |,
f
0 6 k{i:j} 4 ka )
i Ciig) |
pa je rjeSenje sustava
Xl uj,'L — U; Y
Xo | = D! Wj; — Wi + ©ij é{”}
X3 Pii — Pig
| k{z 7} (ujﬂ ul]) |
12kL . 6kf
{i,5} {,5}
_ EQ . w]l - wid) + £ : (gpj,i + 901]>
a {i,5} {4,5}
6 k{fi,j} £
T (wii —wig) + 4k 5 050 + 2k 4 @i
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Osnovni smo sistem odabrali tako da sile )?1, X, i Xs odgovaraju silama na kraju j
Stapnoga elementa, te su neposredno

nji = X1 = ki, (—uij +uj),

12k ) 6k )
tig = X2 = —p (—wij +wj;) + 7 (@i + ©j4),
{i,j} {i.5}
6k{fi,j} £ £
mj; = X3 = Tun (—wig +wsi) + 2kg 5y 005 + 4k 05
Z?J

Izraze za vrijednosti sila na kraju ¢ mozemo sada izvesti iz jednadzbi ravnoteze cijeloga
Stapa [skicirajte stap sa silama koje na nj djeluju i napisite jednadzbe ravnoteze (treca
jednadzba neka je jednadzba ravnoteze momenata oko i-tog kraja)!]:

nig = —nji = ki (wij — ug),
12k . 6LkL
{i,5} {33}
by = =t = — 0 (Wi —wis) + 7 (=i = 94a),
{i,j} {7}
k:{f \
mij = —my;+ lagy -ty = ly f; (—wij + wjs) + 4k{fi,j} Pij + Qk{fz;j} Pii -
27]

Svrstamo li vrijednosti sila na krajevima i vrijednosti komponenata pomaka krajeva
u vektore (odabravsi ponovo poredak sila, ali sada i pomaka, prema slici 168.), dobivene
izraze mozemo zapisati u matricnom obliku:

f f f f
o PRag o SRy 2Ry Ok
ni,j G i gy iy Cagy | [ wiy
tiq f f i
g Gk f ) ; Wi
0 iy O 2 ki)
mij| liig) ’ b ’ Pij
.. f f f f ..
i o _PRagy Okay o DRy Okgy ||
| i | g?i,j} iy g%m} i gy | ©ji |
f f
o M g o MMy
! Ciigy ) ligy o
(307)
i, jezgrovitije, matricnom stenografijom:
fig) = kg viy) - (308)
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Matrica k; j) je matrica krutosti stapnoga elementa {i, j} izraZena u lokalnom koordinat-
nom sustavu, vektor u ;) je vektor orijentiranih duljina komponenata translacijskih po-
maka krajeva Stapa usporednih s osima lokalnoga koordinatnog sustava i kutova zaokreta
osi Stapa na njegovim krajevima, a vektor f; ;) je vektor vrijednosti sila na krajevima
Stapa izazvanih pomacima tih krajeva.

Komponenta k(; 5, . a,b=1,...,6, matrice k(; ; vrijednost je sile s indeksom a, f(; ),
izazvane jedinicnom ké)mponentom pomaka s indeksom b, u(; j), =1 (pri cemu brojke na
slici 168. daju vrijednosti indeksa a u f(;;, i bu u(i,j)b). Primjerice, ako je

Uig)g = Piy =1

te ako su

uvrtavanjem u (307) dobivamo

fagy =mnij=0=Fkag, s, Sy =m0 =0 =Ky g,
6kL £
{i.4} {i.5}
figy =ty =———"= = Kijas faps =tii = ——— = k()53
(6:5)2 J i (1.4)2,3 (6:5)5 J Cogy (4:4)5,3
f f
faps = mij =4k 5 = Fajg s fape = mji = 2k = Kiijygs-

Sile, ¢ije su vrijednosti razli¢ite od nule, i njihov uzrok prikazani su na donjem lijevom
crtezu slike 170. Kako je vrijednost drugoga indeksa u oznakama svih sila 3, rije¢ je o
komponentama tre¢eg stupca matrice krutosti.

= . . —
Eigyia Kig)an Kii)ia K(i)aa

| biig) | | bii) |

\ | \ |

k(i,j)sa lk(ixj)z,s
o Ik(i,j)2,2 ) A Ik(i,j)s,s
ll\la/ k(i,j)6,2 k(i,j)s,s b ll
k(iqj)3,2 k<ivj)5,5

k(i»j)2,3l k(iyj)s),sl lk‘(i,j)zﬁ lk(lﬁj)s,ﬁ
G & {
1

k(i,j)s,a k(i,j)e,s
Slika 170.
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Ostali crtezi slike 170. sadrze sile, vrijednosti razli¢itih od nule, izazvane ostalim kom-
ponentama pomaka; na svakom crtezu samo jedna komponenta pomaka ima vrijednost 1,
dok su vrijednosti svih ostalih 0, kao Sto skice progibnih linija i pokazuju.

Odmah mozemo vidjeti da je matrica krutosti stapnoga elementa simetricna, a lako
je pokazati da je i singularna: izvodeci iz jednadzbi ravnoteze Stapa izraze za vrijednosti
sila na i-tom kraju (smatrajuéi vrijednosti sila na kraju j poznatima), dobili smo

Nij = —Nji,
tij = —tji
M = Ligy -ty — My,
Sto znac¢i da prvi redak matrice nastaje mnozenjem cetvrtog, a drugi mnozenjem petog

sa —1, dok je tre¢i redak linearna kombinacija petoga i Sestog retka. Matrica krutosti,
prema tome, ima tri linearno nezavisna retka, pa joj je rang tek tri.

12.3.4. Ukupne sile na krajevima stapnoga elementa

Ukupne sile na krajevima stapa zbrojevi su sila upetosti i sila u stanju prisilnih po-
maka:

N —_ -—

fuy = fuy + fap = fup + Kej v (309)

Za promjene koordinatnih sustava i za sastavljanje jednadzbi ravnoteze ¢vorova pogo-
dno je ,razdvojiti” krajeve Stapa:

r(ivj)i] _ r(i,j)i] " [f(i,j)i] _ r(i,j)i] n [k(ivj)i,z' k(iaj)i,j] [u(z}j)i] (310)

tako da su

A

T £ — = = 1T .
fig, = [Nig Tog Migl s fug = [Nig Tig Mgl 1 fag, = [nig tig nig]
vektori vrijednostl ukupnih sila, sila upetosti i sila zbog pomaka oba kraja na
kraju i,

T

[Njs Tis Mia]'s R, = [Nia Tia My 1 gy, = [nga tys ]

vektori vrijednosti sila na kraju j te

T . T
Uy = [uiy wiy pig] i Ui, = [wji wii @il
vektori vrijednosti komponenata pomaka kraja i i kraja j.

Matrica k(; ;) rastavljena je na odgovarajaci nacin na blokove 3 x 3, tako da (pod)matrice
kiij); . 1K), i izrazavaju utjecaje pomaka krajeva ¢ i j na vrijednosti sila na i-tom kraju,

Ui,5);

u(i,j>j] = ki) ; Ui, T Kig)iy Y

f(i,j)i = [k(iyj)i,i k(iuj)m‘] [

a (pod)matrice k(i>j)ji i k(i,j)jj utjecaje pomaka krajeva ¢ i 7 na vrijednosti sila na kraju j
[napisite odgovarajuéi matricni izraz!].
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12.3.5. Napomena o diferencijalnim jednadzbama polja pomaka

U prethodna smo dva odjeljka izraze za vrijednosti sila na krajevima izveli primjenom me-
tode sila. Ti se izrazi mogu izvesti i rjeSavanjem diferencijalnih jednadzbi polja uzduznih i
popre¢nih pomaka ravnoga stapa [5, odjeljak 4.2.3.]. U stanju prisilnih (ili, prema [5], slobod-
nih) pomaka ¢vorova te su jednadzbe homogene, dok su rubni uvjeti nehomogeni, jer izrazavaju
opce vrijednosti pomaka i kutove zaokreta lezajeva. U stanju pak sprijecenih pomaka ¢vorova
diferencijalne su jednadzbe za razlicite vrste optere¢enja nehomogene, jer su funkcije kojima su
ta opterecenja opisana s desne strane znaka jednakosti, a rubni su uvjeti homogeni.

12.3.6. Prijelaz u globalni koordinatni sustav

U ¢évoru 3 okvira sa slike 163.a. na stranici 279., primjerice, sastaju su stapovi {1,3}
i {3,4}, pa na nj osim sile H djeluju i sile —N&l, —Tm, —]v374 i —TgA te momenti —]\7371
i —Ms, (slika 171.). Bududi da su osi i lokalnih koordinatnih sustava oba Stapa, a time
i osi oba momenta, usporedne s globalnom osi y i da su jednako orijentirane, vrijednosti
momenata mogu se u jednadzbi ravnoteze momenata neposredno zbrojiti. Medutim, osi £
i ¢ razlicitih lokalnih sustava imaju razlicite nagibe u odnosu na globalnu os x, pa i sile
(u uzem smislu) djeluju na pravcima razlic¢itih nagiba. Da bismo uvjete ravnoteze sila
(u uzem smislu) mogli izraziti u skalarnome obliku, svaku od tih sila moramo rastaviti u
po dvije komponente usporedne s dvije pogodno odabrane osi. Prirodno je za to izabrati
osi z i z globalnoga koordinatnog sustava.

Slika 171.

—

Op¢éenitije, za svaki Stap {i, 7} moramo sile N” i T’” na i-tom kraju te sile N;; i T}z
na kraju j, usporedne s lokalnim osima & i ¢ (slika 172.a.), zamijeniti silama koje su
usporedne s globalnim osima x i z: F% 1 F5 te F5 1 F7 (slikab.).

,Zamijeniti” naravno, znaci da rezultantu ]T}] sila Nz] i Tza (slika 173.a.) treba ra-
staviti u komponente F% i % (slika b.):

Nij + Ti; = F; = Ej + 1.
Rastavimo li silu N;; u komponente ij i ]Vf] usporedne s globalnim osima (slika c.) i
na slican nacin silu T” u komponente i"’; i izj (slika d.), vrijednosti komponenata F;“;
i F;% bit ¢e, prema slici e.,

Fij = Njg+ Ty 1 By = Ny + 155 (311)
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Slika 172.

| \ ‘ T T

Slika 173.

Kut izmedu globalne osi x i lokalne osi § oznacit ¢emo sa «a; jy (slika f.). Pozitivnim
¢emo smatrati ,,zaokret” od osi x do osi £ u smislu suprotnom od smisla vrtnje kazaljke
na satu—njegova se os poklapa s osi y = 7. (Kako vrijednosti komponenata sila ne ovise
o translaciji koordinatnoga sustava, mozemo uzeti da oba sustava imaju ishodista u istoj
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tocki.)
Za vrijednosti komponenata sila N” i Tm-, usporednih s globalnim osima, mozemo
sada, prema slikama c. i d., pisati

Nur] = Ni,j - COS Oé(@j),
Nij = Ni,j - COS (7T/2 + Oé(i,j)) = _Nz‘,j - sin a(i,j))
1% = T - cos (1/2 = aquy)) = T;; - sinagj),

iy = Tig-cosaqy),
pa uvrstavanjem u (311) dobivamo

w — . . e o . ) 1 . .
Fz’,j = Njj-cosagj + Tij-sinag g,

Z f— — . .. 1 . . . .. . .
F;'7j = —N;j-sinagy + T; 5 cosoyg,y).

Dodamo li jos trivijalni identitet

Mi; = M,
ta tri izraza mozemo povezati u
F’l’a; COS Oé(z',j) SiIl Oé(iJ‘) 0 Ni,j
E5 | = | —sinagy cosagy 0] | T,
M; ; 0 0 1| | M,
1, sazeto,
I (s
f(i7j)i = Y f(i,j)p (312)
vektor f(;g-’j)i = [FZ‘E F7 Mi,j]T sadrzi vrijednosti komponenata sila na i-tom kraju,

usporednih s osima globalnoga koordinatnog sustava, dok je matricom

cosaj)  sinagj 0
rglf?g) = | —sinogy; cosagy 0 (313)

1,5)
0 0 1

definirana transformacija lokalnoga koordinatnog sustava $tapnog elementa {i,j} u glo-
balni koordinatni sustav.

Buduéi da su dogovorne pozitivne orijentacije sila na oba kraja stapa jednake (sli-
ka 172.), analogne izraze mozemo napisati za vrijednosti sila na kraju j:

i cosa ) sinagy 0 | Ny
F]Zl = | —=sinag ) cosag ) 0 Tii |,
M;; 0 0 1| M,
odnosno,
f(ij)j = rﬁf,?f) f(z‘,j)j- (314)
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Nadovezemo li vektore f(z}j)i i f(i,j)j u vektor f(m), a vektore f(ij)i i f(ij)j u vektor f(jj),
bit ¢e .
25 (w3
f(i,j) - R(i,j) fi g (315)

ili, opsSirnije, s podvektorima i podmatricama kao komponentama,

£8 (t—g) 2
fig, g 0| [faa,
np = . , (316)
fo . 0 | [fin.
(27‘7)] (17]) (7’7])_]
ili, potpuno ,raspisano”, sa skalarnim komponentama,

[ F | [ cosay ) sinagy; 0 0 0 07T Niy |
F7 —sinag;) cosagy 0 0 0 0 T ;
M; ; 0 0 1 0 0 0 M; ;

fl 0 0 0 cosaqy sinagj 0 Nj;
7 0 0 0 —sinagj cosagj O T
M, i 0 0 0 0 0 1L M, |

Sile na krajevima Stapa su, kao Sto znamo, zbrojevi sila u stanju prisilnih pomaka i
sila upetosti: _

fip = fup + g = kayuay + .-
Uvrstavanje u izraz (315) daje

i) = R K uey + RS Fuy) (317)

Vektor u(; ;) sadrzi orijentirane duljine komponenata translacijskih pomaka krajeva,
usporednih s osima ¢ i ¢ lokalnoga koordinatnog sustava, i kutove zaokreta osi Stapa
na njegovim krajevima oko osi koje su usporedne s lokalnom osi n (slika 174.a.). No,
kao temeljne smo nepoznanice u odjeljku 12.1. odabrali orijentirane duljine komponenata
pomaka i kutove zaokreta ¢vorova. Kako se u ¢voru gotovo uvijek sastaje vise Stapova,
nismo ga mogli ,,vezati” uz neki od njih — translacijski smo pomak ¢vora stoga rastavili
u komponente usporedne s globalnim osima z i z, a njegov je zaokret zaokret oko osi

X x

Uji /5

Uj
z /'\\wj,i z \le
= <
Pj,i / Pj
W; S /9017] ’U)Z$>’ /QP’L
b /ai,j Us
¢

Slika 174.
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usporedne s globalnom osi y (slika 160.a. na stranici 271.). Da bismo tako odabrane ne-
poznanice (slika 174.b.) mogli uvesti u jednadzbe ravnoteze sila i momenata u ¢vorovima,
vrijednosti sila treba izraziti kao funkcije tih nepoznanica. Kako je lokalna os 7 uspo-
redna s globalnom osi y, kutovi zaokreta krajeva osi Stapa jednaki su kutovima zaokreta
¢vorova u koje je stap prikljucen:

Pij = Qi 1 Pii = Pj-

U opcem c¢e se slucaju, medutim, rastav translacijskoga pomaka u komponente koje su
usporedne s osima £ i ( razlikovati od rastava u komponente usporedne s osima = i z
(slike 174.a. 1 b.). Vrijednosti u; j, w; j, u;,; 1 w;,; treba stoga izraziti kao funkcije nepo-
znanica u;, w;, U 1 w;.

Ta ¢e transformacija imati smisao suprotan od transformacije sila koju smo netom
proveli: polaziste su tada bile sile usporedne s osima lokalnoga, a trazili smo komponente
njihove rezultante koje su usporedne s osima globalnog koordinatnog sustava; sada pak
komponente pomaka koje su usporedne s globalnim preslikavamo u komponente uspo-
redne s lokalnim osima. Tako sada putujemo ,unazad” izvod izraza za transformaciju bit
¢e—u osnovnim koracima — analogan.

Translacijski pomak ¢vora ¢, koji je rezultanta komponenata w; i w;, zelimo rastaviti
u komponente u; ; i w; ;, usporedne s osima lokalnoga koordinatnog sustava stapa {i, j}
(slika 175.a.):

ﬁi +’LTJZ' = ’EZ‘J +@Z~7j.

To mozemo ostvariti i tako da komponente u; i w;, koje su, rekosmo, usporedne s global-

g
)
T \‘uf/uZ T

\

C. ‘ d. /Z
I N

e

=

xT

N

Slika 175.
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nim osima, prvo rastavimo u komponente usporedne s osima £ i ¢ (slike b. i c.),

3

7

¢

70

¢

U, = uf+us 1w =0l +w

i
a potom zbrojimo parove s istim osima usporednih komponenata (slika d):

Uiy = U W 1 Wi = U 0

jasno je [zasto?| da su vrijednosti dobivenih komponenata

¢

i

3

i

3

Ui j = U; + W; 1 w;; = uf—i—w

Ako je o, ;) kut izmedu osi z i £ (slika 173.f.), bit ¢e, prema slikama 175.b. i c.,

ut = wu; - cos Qi)

uf = g cos (/2 — agiy) = i+ sinagy,
wf = w;-cos (m/2 + auy)) = —w;-sinagy),
wf = Uj; * COS Q5 j),

pa uvrstavanje u prethodne izraze daje
ui,j = Uj; - COS a(i,j) — w; - S1n Oé(i,j),
W;j = Ui - SO ) + W COS O ),

ili, nakon dodavanja izraza za jednakost kutova, u matri¢cnom zapisu,

Ui j cos ) —sinagy 0 w;
wi,j = sin Oé(i,j) COS Oé(@j) 0 w;
Pij 0 0 1 Pi
Taj izraz mozemo matricnom stenografijom sazeti u
—/
u(ivj)i = I’Eij) )UZ'. (318)
Matricom
COS Q5 — sin Q(5,9) 0
(8—0) :
r(ij) = |sinagj cosaqj 0 (319)
0 0 1

definirana je transformacija globalnoga koordinatnog sustava u lokalni koordinatni sustav
stapnog elementa {i, j}.

Usporedba prethodnoga izraza i izraza (313) na stranici 290. pokazuje da je

T
(g—0) _ |,(t—g)
Yoy = [r(m) ] : (320)
Lako je uz to pokazati da je
(8—0) (t—g) _ : (b—g) (g—0) _
Fop) Yap =B 1 ey ey =l



gdje je I jediniéna matrica tipa 3 x 3 [dokazite to neposrednim mnozenjem matrical ]. To
znaci da se opisanim prijelazom iz globalnoga u lokalni i povratkom u globalni koordinatni
sustav, kao ni prijelazom iz lokalnog u globalni i povratkom u lokalni sustav nista ne
mijenja. Drugim rijecima,

@0 _ [J(-g)] " . (t—g) _ [e=0] "
Yap) T [’(m‘) ] %) R [’u,j) ] : (321)

No, iz (320) i (321) slijedi

-1 T -1 T
(g)—¢ _ |,(e=0 : (t—g) _ ||
[r(m) ] = [r(m) ] : [’(m) ] = [rm) ] ) (322)
(realna) matrica A za koju je A~' = AT naziva se ortogonalnom matricom, a pripadna
transformacija ortogonalnom tranformacijom.

Preslikavanje vrijednosti komponenata pomaka ¢vora 7 u vrijednosti s lokalnim osima
usporednih komponenata pomaka kraja j ostvaruje se s pomocu iste matrice transforma-
cije [zasto?]:

-0
uig, = v ;. (323)
Za oba je kraja
N r(gﬁg) 0
Uag; | "G u; 94
o B (g—¥) ’ (324)
U(ij), 0 F i) u;
ili, jos krace,
—/
uey = RE; ug, (325)
nge je T T
ui;j = [Ui Uj] = [uz w; @; U; Wy QOJ] .
[ Jesu li matrice Rgf REfJ ~e) ortogonalne? |
Slijedi
_ €—>g _ _ pt—g) (g—0) .
f(z7]) - R ’Lj f'L,] - R Z,j k(7,7] 7]) R(Z,]) k |:R('l7j) UZ’]:l R

Mnozenje matrica asocijativna je operacija, pa mozemo pisati

fg

{— —/
() [R(' o kij) R )] ui;j-

(4,9) (4,9)

Matrica

iy = R ke RE (320)
matrica je krutosti Stapnoga elementa {i,j} izrazena u globalnom koordinatnom sustavu,
pomoc¢u koje vrijednosti komponenata sila na krajevima Stapa {7,j} u stanju prisilnih
pomaka, usporednih s osima globalnoga koordinatnog sustava izrazavamo kao funkcije
orijentiranih duljina komponenata pomaka i kutova zaokreta ¢vorova u koje su krajevi
prikljuceni:

g _ g .
fis = Ky Yis
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[Je li matrica kg, , simetricna? A singularna? ]
Uvedemo li jos i oznaku
& _ pU-g ¢
f(i,j) - R(i,j) fi ) (327)
izraz (317) za ukupne vrijednosti sila na krajevima Stapa napokon prelazi u
g g g

i) —
12.3.7. Jednadzbe ravnoteze ¢vorova

Na svaki ¢vor ¢ sistema djeluju sile od prikljucenih stapova, a mogu djelovati i aktivne
ili reaktivne koncentrirane sile i momenti. Cvor pritom mora biti u ravnotezi. Primje-
rice, za ¢vor 3 (lijevi slobodni ¢vor) okvira sa slike 163.a. na stranici 279. jednadzbe su

ravnoteze, prema slici 176.,
—F5, — F5, + H =0,

_Fi’il - F3Z,4 = O,
—Msy — M3y = 0,

dok su za ¢vor 1 (lijevi lezaj) jednadzbe ravnoteze

—M1,3 + M1 = 0,

gdje smo sa FY, FY 1 M; oznacili vrijednosti reakcija. Svrstamo li, osim unutarnjih,
i vrijednosti vanjskih sila koje djeluju na pojedine ¢vorove u vektor, zapisi su uvjeta
ravnoteze za ta dva ¢vora

F, Fy, H 0 Fr, Fe 0
Fi | = Fi |+ 0] =0 i | F |+ | F| =0
M, M. 0 0 M 5 M, 0

[ Napisite jednadzbe ravnoteze i za preostala dva ¢voral |
Stenografski je zapis uvjeta ravnoteze za sva Cetiri ¢vora naseg okvira
—f(ig)l +f =0,
o, + f2 = 0,
iy — fa, + Fs = 0,
i, — Fiy = 0.
Opdi je formalni zapis uvjeta ravnoteze ¢vora c

28
=2 finae + =0, (329)
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Slika 176.

pri cemu zbrajamo po svim Stapovima (s.)=(c,e) i (s.)=(e,c) koji su prikljuceni u taj
¢vor, a vektor

fo = [ch F; MC]T
sadrzi vrijednosti vanjskih aktivnih ili reaktivnih sila koje na nj djeluju.

Da u jednadzbe ravnoteze (329) uvedemo temeljne nepoznanice — vrijednosti kompo-
nenata pomaka ¢vorova, treba iz izraza (328) izdvojiti odgovarajuéi kraj Stapa. Stoga
¢emo taj izraz rastaviti u

28 g g e

f(i,j)i k(ivj)i,i k(ivj)i,j u; f(i7j)i

ag = + | e ; (330)
£ ke . k& u; £5

(4,4) (@d)ji  d)j 4 (4,4) 5

primjerice, f(§,4) = k(g& g Uz + f(iA) rastavit ¢emo u

28 g g ri
[f<3,4>3] _ ["(3,4)3,3 "(3,4>3,4] [m] . [f<3,4>3]
re B g g s :
f(374)4 k(3:4)4,3 k(3»4)4,4 U4 f(3,4)4
Ako je ¢ = i, vektor féc)c je vektor ukupnih vrijednosti komponenata sila na i-tome
kraju stapa,

IS - SR N g u; S L& g 8
e = fon = Koo, Koo, | [uj] T foai = Kag W+ K, Wt oy

— k8 g fe
o k(SC)c,c Ue + k(SC)c,e ue + f(sc)c’

a ako je pak ¢ = j, féc)c je vektor ukupnih vrijednosti komponenata sila na kraju 7,

2¢ 28 [ps8 g u; e Le g )
foo. = fin, = ["(zyj)j,i "(iu')j,j] [uj] + Fia); = Ky, Wt Ky, vt fag,

_ g g ra
— k(sc)&e u. + k(sC)Qc u. + f(SC)C.
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Uvrstavanje podizraza iza posljednjega znaka jednakosti u jednadzbu (329) daje

2o (Kb, e+ K, 0] = = Do Fooe * Fe. (331)

Ta jednadzba sazeto izrazava temeljnu zamisao metoda pomaka: zasad nepoznati pomaci
¢vorova, Cije su vrijednosti komponente vektora u, i vektora u, za sve ¢vorove e na drugim
krajevima stapova s, prikljucenih u ¢vor ¢, moraju biti upravo takvi da sile koje izazovu u
tim Stapovima, a kojima ti stapovi djeluju na ¢vor ¢ (lijeva strana jednadzbe), uravnoteze
poznata djelovanja na taj évor —sile upetosti i zadane*! koncentrirane sile (desna strana
jednadzbe).

Izrazimo li, prema tome, ukupne vrijednosti komponenata sila na krajevima Stapova
kao funkcije vrijednosti komponenata pomaka ¢vorova i zadanoga opterecenja, sadrzanog
u vrijednostima sila upetosti, dobit ¢emo za okvir u nasem primjeru sustav jednadzbi

_[k(‘c’i,g)l,1 u; + k(‘gi,g)L3 ug] +f, =0,

g g .
_[k(4,2)274 us + k(4,2)272 u2] + fy = 0,
s
_[k(glﬁ)&l U+ K, u3] B [k(g374)3,3 us + K g, , Us F f(3,4)3] +f; =0,

g g fs g g -
_[k(374)4,3 us + k(374)474 Ug + f(3’4)4] a |:k(472)4,4 Uy + k(472)4,2 U2:| o 0

i, nakon prebacivanja pribrojnika koji ne sadrze nepoznanice na desne strane i promjena
predznaka,

g g —
k(173)1’1 u; + k(173)173 us = fl,

k(g472)272 us + k(%l,Z) u, = fy,

2,4
g g g g _ _¥f°&
k(1,3)3,1 Ui + [k(173)3,3 + k(3,4)3,3] us + k(3,4)3,4 Us = _f(3:4)3 + fs
g g g g _ _¥F°8
k(4»2)4,2 uz + k(3,4)4,3 us + [k(374)4,4 * k(4,2)4,4] Us = f(3v4)4'
Sustav ¢emo napisati u matri¢nom obliku:
- o _
k(1,3)1,1 0 k(113)1,3 0 u; f
g g
0 k(472)2,2 0 k(4,2)2,4 uy fy
— | f; f
k(gl,3)3,1 0 k(gl,3)3,3 + k(g3,4)3,3 k(g3,4)3,4 Y3 G 13
g g g g uy —f2
| 0 k(4,2)4,2 k(3,4)4,3 k(314)4,4+ k(4,2)4,4 i (3:4)1
Sazeti je zapis opéega sustava jednadzbi ravnoteze ¢vorova
Ku = q. (332)

41U lezajnim ¢vorovima djeluju nepoznate reakcije, no pokazat ¢emo uskoro da se pripadne jednadzbe
ne uvode u nastavak postupka izracunavanja pomaka. Na odredivanje vrijednosti reakcija vratit ¢emo
se u pododjeljku 12.3.9.
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Vektori u i q imaju po 3n komponenata, gdje je n broj ¢vorova konstrukcije:

u="[u u - u,], a=[a; @ - a,] ;
pritom je
.=, Fi, + e (333)

Matrica K sastavljena je od n x n blokova tipa 3 x 3. Kao $to u primjeru vidimo,
dijagonalni su blokovi
_ g
Kc,c - Z(SC) k(sc)qc'

Ako su ¢évorovi ¢ i e povezani Stapom (¢, e), onda su pripadni izvandijagonalni blokovi

Koo = k2, P K=

g .
)e,e (c.e)e,c’

ako su ¢vorovi ¢ i e povezani Stapom (e, ¢), izvandijagonalni su blokovi

K. =k

(67C)C7€

i K=k

(e;c)e,c
nisu li ¢vorovi povezani, ti ¢e blokovi biti 3 x 3 nul-matrice.

Matrica K je simetri¢na i singularna. Medutim, osim nepoznanica, vektor u sadrzi i
vrijednosti poznatih pomaka po pravcima lezajnih veza. U naSem su primjeru ¢vorovi 1
i 2 upeti lezajevi, pa su u; =0 i uy = 0, tako da njihovo unasanje u sustav daje

k(gL3)1,1 0 k(gl,3)1,3 0 0 i f, ]
0 k(g472)2,2 0 k(g472)2,4 0 fy
Kimg, O | Kha + kG, ks us || —FGa, + Fs
i 0 k(g4»2)4,2 k(gl”,4)4,3 k(g3,4)4,4+ k(g4,2)4,4 ) " - __(§’4)4 -

ili, opcenitije,

Koy K 0
e Ry _ |9 ’ (334)
Ks,é Ks,s Ug qs
gdje indeksi ¢ i s oznacavaju podmatrice i podvektore koji ,pripadaju” lezajnim i slo-

bodnim ¢vorovima. Iz
K&go + K&S Ug = qg i Ks’go + Ks,s u; = qs
slijedi
Kﬁ,s U, = qy (335)
K.sus = q,. (336)

Vektor q, sadrzi, prema definiciji (333), zbrojeve vrijednosti sila upetosti transfor-
miranih u globalni koordinatni sustav (s promijenjenim predznacima) i vrijednosti sila
zadanih u slobodnim ¢vorovima, tako da su njegove komponente poznate.
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Ima li konstrukcija dovoljno lezajnih veza, ispravno rasporedenih, matrica K je
regularna, Stovise i pozitivno definitna, pa se sustav (336) moze rijesiti, odnosno, mogu
se izracunati do sada nepoznate vrijednosti komponenata pomaka ¢vorova.

Sustav (336) je u nasem primjeru

g g g 8
k(173)3,3+ k(3,4)3,3 k(3v4)3,4 [U3] [_f(374)3 + f3]
g g g - e ’
k kG, Tk Us i,

(3)4)4,3 (374)47 (4)2)474

12.3.8. Konacne vrijednosti sila na krajevima stapnoga elementa

Vrijednosti koje dobivamo rjesavanjem sustava (336) vrijednosti su komponenata po-
maka ¢vorova usporednih s osima globalnoga koordinatnog sustava. Izraz (309) na stra-
nici 287., medutim, povezuje vrijednosti sila na krajevima nekog Stapa i vrijednosti kom-
ponenata pomaka tih krajeva koje su usporedne s osima njegova lokalnog koordinatnog
sustava. Izracunane pomake moramo stoga primjenom izraza (325) transformirati iz
globalnoga u lokalni koordinatni sustav. I napokon, prema izrazu (309), vrijednosti su
kona¢nih sila na krajevima Stapa sadrzane u vektoru

fij) = kayuiy + fiy = kay RE, 7 iy + fagp. (337)

12.3.9. Reakcije

Vektor g, u (334) i (335) sadrzi zbrojeve vrijednosti sila upetosti (transformiranih u
globalni sustav i promijenjenih predznaka) i nepoznatih vrijednosti reakcija na pravcima
lezajnih veza; formalno,

a = —f, +p.
[z tog izraza i jednadzbe (335) slijedi da se vrijednosti reakcija mogu izracunati prema

izrazu
p,=q,+f, = Kiu, + f,. (338)

. .. . . .. C .. . , . . Tg
U nasem primjeru stapovi spojeni s lezajevima nisu optereéeni, pa je f, = 0, a vektor
je vrijednosti lezajnih reakcija

g
[pl] ~ [fl] | kom0 H
P2 f> 0 k(g472)2,4 U4

12.3.10. Utjecaj numeracije ¢vorova

Cvorove okvira sa slike 163.a. na stranici 279. numerirali smo tako da su prva dva évora bila
lezajna. Zbog toga je bilo lako napraviti rastav (334) sustava (332) i izdvojiti sustav (336).

Numeriramo li, medutim, ¢vorove kao na slici 177., tada je sustav jednadzbi ravnoteze
¢vorova
2g
7f(172)]_ + fl = O,

(273)2 + f2 == 0,



£g
_f(273)3 o

8
fa, =0,

—féAM—%f4 =0,

odnosno, nakon uvodenja vektora u; i prevodenja u matri¢ni oblik,

®

©
Slika 177.
[ k(g1,2)1,1 k(glﬂ)l,z 0 0 [ f, T
up
k(g12)2,1 k(g12)2,2 * k(g273)2,2 k(g273)2,3 0 uo _f(g2:3)2 + fo
0 k(%ﬁ)s,z k(g2,3)3,3 + k(g3,4)3,3 k(g?>,4)3,4 us| _fé?’)ﬁ;
i 0 0 k(g?),4)4,3 ké,4)4,4 i " - f h
pa uvrstavanje lezajnih uvjeta daje
| k(g172)1,1 k(g'—lv?)1,2 0 0 ] 0 [ fq |
k(g1,2)2,1 k(gl,2)2,2 + k(g?73)2,2 k(g?73)2,3 0 uz *f(%ﬁ)z +
0 k(g?73)3,2 k(g2,3)3,3 + k(%i#l)z,s ké,4)3,4 l:]S . _fé?’)?»
i 0 0 k(g374)4,3 ké,4)4,4 ; - & h

Taj se sustav ne moze neposredno rastaviti prema (334). Da to omoguéimo, poznate ¢emo
vrijednosti (najdonji nul-vektor) pomaknuti prema ,vrhu” vektora vrijednosti komponenata
pomaka uz odgovarajué¢u permutaciju stupaca matrice sustava:

r k8
k(172)1,1

g
K(1,2)5.1

0
0

Dobivena matrica sustava nije simetri¢na. Provest ¢emo stoga ,,simetricnu” promjenu redoslijeda

0 k(gl,2)1,2

0 k(gl,2)2,2 + k(g?73)2,2
k(gi’>,4)3,4 k(g2,3)3,2
k(g374)4,4 0

. )
g
k(273)2,3
g g
K23)35 1 kG35
g
Ky

i
—fé73)2 + fQ
8
_f(2’3)3
fy

jednadzbi permutacijom redaka matrice sustava i redaka vektora na desnoj strani:
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k(1»2)1,1 0 k(172)1,2 0 0
g g
0 k(374)4,4 0 k(3»4)4,3 0
g g g g u
k(1,2)271 0 k(172)2,2 + k(2,3)2,2 k(273)2,3 u2
3
g g g g
| 0 kg, K(2,3)3. K23)33 KGaygs

1
f4

—fé73)2 + f2

S
_f(2’3)3




Time smo sustav doveli u oblik (334), pa mozemo izdvojiti dio koji sadrzi nepoznanice:

g g g -
k(1,2)2,2 + k(273)2,2 k(2:3)2,3 'U2] _f(g?73)2 +fa
g g g - i

k(273)3,2 k(273)3,3 + k(374)3,3 s —f23);

Permutacija redaka i stupaca matrice razmjerno je dugotrajna operacija. Osim toga, moze
se pokazati da matrice Ky, Kys 1 Ky, koje se pojavljuju u prikazanom formalnom izvodu, ne
treba ni izracunavati. Matrica Kss moze se, uz malo ,knjigovodstva’, neposredno oblikovati;
opis postupka, medutim, prelazi okvire ovoga razmjerno sazetog prikaza.

Ako se matrica Kyg ne izracunava, vrijednosti reakcija mogu se izracunati iz jednadzbi
ravnoteze lezajnoga ¢vora—njihove vrijednosti jednake su zbroju vrijednosti odgovarajucih
komponenata ukupnih sila na krajevima stapova priklju¢enih u lezajne ¢vorove, ali im je smisao
djelovanja, naravno, suprotan.

12.3.11. Prisilni pomaci lezajeva

Ako su zadani prisilni pomaci lezajeva, sustav (332) rastavljamo u

Kee Kes| |y _ |9 (339)
KS,Z Ks,s Us qs 7

gdje vektor Gy sadrzi vrijednosti komponenata zadanih pomaka. (Ako je to zbog nume-
racije ¢vorova potrebno, prije rastavljanja sustava provest ¢emo u prethodnom odjeljku
opisanu permutaciju komponenata vektora u i odgovorajuc¢u permutaciju stupaca ma-
trice K, a potom i, kako bi se o¢uvala simetrija, njezinih redaka, te, istodobno, kompo-
nenata vektora q.)

Sada iz

KS,Z GZ + Ks,s us = q

S
slijedi
Ks,s U = qg — Ks’g ﬁg. (340)

Komponente vektora q, su poznate. Bududéi da vektor u, sadrzi vrijednosti poznatih
pomaka, moze se i umnozak K, i, izracunati, pa je desna strana sustava poznata. Ako su
pomaci svih lezajeva sprijeceni, to jest, ako je t, = 0, sustav (340) prelazi u sustav (336).

Ne izracunava li se matrica K, zadani se pomaci lezaja u proracun ukljucuju kao
sile upetosti zbog prisilnih pomaka krajeva stapova prikljucenih u te lezajeve. Izrazi za
vrijednosti sila upetosti jednaki su, naravno, izrazima za vrijednosti sila na krajevima Sta-
pova u stanju prisilnih pomaka ¢vorova. Medutim, komponente pomaka lezajeva zadaju
se najéeSée u smjerovima osi globalnoga koordinatnog sustava: ué = [u; w; @;]". Za
izracunavanje vrijednosti sila upetosti treba vrijednosti komponenata zadanih pomaka
izraziti u lokalnom koordinatnom sustavu stapa {7, j}: U ), = rq, U;. Ako je zadan
pomak ¢vora 7, vrijednosti su sila upetosti

= Kiigii | - Kig)i g
fij) = N T T R
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a ako je zadan pomak ¢vora j, te su vrijednosti
fii) = | Ty, = |7 | v B
’ [k(ivj)j,j 7 k(ivj)j,j S

Keetp + Kegug = qp

I na kraju, iz

dobivamo i izraz za vektor vrijednosti reakcija:

P, = q€+f£g = Kg’gU[ + Kg,sus + ff

12.4. O reSetkastim nosac¢ima

Za promjenu duljine stapa za dy; ;; treba u nj unijeti uzduznu silu vrijednosti

Stigy = Figy dgigys (341)
gdje je

= BaanAug (342)

{7'7.7} 6{27‘7}

koeficijent uzduzne krutosti. Usporedba s izrazom (294) za koeficijent uzduzne popustljivosti 04ijy
(odjeljak 11.8.) pokazuje da je kg jy = 1/d ;-

Koeficijente krutosti ky; j; smjestit ¢emo u dijagonalnu matricu diag (k) na isti na¢in na
koji smo koeficijente popustljivosti dy; ;; smjestili u matricu diag(8): ako je k brojéana oznaka

Stapa {7, j}, koeficijent ky; j; bit ¢e dijagonalna komponenta k. , matrice diag(k). Iz ky; j; =

bun = 5&3} neposredno slijedi diag(k) = [diag(8)] 7~

Izraze (341) za sve Stapove mozemo sada zapisati matri¢nom stenografijom:
s = diag(k) d. (343)
Uvrstimo li taj izraz u jednadzbu ravnoteze (150) u odjeljku 6.1., dobit é¢emo
Adiag(k)d = —f,
a potom, uvrstavanjem izraza (224) u odjeljku 8.3.,
—Adiag(k) Bu = —f, odnosno Adiag(k)Bu = f,

te, uz (226), kona¢no
Adiag(k) ATu = f. (344)

Matrica
K = Adiag(k) AT (345)

je matrica krutosti sistema, pa u (344) mozemo prepoznati sustav jednadzbi ravnoteze

Ku = f. (346)
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13. O metodi konac¢énih elemenata

13.1. Umjesto uvoda

A-7 metode konac¢nih elemenata: J. Argyris, R. W. Clough i O. C. Zienkiewicz

Prenijet ¢éemo—na engleskom, da nesto ne izgubimo prijevodom — nekoliko odlomaka iz ¢lanka
O. C. Zienkiewicza [48]:

“Since my early introduction to the possibilities offered by numerical approximation by
Sir Richard Southwell viz. his relaxation methods and Allen, my objective has been always
that of providing solutions for otherwise intractible problems of interest to applied science and
engineering. This objective indeed was shared by others with similar background and led to the
development of the finite element method in the late fifties and sixties.

This method was only made possible by the advent of the electronic, digital computer which
at the time was making its entry into the field of large arithmetic processing. Indeed the rapid
rise and widespread recognition of the methodology of Finite Elements is clearly linked with the
development of the computer. This of course led to a rapid development of the method which
today, through various commercial and research codes, provides the key for rational design of
structures, study of aeronautical fluid dynamics and electromagnetic devices needed by physics.

It is therefore not surprising that much of the development and direction of the finite element
method was provided by applied scientists (engineers) seeking to solve real problems. Though
recognising the roots of the methodology and the mathematical basis of the procedures, such
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work frequently omitted the very rigorous proofs of the quality satisfying pure mathematicians.
It was therefore of much value to the field that in the seventies more formal, mathematical,
approaches were introduced generally confirming the validity of previous reasoning and adding
a deeper understanding.

[...] what I intended to present are in the main the various features of the generalised finite
element formulation which can be widely applied and offers many possibilities. The view that
‘the finite element method is simply a systematic technique for construction of Ritz—Galerkin
approximations for irregular domains’ is in my opinion too restrictive and I hope that wider
possibilities are implied in the name.

Nothing in the field of finite element activity is done in isolation. The technology transfer
is now rapid between one or another area of activity.

Finally, let me stress that the process is a playground of many, including both engineers and
mathematicians. The first, using intuition, frequently act before proof of correctness is made
available by the later. The history shows that in general this has been the path of progress!”

13.2. O opéoj metodi pomaka, ponovo...

Nepoznanice opée metode pomaka orijentirane su duljine pomaka i kutovi zaokreta
odabranih tocaka Stapnoga sistema. Ravnotezni oblik cijeloga sistema opisali smo tako s
pomocu vrijednosti poopéenih pomaka kona¢noga broja toc¢aka koje nazivamo ¢vorovima.
Drugim rije¢ima, konstrukciju smo presutno diskretizirali.

Diskretizacijom nazivamo aproksimaciju neprekinute sredine — kontinuuma — prora-
c¢unskim modelom ¢ije je stanje odredeno kona¢nim brojem neovisnih veli¢ina, pa diferen-
cijalne jednadzbe kojima opisujemo stanje ili ponasanje kontinuiranih sistema—klasi¢ni
modeli matematicke fizike — prelaze u sustave algebarskih jednadzbi.

Osvrnut ¢emo se jos jednom na opéu metodu pomaka, sada u svjetlu postupka dis-
kretizacije. Orijentirane duljine nepoznatih pomaka i kutovi zaokreta ¢vorova odreduju
se rjeSavanjem sustava jednadzbi ravnoteze sila i momenata u ¢vorovima, pri ¢emu se
unutarnje sile u stapnim elementima izrazavaju kao funkcije tih pomaka i zaokreta. Na-
ime, na ¢vorove uz zadane vanjske koncentrirane sile i momente djeluju i unutarnje sile
u prikljuéenim §tapnim elementima? To su sile kojima se §tapovi odupiru pomacima
¢vorova u koje su prikljuceni, a osim toga te sile u ¢vorove prenose i sva djelovanja na
Stapove —kao $to znamo, vrijednosti sila na krajevima Stapnoga elementa {i, j} zbrojevi
su vrijednosti sila zbog pomaka krajeva i vrijednosti sila upetosti:

fij) = kg uay + Fay).
Podvektor f(i,j)i vektora f(i,j) sadrzi vrijednosti sila na i-tome kraju elementa, pa na ¢vor ¢

djeluju sile ¢ije su vrijednosti komponente vektora —?(m-)i.

Opdi izrazi za komponente matrice krutosti k; ;) mogu se izvesti tako da se analiticki
rijeSe homogene diferencijalne jednadzbe ravnoteze stapa (jednadzbe drugoga i cetvrtog
reda) uz nehomogene rubne uvjete, dobivena polja pomaka (opisana polinomima prvoga
i treceg stupnja) uvrste u diferencijalne veze polja unutarnjih sila i polja pomaka te

42 K tomu se jos u djelovanja na lezajne évorove ubrajaju i prisilni pomaci.

304



nadu sile na krajevima stapa (prvi dio odjeljka 4.2.3.1. u [5]). Druga je moguénost
izvodenja primjena metode sila—rjesavanje obostrano upete grede za zadane pomake
(odjeljak 12.3.3. u ovim skriptama). Sli¢no tome, vrijednosti sila upetosti izracunavaju se
rjeSsavanjem nehomogenih diferencijalnih jednadzbi ravnoteze uz homogene rubne uvjete
(odjeljak 4.2.3.2. u [5]). ili, ponovo, metodom sila (odjeljak 12.3.2. ovdje).

Oblikovanjem matrice krutosti Stapa i vektora vrijednosti sila upetosti opis mehani-
ckoga stanja cijelog stapnog elementa—neprekinutoga niza bezbroj tocaka— zamijenili
smo opisom stanja dviju tocaka—Xkrajeva elementa—omogucujuéi time diskretizaciju.
Stapna je konstrukeija sklop stapnih elemenata medusobno povezanih u évorovima.

Zaceta u analogiji s opéom metodom pomaka, osnovna je zamisao metode konacnih
elemenata ,razbijanje” slozene plosne ili masivne, pa i Stapne konstrukcije na medusobno
povezane dijelove jednostavna oblika (slike 178. 1 179., iz [24]) na kojima je nepoznato
polje, najcesée polje pomaka, odredeno vrijednostima polja u konacnom broju tocaka.
Dijelove na koje se konstrukcija razlaze nazivamo konacnim elementima. Tim je nazivom
istaknuta razlika u odnosu na infinitezimalne —neizmjerno male — veli¢ine matematicke
analize i ,klasicne” matematicke fizike.

Diferencijalne jednadzbe ravnoteze Stapa lako je analiticki rijesiti te stoga izraze za
koeficijente matrice krutosti Stapnoga elementa i vektora vrijednosti sila upetosti nije
tesko izvesti. I primjena metode sila daje toéna, analiticka rjesenja. (Stovise, metodom

Slika 178. Model atrija Knezeva dvora u Dubrovniku s plosnim i Stapnim kona¢nim elementima
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Slika 179. Model atrija Knezeva dvora s tetraedarskim kona¢nim elementima

sila mogu se razmjerno lako odrediti i matrice krutosti zakrivljenih stapnih elemenata te
stapnih elemenata promjenjivoga poprecnog presjeka, ravnih i zakrivljenih [5, drugi dio
odjeljka 4.2.3.1.].) Medutim, za plosne i volumne konacne elemente ¢esto je nemogude
naci analiticka rjesenja odgovarajucih diferencijalnih jednadzbi. Zbog toga se nepoznato
polje na pojedinim elementima aproksimira razmjerno jednostavnim funkcijama kao sto
su polinomi. Cjelovita funkcija, sastavljena od takvih medusobno povezanih ,krpi”, apro-
ksimacija je nepoznatoga polja na ¢itavoj konstrukciji. Kako bi se njihovim povezivanjem
moglo ostvariti polje trazene glatkoce, funkcije definirane na susjednim dijelovima moraju
biti u stanovitom smislu uskladene. (Formalno, visedimenzionalni se elementi, kao i
Stapni, povezuju samo u ¢vorovima, ali se najceSce trazi neprekinutost funkcije i derivacija
odredena stupnja preko cijeloga zajednickog ruba dvaju susjednih elemenata.)

Za izbor oblika elemenata i na njima definiranih funkcija bitan je zahtjev da se poveca-
njem broja elemenata, uz istodobno smanjivanje njihovih veli¢ina, dobiva sve ,bolja”
aproksimacija. Time se otvara Pandorina kutija slozenih matematickih pitanja dokaza
konvergencije te apriornih i aposteriornih ocjena pogreSaka.

13.3. Pretpostavljeno polje pomaka

Kako su nepoznata polja najcesée polja pomaka, funkcije koje definiramo na elemen-
tima nazvat ¢emo pretpostavijenim poljima pomaka.
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Pretpostavljeno polje pomaka mora zadovoljiti nekoliko uvjeta koji se mogu bez pre-
stroge matematicke formalizacije izvesti iz fizikalne interpretacije problema.

Ogranicit ¢emo se na dobro nam poznati problem savijanja ravne Bernoulli-Eulerove

grede u ravnini zz, sazeto izrazen diferencijalnom jednadzbom

% [E(x) I(z) d d@;g@] — ¢(2); (347)

nepoznata funkcija w opisuje progibnu liniju grede pod zadanom popre¢nom distribuira-
nom silom ¢iju vrijednost opisuje funkcija g. Pomaci svih tocaka elementa odvijaju se
po pravcima koji su usporedni s osi z, pa su odredeni samo svojim orijentiranim dulji-
nama. lako je u opéem slucaju polje pomaka vektorsko, u ovom ga jednostavnom slucaju
mozemo smatrati skalarnim poljem.

Odgovarajuéi je konac¢ni element prikazan na slici 180.; nazvat ¢emo ga grednim ele-
mentom. Njegova matrica krutosti, znamo, povezuje vrijednosti poopc¢enih sila na kraje-
vima (slika 181.b.) i vrijednosti poopéenih pomaka krajeva koje su jednake vrijednostima
poopéenih pomaka ¢vorova (slika a.). (Za ravne su elemente djelovanja u popreénom i
uzduznom smjeru, kao sto znamo, medusobno neovisna, pa se mogu i neovisno rjesavati.
Moze se stoga re¢i i da je matrica krutosti stapnoga elementa, koju smo uveli u opcoj
metodi pomaka, nastala uklapanjem matrice krutosti zglobnog stapa u matricu krutosti
grednog elementa, a na isti je nacin sastavljen i vektor vrijednosti sila upetosti.)

@ E(i,j)l(i,j) = const @

x

L) |

|

z
Slika 180.
M; ; M
Pi Pj J Jsi
a ‘l\ ‘p b D "
Wi Wy lT’z j lT] A

Slika 181.

13.3.1. Pomaci krutoga tijela

Pretpostavljeno polje pomaka mora omoguciti prikaz translacijskih i rotacijskih po-
maka elementa kao krutoga tijela, dakle, pomaka pri kojima se element ne deformira.

Pri translacijskom pomaku okomito na os elementa sve tocke elementa imaju jednaki
pomak (slika 182.a.), pa polje pomaka mora sadrzavati konstantni ¢lan:

w % (z) = aq.

Polje pomaka nastalo rotacijom krutog tijela oko ¢vora ¢ opisuje se u teoriji malih pomaka
(slika 182.b.) linearnom funkcijom

w(z) = ay .
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wi=wke  |wO(z) W

Slika 182.

Rotacija oko neke druge tocke moze se prikazati kompozicijom translacije i rotacije, pa
¢emo je opisati afinom funkcijom

wO(z) + w(z) = ap + ay .

13.3.2. Stanje konstantne deformacije

Zamislimo li konstrukciju kao sklop kona¢nih elemenata, koje u nizu uzastopnih, sve
finijih aproksimacija smanjujemo (povecavajuéi pritom njihov broj), stanje deformacija
¢e se uzduz pojedinih elemenata sve manje mijenjati, odnosno, sve ¢e se vise priblizavati
nekoj konstantnoj vrijednosti; naravno, u razlicitim se elementima te vrijednosti mogu
razlikovati, ovisno o slozenosti stvarnog polja naprezanja u cijelom nosacu.

Pretpostavljeno polje pomaka mora, stoga, omoguciti prikaz konstantnoga polja de-
formacija unutar elementa. Osnovna je deformacijska velic¢ina u teoriji Bernoulli-Eulerove
grede zakrivljenost koju aproksimiramo drugom derivacijom polja pomaka. Kako je druga
derivacija kvadratne funkcije konstanta, pretpostavljeno polje pomaka mora sadrzavati i

kvadratni ¢lan:
w?(z) = ag 2°.

13.3.3. Neprekinutost u spoju elemenata

Kao i u metodi pomaka, konac¢ni su elementi medusobno povezani u ¢vorovima. Ne-
prekinutost grednoga nosaca—nema prekida ni lomova— osigurana je zahtjevom da u
spoju susjedni elementi imaju jednaki pomak i jednaki zaokret. Uvjete neprekinutosti
treba zadovoljiti na oba kraja elementa Sto znaci da na polje pomaka unutar elementa
utjecu (barem) ¢etiri medusobno neovisne veli¢ine. Pretpostavljenu polju pomakéa mo-
ramo stoga dodati i ¢etvrti ¢lan:

w®(z) = ag 2>

13.3.4. Vektorski prostor polinoma

Polje pomaka na elementu pretpostavit ¢emo, prema tome, u obliku polinoma trec¢ega
stupnja: ) 5
w(x) =ag+ a1 v+ agx” + azx”. (348)
Uvedemo li vektore
a=[ay a; ay as]’ i X(z)=[1 2z 2? x3]T,

funkciju w moze zapisati u obliku



Skup funkcija X = {1, x, 22, x3} ¢ini bazu wvektorskoga prostora funkcija koji sadrzi
sve polinome do, ukljucujuci, tre¢eg stupnja. Pojedini polinomi linearne su kombinacije
baznih funkcija s koeficijentima ag, a1, as, az. Prva je derivacija funkcije w

w'(r) = a1 +2ay7 + 3az 2’
— [0 122 32°]"a
= [X'(2)]"
Na slici 182. vidimo da koeficijenti ag i a; imaju jasnu geometrijsku interpretaciju:

ag = Wiy 1 ay = — Pkt

Za preostala se dva koeficijenta to, medutim, ne moze reéi.

Umjesto baze X pogodnije je polinome prikazati u bazi za koju su koeficijenti u
linearnoj kombinaciji vrijednosti pomaka i kutovi zaokreta krajeva elementa. Neka su

w(0) = w;,

Pi,
w(0) = (349)
w(lyigy) =
—w'(Ligy) = ;-
Iz izraza (348) i njegove derivacije tada slijedi:
ap = Wi,
—ar = Pi,

g + aq g{i,j} + a9 K{Zi’j} + as g{:Si’j} = Wi,
—Qaq _20124{1'7]‘} —3a3€{2i7j} = ¥
Rije¢ je o sustavu jednadzbi u kojemu su nepoznanice brojevi ag, ay, as i as:

1 0 0 0

Qo Wi
0 -1 20 30 al| _ |
L bigy L i) az W
0 —1 =205, —302%,|L® ¥i
Rijesimo li ga, dobivamo
ap = Wi,
a1 = —Yi,
3 v 2 N 3 N 1
az = Wi+~ —— ¢ wj P>
Gy e By iy
2 1 2 1
az = /3 Wi — /2 Yi — 3 wj — VPR Pj-

{i,5} {i,5} {i,5} {i.5}
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Uvrstavanje u (348) daje, nakon sredivanja,

( ) [1 3 x? 2373w n ( n 2 22 3 ]
w\r) = R o3 w; —XT o T 5 QOZ
iy E{ub L e Yy

[ 322 223 N x? x3 ]
72 T 73 wj , 72 | ¥
Cigy Ligy ) Gy

ili, u matricnom zapisu,

(350)
gdje su

u;; = [wi i Wj %‘]Ta (351)

T
3 2 2 2 3 3 2 2 3 2 3
N(z) = [1 g;"’ gf g o = | (352)
figy g} idd - “ig) it “{ig) gy “igy

322 2
/ Nife) =1 - 7 +e3x
| (4,9) (i,9)

2 12 a3

(2.9) (¢,)

312 223
\1 Ng(l’) 62 €3
/ (i.9) (i.9)

£L‘2

M@=z
1,7

$3

-

(3,5)

Slika 183.

Moze se pokazati da su komponente vektora N(z) linearno neovisne funkcije pa tvore
bazu N koja razapinje isti vektorski prostor funkcija kao i baza X'. Za razliku od funkcija
baze X, funkcije N,, a=1,2,3,4, prikazane na slici 183., imaju sljedec¢a svojstva:

1. sve funkcije N, polinomi su istoga, treceg stupnja;

2. Ny(0) =1, N,(0) = N3(0) = N4(0) = 0,
N{(0) =0, N3(0) = N3(0) = N;(0) =0,
Ni(lgjy) =0, Nz(f{u}) 3(%]}) Ny(lgijy) =0,
N{(lijp) =0, No(luz) =0, N3(luzy) =0, Ni(luj) =1

3. funkcije koje opisuju translacijske pomake, Ny i N3, tvore particiju jedinice:

Ni(z) + N3(x) =1 Vae[0,0g;].
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13.4. Primjena teorema o virtualnom radu

Izraze za komponente matrice krutosti i za vrijednosti vektora sila upetosti mozemo,
uz pretpostavljeno polje pomaka, izvesti primjenjujuci teorem o virtualnom radu.

Za konacni element Bernoulli-Eulerove grede matematicki je iskaz jednakosti virtual-
nih radova:
iy
M (z) dk(x) dzx
0
i (353)
= T;; dw; + M;;dp; + Tj; dw; + Mj; dp; —|—/ q(z) dw(z) dx.
0

Integralom s lijeve strane znaka jednakosti izrazen je rad momenata savijanja na dife-
rencijalima polja virtualnih zaokreta poprecnih presjeka; prva cetiri clana s desne strane
radovi su poopcenih sila na krajevima elementa, koje na element djeluju kao vanjske sile,
na poopéenim virtualnim pomacima krajeva, a posljednji pak integral daje rad zadanoga
opterecenja na polju virtualnih pomaka.

Moment savijanja i polje pomaka vezani su izrazom
M(z) = Eupyliug a(@) = —Euplag w' (@),
te se integral s lijeve strane — virtualni rad unutarnjih sila—moze pisati u obliku
b gy i g}
oy jy = M (z) dk(z) dor = E{i,j}l{i,j}/ w”(x) dw" (x) dz. (354)
0

0

Umjesto stvarnoga, nepoznatog polja pomaka uvrstit ¢emo u prethodni izraz pretpo-
stavljeno polje (350) ¢ija je druga derivacija

w'(z) = [N"(2)] uyy = [B(x)]" uyy; (355)
vektor B(z) sadrzi druge derivacije baznih funkcija N;(x):

T
6 12 46 6 12 2 6
-~ v ! _ et ~ 2% (356)

B(z) = 3 2 2 3 2
{i,3} E{M} Ciigy E{m’} f{m} E{m’} Ciigy g{m’}

Jednakost (353) vrijedi za po volji odabrano polje virtualnih pomaka, pa, stoga, i za
polje oblika
Sw(x) = [N(z)]" duyy, (357)
gdje je
duy; = [dwi 8o dw; Syt (358)
vektor poopcéenih virtualnih pomaka krajeva elementa. Druga je derivacija odabranoga
virtualnog polja

Sw’(x) = [B(x)]" du;;. (359)
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Uvrstimo li pretpostavljena polja u desnu stranu izraza (354), dobit ¢emo”?:
baar T
0iii sy = Eijyliig) /O Su;,; B(2) [B(z)] uy; dx
- by T
= dui; | Bl /0 B(2)[B(z)]" d | ui;.
Integralni podizraz u zagradama,
iy -
ki) = Briglii) /0 B(z)[B(z)] d, (360)
zapis je matrice ¢ije su komponente
b gy
Kijap = Faaa = Pligliis /0 Bq(z) By(z) dz; (361)
primjerice:
£ gy
Kivga = Faglae = Etigiliig) /0 Bs(z) By(z) dz

L) 4 6z 2 6z
= E{i,'}[{z’;}/ { - - dz
P Cogy  0n ) Wusy  p

2By lagy
Ui gy

Izracunamo li sve komponente, dobit ¢emo:

[ 12/4{21.7” —6/Cg 5 —12/5{21.J} —6/Cqi 1 |
ki) = E{iéj}]{i,j} —6/L4i5 4 6/€4i.5) 2 (362)
{i.j} —12/8{%’].} 6/Ci 12/6{21.7]»} 6/C¢ 5
| —6/44is) 2 6/€4i.5) 4]
Virtualni rad unutarnjih sila mozemo sada sazeto zapisati kao
8liijy = Sug; Kiij) Uigj- (363)

43 Mnozenje je skalara komutativno, pa je

iy iy
/ w’(z) dw"(z) dz = / dw” (x) w”(z) d.
0 0

Nadalje, kako za skalare trivijalno vrijedi a = a™, mozemo pisati dw”(z) = [6w”(x)]T, odnosno

[B(2)]" dus; = [[B(x)]" dus;] "

= du}  B(x).

4]
Te algebarske akrobacije omoguéuju izluc¢ivanje vektora 6u;1;j pred znak integrala, oblikovanje matrice

iy
/0 B(x) [B(x)]T dz i, konacno, dovodenje izraza za 6ily; j; u oblik 6ugj ki j) Uij-
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Rad zadanoga optere¢enja na pretpostavljenim virtualnim pomacima bit ée:

® by foay o [l
80, :/0 q(z) dw(x) dz :/o du;;N(z)q(r)dr = ZSum-/0 N(z) q(z) dx.

Podizraz iza posljednjega znaka jednakosti skalarni je produkt vektora 6u;fj i vektora

_ b gy
—fip = /O N(z) q(z) dz, (364)
. ot )
pa je, sazetije, su® syt (__ | ) (365)
(i} — i;j (4.3)) -
Komponente su vektora F(i,j)
_ !
ona == Nita)ato) az (366)
te je, primjerice, za q(x) = qo
T

S IR () Wl wliy Dl
(0.9) 9 12 9 12

Napokon, oznacimo li sa f (i,j) vektor vrijednosti sila na krajevima elementa,
A T
fig = [Ty Mi; Ty M), (367)
prva se Cetiri ¢lana na desnoj strani izraza (353) mogu sazeti u

6‘1]{(2.} — sul i) (368)

S pomo¢u izraza (363), (365) i (368) mozemo jednakost virtualnih radova unutarnjih
i vanjskih sila, izraz (353), zapisati u matricnom obliku:

Su ki uiy = dug; (Fay — Fugp). (369)

Da bi gredni element bio u ravnotezi, ta jednakost mora vrijediti za polje virtualnih
pomaka odredeno bilo kojim vektorom du;,;, pa mora biti

ki ui; = fap — Fag- (370)
Slijedi ) i
fag = Kajuig + Fuy). (371)

13.5. Primjena teorema o stacionarnoj vrijednosti potencijalne
energije

Drugi je nacin izvodenja izraza za komponente matrice krutosti i za vrijednosti vektora
sila upetosti primjena teorema o stacionarnoj vrijednosti potencijalne energije sistema.
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Ta je energija, znamo, jednaka zbroju potencijalne energije deformacije i potencijalne
energije aktivnih vanjskih sila.

Potencijalna je energija deformacije grednoga elementa u Bernoulli-Eulerovoj teoriji

1 [Uin Byl [Hn
Wigy = 5 /0 M () k(z) dz = % /0 [w"(2)]? da. (372)

Uvrstimo li umjesto stvarnoga pretpostavljeno polje pomaka, bit ¢e

Euplay [ T
Ay = L2 /0 o, [B(2)]"B(x) us; da

1 Uiy T
= 5 ui;j [E{ZJ}I{ZJ}/O' I:B(.f)] B(ﬁ) dl‘] ui;j7
odnosno, oznacimo li, kao i prije, matricu prikazanu podizrazom u zagradama sa k; ),

1
Ay = 5“3;} Kig) Wiy (373)

Potencijalna je energija zadanoga opterecenja

= i gy
ey =~ [ ) wie) (374)
0

pa je uz pretpostavljeno polje pomaka

= i gy
f T -
€y = —u /0 [N(z)]" g(z) dz = —uj; (—Fuy), (375)
dok je potencijalna energija sila na krajevima elementa
(f) T ¢
Cigy = Uiy Fag. (376)
Dakle, potencijalna je energija sistema:

f F 1 2
Iy = Aggy + e{(i,)j} + e{i,)j} =3 ui; kg ui — ug; (Fag —Fagp). (377)

Prema teoremu o stacionarnoj vrijednosti potencijalne energije sistema, od svih mogu-
¢ih stanja pomaka ravnoteznu konfiguraciju tijela ¢ini ono polje pomaka za koje poten-
cijalna energija sistema, kao funkcija vrijednosti pomaka i odgovarajuc¢ih deformacija,
poprima stacionarnu vrijednost.**

Uvrstavanjem pretpostavljenoga polja pomaka (350) potencijalna energija sistema
postaje funkcijom vrijednosti pomaka krajeva elementa:

Mgy ouiy = Tl gy (i),

44 Pri linearnom odnosu sila i pomaka ili deformacija ta je vrijednost minimum.
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Stacionarna vrijednost funkcije tocka je u kojoj njezin gradijent iSc¢ezava:
grad H{i,j}(ui;j) = 0.

Gradijent funkcije vise varijabli definira se kao vektor ¢ije su komponente derivacije funk-
cije po pojedinim varijablama:

0 H{i, i} (ul )
grad Il jy (uir;) = ai‘w ’
[0y (uig) Mgy (uiy) Oy (u) QMg (ug) ]

Funkcija ITj; ;3 (u;;) sastavljena je od kvadratnoga i od linearnog dijela:

L)

Raspisivanjem prvoga izraza, uz Cinjenicu da je k; ;) simetricna matrica, moze se lako

vidjeti da je gradijent kvadratnoga dijela k¢ ;) u;;; slicno tome, gradijent je linearnog
Slijedi

L ¢ . T (g
B u;.; ki) Wi 1 —u;, (f(m‘)

ki ui; — (Fapy —Fup) = 0
il
fug = Kajuiy + Fuy).
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14. Utjecajne funkcije i utjecajne linije — definicije
i primjena

14.1. Pojam utjecajne funkcije

Mnoge se konstrukcije—mostovi, nadvoznjaci, vijadukti, kranske staze —grade po-
najprije za preuzimanje pokretnih opterecenja poput vlakova, cestovnih vozila ili kranova.
Krecu li se ta opterecenja veé¢im brzinama, izazvat ¢e ubrzanja dijelova nosaca, te ¢e se
pojaviti i inercijalne sile koje se moraju u proracunu uzeti u obzir; takav se proracun
proucava i obraduje u dinamici konstrukcija. Pretpostavimo li, medutim, da brzina kre-
tanja opterecenja nije velika, nastala ¢e ubrzanja biti malena, a kako su inercijalne sile
proporcionalne ubrzanjima, moci ¢emo ih u proracunu zanemariti.

Promjenom polozaja optere¢enja mijenjaju se reakcije i unutarnje sile u konstruk-
ciji, kao i njezini pomaci. Treba, stoga, sile i pomake izrac¢unati vise puta, za razlicite
karakteristicne polozaje optere¢enja.

Princip superpozicije, ako je primjenjiv, omogucava razmjerno brz i jednostavan pro-
racun. (Istu zamisao mozemo primijeniti i pri djelovanju nepomicnih optereéenja, ima
li ih vise vrsta.) Da utvrdimo kako se neka sila ili pomak mijenjaju ovisno o polozaju
opterecenja, izrazit ¢emo ih kao funkcije poloZaja jedinicne sile. Ako je pri djelovanju
jedini¢ne sile u tocki x; vrijednost odredene sile ili pomaka 7, tada ¢e, prema principu
superpozicije, pri djelovanju sile Py vrijednosti P, u xy vrijednost te veli¢ine biti P; - 7y;
pretpostavljamo da se pri promjeni vrijednosti sile ne mijenja pravac njezina djelovanja.
Ako je pak pri djelovanju jedinicne sile u tocki 2, vrijednost promatrane velicine 7, pri
djelovanju sile P, vrijednosti P, u zo ta ¢e vrijednost biti P, - ny. Djeluju li istodobno P1
u i P2 u xg, ta je vrijednost Pj - ny + P - 19, dok je pri istodobnom djelovanju sile P1
u tocki x4 1 sile ﬁQ u tocki z; ta vrijednost P -1y + Py - 1.

Funkcija ng, polozaja jedinicne sile, ¢ija je vrijednost vrijednost staticke ili kinematicke
velicine § u odabranoj tocki & na nosacu, prouzrocena djelovanjem te jedinicne sile, naziva
se utjecagnom funkcijom za velicinu § u tocki . Utjecajna funkcija, drugim rije¢ima, pre-
slikava polozaj jedini¢ne sile, koja se ,,krec¢e” po nosacu, u vrijednost tom silom izazvane
poopcene sile ili poopéenoga pomaka u prethodno odabranoj tocki nosaca:

vrijednost velic¢ine § u tocki z, kao vrijednost utjecajne funkcije 7z, u tocki z, oznacana
je s ng; ().

Treba istaknuti razliku u znacenjima podrucja definicije i vrijednosti utjecajnih funk-
cija i funkcija kojima izrazavamo vrijednosti sila ili pomaka u (svim) tockama uzduz osi
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nosaca: iako je u oba slucaja podrucje definicije skup tocaka osi nosaca, u izrazu F(z),
primjerice M (x), T'(z) ili w(x), varijabla = oznac¢ava tocku u kojoj izracunavamo vri-
jednost velicine § (momenta savijanja M, poprecne sile T ili pomaka w) za zadano ne-
pomicno opterecenje, pa su F'(x) za razlicite = vrijednosti veli¢ine § u razli¢itim tockama,;
u izrazu pak nz.(x), poput nar (x), nr, (z) ili 7y, (z), varijabla x oznacava tocku u kojoj
djeluje jedini¢na sila, a vrijednost veli¢ine § izracunavamo u tocki z, te je nz. (x) za sve
polozaje x jedinic¢ne sile vrijednost velicine § u istoj tocki, tocki £ —s pomocu utjecajne
funkcije 1y, , primjerice, moze se izracunati vrijednost momenta savijanja samo u tocki z,
ni u jednoj drugoj.

Graficki prikaz utjecajne funkcije na Stapnim nosacima naziva se utjecajnom linijom,
a na plosnim nosacima utjecajnom plohom. Utjecajna linija za neku veli¢inu je, prema
tome, linija ¢ije ordinate daju vrijednosti te velicine ako jedini¢na sila djeluje u tockama
za koje ocitavamo te ordinate. Formalno, utjecajna je linija graf funkcije 7z, :

{(m,n&t(x)) eR? : ze [O,E]}. (379)

Na staticki odredenim sistemima utjecajne su funkcije za staticke veli¢ine po segmen-
tima linearne — tocnije, afine— funkcije ili konstante, pa su utjecajne linije sastavljene
od dijelova pravaca. Na neodredenim su pak sistemima utjecajne funkcije nelinearne, a
utjecajne linije, po dijelovima, krivulje. Utjecajne linije za (poopéene) pomake na svim
su sistemima po dijelovima krivulje. Zabavljat ¢emo se samo s utjecajnim funkcijama i
utjecajnim linijama za staticke veli¢ine: reakcije i unutarnje sile.

Za neku staticku veli¢inu utjecajne funkcije i utjecajne linije mogu se odrediti statickim
ili kinematickim postupkom. Pri nalazenju utjecajnih funkcija pretpostavljamo da je-
dini¢na sila moze djelovati u bilo kojoj tocki nosaca, ali se pritom ogranicavamo na sile
usporedne sa zadanim pravcem— obicno vertikalnim ili horizontalnim. Nagib tog pravca
nazivamo smjerom djelovanja. Smjer djelovanja treba unaprijed zadati. Ako su za rav-
ninski nosa¢ poznate utjecajne funkcije za dva razli¢ita smjera djelovanja, jasno je da
se s pomoc¢u njih mogu izracunati utjecaji opterec¢enja koje djeluje u bilo kojem smjeru.
Osim smjera djelovanja, unaprijed treba zadati i orijentaciju sile —vertikalna jedini¢na
sila, primjerice, moze djelovati ,,prema gore” ili ,,prema dolje”.

U statickom postupku neposredno slijedimo definiciju utjecajne funkcije: iz uvjeta
ravnoteze nosaca optere¢enoga jedini¢nom silom u po volji odabranoj tocki x izvodimo
funkcijski izraz za vrijednost velic¢ine § u tocki z.

Kinematick: se postupak temelji na teoremu Muiiller—Breslaua. Za staticki odredeni
sistem utjecajnu liniju mozemo nacrtati kao plan pomaka mehanizma nastaloga raskida-
njem veze koja u izvornom sistemu prenosi promatranu silu, ako je po pravcu djelovanja
te sile zadan jedini¢ni pomak njezina hvatista, suprotan od smisla njezina djelovanja. Ako
je pak izvorni sistem staticki neodreden, sistem koji ostaje nakon raskidanja odgovarajuce
veze geometrijski je nepromjenjiv, pa crtamo njegovu progibnu liniju. Kinematicki je po-
stupak u nekim slucajevima jednostavniji i brzi od statickoga, a u mnogim je sluc¢ajevima
pregledniji.

Postupcima odredivanja utjecajnih funkcija i crtanja utjecajnih linija potpunije ¢emo
se i podrobnije pozabaviti u Gradevnoj statici 2.
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14.2. Primjena

Opisat ¢emo sada postupak izracunavanja trazene veli¢ine za djelovanja raznih vrsta
opterecenja s pomocu utjecajnih funkcija ili utjecajnih linija; temeljnu smo zamisao za
niz koncentriranih sila u prethodnom odjeljku ve¢ skicirali. Pretpostavit ¢emo zasad da
su nam utjecajna funkcija 7z, i utjecajna linija za trazenu veli¢inu § u tocki & poznate.
Smjer djelovanja zadanih optere¢enja mora se, naravno, podudarati sa smjerom djelovanja
koji je pretpostavljen pri nalazenju odgovarajuce utjecajne funkcije ili linije.

14.2.1. Utjecaj jedne koncentrirane sile

Ako na nosac¢ djeluje sila Py u tocki 2 i ako je vrijednost utjecajne funkcije u toj
tocki o = 1z, (x0) (slika 184.a.), vrijednost velicine § u tocki Z bit ée

F5(Po) = Py 1. (380)

Pri izracunavanju vrijednosti F; uvaziti treba predznak ordinate 7y (slike a. i b.) i smisao
djelovanja sile Py; njezina ¢e vrijednost biti pozitivna ili negativna, ovisno o tome ima li
isti smisao kao jedini¢na sila ili joj je smisao suprotan.

Zo

A
lPO Py
a. b.
o [770]
N3z l T
n n
Slika 184.

14.2.2. Utjecaj niza koncentriranih sila

Djeluju li na nosac sile niza {R}jzl = {]31, ]32, e ﬁn} u tockama x; u kojima su
vrijednosti utjecajne funkcije n; = 7z, (z;) (slika 185.), bit ée

F({Py, Z P mi; (381)

i sada, naravno, treba uvaziti orijentacije sila i predznake vrijednosti 7;.

Vrijednost veli¢ine § u tocki Z, prouzrocene silama {FZ}:;I oznacili smos Fj ({]32}?:1)
[zracunavamo li, naime, vrijednosti F} za razlicite zadane sile s pomocu utjecajnih funk-
cija ili utjecajnih linija, tada F; mozemo smatrati funkcijom tih zadanih sila.

Analizirat ¢emo poseban slucaj: dio je utjecajne funkcije na dijelu nosaca na kojem
djeluju sile P;, i = 1,...,n, linearan (slika 186.). Prikazemo li funkciju nz, izrazom
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SIS
T Tl

m 2 i
N3z

Slika 185.

Ng, () = ax+b, vrijednosti utjecajne funkcije u tockama x; bit ée n; = 0z, (v;) = ax; +b,

pa je
F({Pr, an, Y. Pi(azi+b)=a Y Pai+b ) P;
i=1 i=1 =1

> P, =R vrijednost je rezultante R sila Pi, dok je > P x; zbroj vrijednosti mo-
menata sila P; u odnosu na tocku z=0. Kako je prema Varignonovu teoremu taj zbroj
jednak vrijednosti momenta rezultante u odnosu na istu tocku, >, , P z; = R xg, gdje

je zr tocka u kojoj djeluje rezultanta }?, dobivamo
Fff,({ﬁz}?zl) = (IRIR +bR = R(CLJJR + b) =R 77355(1’3) = R??R = Fj(R)

Prema tome, utjecaj niza koncentriranih sila koje djeluju na dijelu nosaca na kojem je
utjecajna linija dio pravca jednak je utjecaju njihove rezultante.

Ll

Uss

Slika 186.

Treba naglasiti da se jednom rezultantom smiju zamijeniti samo one sile koje djeluju
na dijelu nosaca koji ,pokriva” jedan pravcasti odsjecak —ako je utjecajna linija sa-
stavljena od nekoliko pravcastih odsjecaka, sile se moraju zamjenjivati rezultantama po
pojedinim dijelovima nosaca koje ti odsjecci pokrivaju.

14.2.3. Utjecaj distribuirane sile

Neka na dijelu nosaca izmedu tocaka x; i z9 djeluje distribuirana sila ¢ija je vri-
jednost opisana funkcijom ¢ i neka je utjecajna funkcija za neku veli¢inu §; linearna ili
nelinearna funkcija 7z, (slika 187.). Na infinitezimalnom odsjecku (x, x+dz) mozemo op-
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Slika 187.

terecenje ¢ zamijeniti infinitezimalnom koncentriranom silom d@(x, dz) ¢ija je vrijednost
dQ(z,dx) = ¢(x) dx, a hvatiste u x; njezin ¢e utjecaj tada biti

F3(dQ(x, dx)) = dQ(w, dw) - ng, (x) = q(w) dz - ng, (2) = q() 15, () da.

Ukupni utjecaj distribuirane sile na dijelu [z, x5] dobivamo integracijom:

Fa) = [ ala) g, 0) . (352)

1

U posebnom sluc¢aju, ako je sila jednoliko raspodijeljena, g(x) = qo, bit ée

Fi(ﬁo) 2/ CIOU&(%) dz = QO/ U%z(x) dz = qo 2[1,27

xr1 1

T2
gdje je, slikovito receno, / Nz, () de = 24 » povrsina ,ispod” krivulje nz, na segmentu

[21, 2] (,slikovito receno”, jer ta ,povrsina” nije geometrijska povrsina—vrijednost inte-
grala moze biti i negativna.) Dakle, utjecaj jednoliko distribuirane sile moze se izracunati
kao umnozak njezine vrijednosti i povrsine, uz odgovarajuci predznak, ispod utjecajne
linije na dijelu nosaca na kojem ta sila djeluje (slika 188.; na toj je slici dio ,,povrsine”
pozitivan, a dio negativan).

Slika 188.
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)/ z

n — 3%

Slika 189.

Kao drugi poseban slucaj, ako je utjecajna funkcija na dijelu nosaca na kojem djeluje
(op¢a) distribuirana sila ¢ linearna, nz. () = ax + b, bit ée

@ = [ a@)m @ dr = a [a@ade +b [ g dn

1 1 1

9 )
/ q(z) dz=@Q vrijednost je rezultante distribuirane sile ¢, dok je / q(z) xdx vrijed-
xr1 1

nost momenta te sile u odnosu na x =0, koja je, prema Varignonovu teoremu, jednaka

vrijednosti momenta njezine rezultante u odnosu na tu tocku, @ ¢, gdje je xg tocka u ko-
joj djeluje sila @), tocnije, apscisa tezista povrsine ,ispod” krivulje kojom je distribuirana
sila prikazana. Slijedi:

Fi(@) =aQaq+bQ =Q(axqg +b) = Qnz,(rq) = Qng = F:(Q);

ili: utjecaj distribuirane sile, koja djeluje na dijelu nosac¢a na kojemu je utjecajna lini-
ja dio pravca, jednak je utjecaju rezultante te sile (slika 189.). Kao i pri izracunava-
nju utjecaja niza sila, djeluje li distribuirana sila ,iznad” utjecajne linije sastavljene od
vise pravcastih odsjecaka, rezultante treba uzimati nad pojedinim odsjec¢cima (slika 190.:
Fi(q:) = Qum + Qamp).

qt

Slika 190.

14.2.4. Utjecaj koncentriranoga momenta

Pretpostavit ¢emo zasad da je utjecajna funkcija linearna. Koncentrirani moment M
vrijednosti M, koji djeluje u tocki x,;, zamijenit ¢emo spregom sila P, i P; koje djeluju
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na medusobnoj udaljenosti A, u tockama z, = xpy — N/2 1 x4 = 23+ A/2 (slika 191.a.);
vrijednosti sila sprega su P, = P; = M /\. Utjecaj tog para sila bit ¢e
M M

F@(E,pd): Ping— Pyng = e :M[

~Na — N
A

] = —Mtga,

gdje je a orijentirani kut izmedu osi x i pravca utjecajne linije. (Kako je utjecajna funkcija
na nasoj slici rastuca, iz relacije

slijedi da je prikazani kut « pozitivan. U ravnini zz je, prema tome, sa stajaliSta ma-
tematicke analize i diferencijalne geometrije, pozitivan onaj kut ¢iji je smisao jednak
smislu vrtnje kazaljke na satu. To ne mora vrijediti za njegove kinematicke interpreta-
cije—primjerice, kut zaokreta osi nosaca, kao i moment, smatramo pozitivnim ako mu
je smisao suprotan smislu vrtnje kazaljke na satu.)

A
| | 21
|
M
Ba B
J J
a. ™ b. o
Uk \ s
U U
Slika 191.
Izraz M tg a ne ovisi o razmaku sila A, pa zakljuc¢ujemo da je
F3(M) = =M tga. (383)

(Negativan predznak u izrazu za F; posljedica je spomenute pomalo neugodne i, mozda,
zbunjujuce ¢injenice da pozitivan moment i pozitivan kut o imaju suprotan smisao vrt-
nje.) Vidimo, uz to, da na linearnom dijelu utjecajne funkcije polozaj hvatista koncen-
triranoga momenta ne utjece na vrijednost Fj.

Nije li utjecajna funkcija linearna (slika 191.b.), moment ¢emo zamijeniti spregom
(neizmjerno velikih) sila na infinitezimalnoj udaljenosti d\ = dz. Slijedi:

_ dnz. (z
:L; x

Sada je ayy (orijentirani) kut nagiba tangente na utjecajnu liniju u tocki koja daje vri-
jednost utjecajne funkcije u hvatistu z,; momenta M. Buduéi da se nagib tangente na
krivulju utjecajne linije mijenja uzduz osi nosaca, vrijednost utjecaja ovisit ¢e o tocki u
kojoj moment djeluje.
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