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DANIEL LORDICK

Schattengrenzen krummer Flachen —
Linearer Zugang zur Involution konjugierter
Tangenten in Punkten von Schiebflachen

Rastavnice oblih ploha - linearni pristup involuciji
konjugiranih tangenata u to¢kama kliznih ploha

SAZETAK

U &asopisu KoG+6 dana je konstrukcija tangenata rastav-
nice oblih ploha metodom ploha pratilica i njena primjena
na rotacijske i zavojne plohe. U ovom radu ta se metoda
prosiruje i na klizne plohe U onim totkama plohe za koje
su poznate zakrivljenosti samo dviju konjugiranih tangena-
ta postignuta je ograniéena linearna konstrukcija involucije
konjugiranih tangenata plohe. Na kraju rada razmatra se
kruzno raslojena zavojna ploha kao klizna ploha, ¢ime se
postiZzu daljnje elegantne konstrukcije tangenata. Opisani
su i posebni slu€ajevi ove metode pri centralnoj rasvjeti.
Daljnje pojedinosti o ovoj temi opisane su u [4].

Kljuéne rijec¢i: Dupinova indikatrisa, oble plohe, prav¢aste
plohe, sjene

Shade Lines of Curved Surfaces - Linear Ap-
proach to Involution of Conjugate Tangents at
Points of Translation Surfaces

ABSTRACT

In KoG6 we introduced a global approach to the tangents
of the shade lines of curved surfaces. The constructions
are made by using an accompanying ruled surfacelong
the shade line. In this paper the method is expanded to
translation surfacesln that way we get a linear access to
the involution of conjugate tangents those points of a
surface where the curvature at two conjugate tangents is
given. At the end of the paper a helical surface with cir-
cular cross section is handled as translation surface, which
leads to additional elegant constructions for the tangents
of its shade line. For more details on the general subject
see [4].

Key words: curved surface, Dupin-indicatrix, ruled sur-
face, shades and shadows

MSC 2000: 51M99, 51N05, 53A05

1 Kreasschiebflache

Zu jedem allgemeinen Flachenpunkt P einer Schiebflache
@ kann eine in P oskulierende Kreisschiebtichefestge-
legt werden, deren Schiebkurven die Krimmungskreise
der Schiebkurvenvon @ in P sind. Wir kdnnen unsdeshalb
auf die konstruktive Behandlung der Kreisschiebflache be-
schranken.
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Bevor wir alerdings die Kreisschiebflache unter allgemei-
ner Parallelbel euchtung betrachten, schicken wir eine Um-
risskonstruktion in spezieller Lage voraus. An der entspre-
chenden Kontur kann die Herangehensweise namlich in
vereinfachter Form entwickelt werden.

Wir untersuchen eine Kreisschiebflache @ in zwei gepaar-
ten Normalrissen, die in vertrauter Form Grund- und Auf-
riss heien sollen (Abb. 1). Im Grundriss sei die Sym-
metrieebene 1 von ® Hauptebene und keine der Schieb-
kreisebenen sei zum Aufriss parallel oder normal. Um
mdglichst allgemeine Aussagen zu erhalten, nehmen wir
an, Profil- und Leitkreis sind verschieden grof3 und liegen
nicht in zueinander orthogonalen Ebenen.

Die Mittelpunkte der Schiebkreise einer Kreisschiebflache
@ erfillen zwel zu den Schiebkreisen schiebungsgleiche
Mittenkreisebg und cp. Der gemeinsame Mittel punkt von
b und ¢ ist der Mittelpunkt Z von @ (Abb. 2; die Flache
ist nur zur Halfte dargestellt). Jeder Flachenpunkt P von @
bildet mit Z und den Mittel punkten der Schiebkreise durch
P ein Parallelogramm.

Betrachten wir den Umriss u” von ®. Jeder Umrisspunkt
U” € " ist dadurch gekennzeichnet, dass in U” die Tan-
gentialebene projizierend ist, die Aufrissbilder t,” und tc”
der Schiebtangenten also zusammenfallen. Das heil3t au-
[Rerdem, dassin den Mittel punkten My, und M der Schieb-
kreise b und c durch U die Aufrisshilder der Tangenten an
die Mittenkreise co und by zueinander parallel sind.

Indem solche Mittel punkte My, und M gepaart werden, bei
denen die Tangenten an ¢y und by im Aufriss parallel er-
scheinen, kdnnen Uber Parallelogramme M .UMpZ weite-
re Punkte U der Aufrisskontur u gefunden werden. Eine
alternative Umrisskonstruktion auf Basis der Begleitregel -
flachenmethode wird in [4] angegeben.

Begleitregelflache der Kreisschiebflache bel Projektion
parallel zur Symmetrieebene

Wir benotigen nun eine konstruktiv verwertbare Begleitre-
gelflache der Kontur u. Die Normalenflache erweist sich
dabei as ungeeignet, weil sie abgesehen von einer Richt-
ebene keine einfachen Leitelemente besitzt. Statt dessen
fassen wir die Durchmessergeraden einer Schiebkreisschar
ins Auge. Zwei einfache Leitelemente der entsprechen-
den Regelflache kdnnen sofort angegeben werden: Der zur
Schiebkreisschar gehorende Mittenkreisund die Ferngera-
de der Schiebkreisebenen. In der Symmetrieebene pu von
@ finden wir - nach eingehender Betrachtung der soeben
durchgefiihrten Punktkonstruktion - das dritte Leitelement
(Abb. 2):

Die Flachennormale n im Konturpunkt U € u spannt mit
den Durchmessergeraden np und n¢ der Schiebkurven b
und c durch U zwei Ebenen oo und 3 auf. Die Drehachsen
von b und ¢ sind zum Grundriss parallel und schneiden n
in den Normalkrimmungsmitten Ky, bzw. K¢ zu t, bzw. tc.
Die Drehachsen sind mit anderen Worten Hauptlinien von
o bzw. B beztiglich des Grundrisses und die Spurgeraden
ho, bzw. hg in porthogonal zu n, bzw. ne.

Die Flachennormale n schneidet pin S, := hy N hg. Die
Spurpunkte von n, bzw. nc in Y sollen S, bzw. S; heilRen.
Weil im Grundriss sowohl die Bilder der Schiebkreise als
auch die Bilder der Flachennormalen jeweils zueinander
parallel bleiben, sind ale Vierecke U'S S, S fiir verschie-
dene U einander ahnlich. AuRRerdem liegen ny und ne mit Z
in einer Ebene, namlich in der Tragerebene des Parallelo-
gramms M UMpZ. Die Gerade $,S; enthalt also stets den
Punkt Z. Nun haben aber, durch Ahnlichkeit aller Vierecke
U'S,S,S;, die Diagonalen [S,, S;] zugleich dieselbe Rich-
tung und esfolgt

Satz 1 Bei Projektion einer Kreisschielthe® parallel

zu ihrer Symmetrieebene schneiden alle Durchmesserge-
raden der Schiebkreise aus den Konturpunkten die Sym-
metrieebene in einer Geradp, die auch die Mitte voi®
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enthalt. Schliel3en die Projektionsstrahlen mit den Ebenen Folglich ist die Begleitregel flache der Kreisschiebflache @

einer Schiebkreisschar den Winkekin, so istw auch der

bei Projektion parallel zu p- wie die Begleitregel flache des

Winkel zwischempy und den anderen Schiebkreisebenen, Torus bei Parallelbeleuchtung - eine Netzflache von vier-

allerdings mit entgegengesetztem Drehsinn.

Abb. 3

In der Symmetrieebene pu von @ bilden also die Durch-
messer der Mittenkreise by und ¢y mit dem Projektions-
strahl durch Z und der Geraden qp zwei Strahlenpaare ei-
ner symmetrischen StrahleninvolutioAus Abb. 3 kann
die Begrindung hierfir elementar-geometrisch abgelesen
werden:

Der Projektionsstrahl s, teilt vom AuBenwinkel des Drei-
ecks U’'S,S; in U’ den Winkel o ab. Wegen der rechten
Winkel zwischen s, und n’ sowie ¢’ und hy ist auch der
Innenwinkel des Dreiecks U'S|S; bei S, gleich . Die
Punkte U' , S, S, und S liegen auf dem Thaleskreis mit
dem Durchmesser [U’, 3], weshalb der Winkel zwischen
gp und b’ in § ebenfalls gleich  sein muss (Peripherie-
winkelsatz). Bemerkenswert ist noch, dass Veranderungen
an der GroRRe der Schiebkreise ohne Einfluss auf die Lage
von g bleiben.

Wir fassen zusammen: Die Durchmessergeraden einer
Schar von Schiebkreisen der Krei sschiebflache ® langs der
Kontur u von ® erzeugen eine Begleitregelflache, die zur
Konstruktion von Tangenten an u herangezogen werden
kann. Wegen der Gleichwertigkeit der Schiebkreisscharen
kann sowohl die eine a's auch die andere Schiebkreisschar
betrachtet werden. Es existieren folglich zwei geeignete
Begleitregelflachen langs u. Entscheidet man sich fur die
Durchmessergeraden ny, der Profilkreise b, so wird die Be-
gleitregelflache W}, durch folgende drei Elemente festge-
legt: Leitkreisist der Mittenkreis ¢y der Profilkreise, Leit-
geraden sind die Spurgerade g in L sowie die Ferngerade
der Profilkreisebenen.

tem Grad und siebter STURMScher Art.

Tangenten der Kontur bei Projektion parallel zur Sym-
metrieebene

In einem allgemeinen Punkt U der Kontur u einer Krels-
schiebflache @ soll die Tangente t an u konstruiert wer-
den (Abb. 4). Die Durchmessergerade n; des Schiebkrei-
ses ¢ durch U ist eine Erzeugende der Begleitregelflache
Y. von ®. Die gesuchte Tangente t ist die Schnittgerade
der Tangentialebenen t von @ und ¢ von W in U. Wir ver-
vollstandigen deshalb die Beriihrkorrelationlangs ne direkt
int.

Abb. 4

Zuerst bendtigt man die Spuren der drei bekannten Tan-
gentialebenen von n in 1. Die Spur s.. der asymptotischen
Ebene fallt in die Schiebtangente t;. Die Tangentialebene
om von W im Mittelpunkt M von ¢ wird durch ne und die
Tangente an den Leitkreis by aufgespannt. Die Spur von

5
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om inTist die Schiebtangentety, des zweiten Schiebkreises
b durch U. Um die Spur sp der von Leitgerade gp und nc
aufgespannten Tangentialebene oo zu konstruieren, kann
die Hauptgerade h; von t in der Symmetrieebene p benutzt
werden. Der Schnittpunkt C := h; N qp ist ein Punkt von s.

Der Bertihrpunkt der asymptotischen Ebene ist der Fern-
punkt von n.. Damit lauft die Konstruktion auf eine
Teilverhaltnistibertragung hinaus. Eine Hilfsgerade g*||s.
(U & g") int schneidet 5o in S und tc in M. Der Schnitt-
punkt X der Strahlen ScS{ und MM ist ein Punkt der
gesuchten Tangentet.

Lineare Festlegung konjugierter Flachentangenten

Auf der grundrissprojizierenden Symmetrieachse z von @
liegen insgesamt vier Punkte von u, ihre Grundrisse sind
Wendepunkte von U’ und ihre Tangential ebenen grundriss-
parallel. Wir greifen den elliptischen Punkt W € z heraus
und verallgemeinern den linearen Zugang zur Involution
der Flachentangentenin W.

In W stimmt (wie bei den drei anderen Punkten) die
Flachennormale mit z und den Durchmessergeraden ny
bzw. n. der Schiebkreise b bzw. ¢ durch W {iberein
(Abb. 5). Die Schiebkreise geben also direkt die Normal-
krimmungen zu den Schiebtangenten t, bzw. tc in W an.
Zugleich ist z die gemeinsame Doppelerzeugende der Be-
gleitregelflachen W, und Y.

Abb. 5

Fur die Konstruktion der Tangentet an u in W soll erneut
die Begleitregelflache W benutzt werden. Alle Tangential-
ebenen von ¥ langs der Doppel erzeugenden z sind grund-
rissprojizierend. Die Tangentialebene Gy im Mittel punkt
M von c ist die Leitkreisebene und schneidet T in t,. Die
Spur der asymptotischen Ebene ist tc und das Bild s, der
Spur von 6 durch die Leitgerade gp féallt im Grundrissin
do- Die Strecke WM. entspricht dem Radiusr. des Schieb-
kreisesc und die Strecke M¢Z (mit Z := zNqp) dem Radius
I'p von by.

Auf einer zu tc parallelen Hilfsgeraden g* € t konnen
zur Ubertragung des Teilverhdtnisses WM. : M¢Z beide

6

Strecken eingepasst werden, wozu man bequem den Radi-
us von by auf t. drehen kann und dort die um M. grund-
rissparallel gedrehte Doppelerzeugende (z) mit den Punk-
ten (W), (M¢) = W’ und (Z) benennt. Verschiebt man (W),
(M¢) und (Z) langs by, bis (Z) in Z* auf o liegt, so gehort
der aus (W) verschobene Punkt W* € g* der gesuchten
Tangentet von u an.

Im hyperbolischen Punkt von ¢ auf z verfahrt man anal og.
Beim Paralleldrehen von z muss allerdings berticksichtigt
werden, dass der Flachenpunkt auf der Strecke [M¢,Z]

liegt.

elliptischer Punkt

rzé
\/rl
\/ hyperbolischer Punkt

Abb. 6

WEeil zu jedem €lliptischen oder hyperbolischen Punkt P ei-
ner krummen Flache, deren lokale Krimmung in P durch
zwei konjugierte Flachentangenten t; und t, sowie die zu-
gehorigen Normalkrimmungsradienry und ro gegeben ist,
immer eine in P oskulierende Kreisschiebflache gefunden
werden kann, deren Symmetrieachse z der Flachennormale
in P entspricht, kann gefolgert werden (Abb. 6, Normalriss
eines Punktes mit projizierender Flachennormale):

Satz 2 Ist in einem elliptischen Punk® einer krummen
Flache mit der Tangentialebereein Paar konjugierter
Flachentangentenn undt, mit den zugebrigen Normal-
krimmungeri/r1 und1/r2 gegeben und bilden auerdem
t1 undty; sowie eine weitere Bchentangenté; gepaart
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mit einer Hilfsgeradera eine symmetrische Strahlenin-

volution, dann schneidea, t; und die zutz konjugierte
Flachentangentg (in dieser Folge) aus einer zy paral-

lelen Geradery* C 1 (P ¢ g*) zwei Strecken im Ve#ttnis
rp:ri . Ist P hyperbolisch, schneidex t4 undt; ausg*

zwei Strecken im Ve#ftnis|r, —rq| : rq.

Begleitregelflache der Kreisschiebflache bei
allgemeiner Parallelbeleuchtung

Fur die Untersuchung der allgemeinen Parallelbel euchtung
einer Kreisschiebflache @ wahlen wir eine Lichtrichtung,
gegeben durch den Lichtpfeil I, die weder zur Symmetrie-
ebene 1 von @ noch zu einer der Schiebkreisebenen par-
alel ist. In der aus dem letzten Abschnitt vertrauten Auf-
stellung in Grund- und Aufrisswird | parallel zum Aufriss
angenommen (Abb. 7). Diese Annahme stellt keine Ein-
schrankung der Allgemeinheit dar, da sie durch einen Sei-
tenriss stets zu erreichen ist.

Kreisschiebflache

Begleitregelflache

Abb. 7

Obwohl die Eigenschattengrenze e im Aufriss einiger-
mal3en verschlungen erscheint, sind auch hier, wie schon
bei der speziellen Kontur, die Grundrisshilder der beiden
Zweige von e in doppelter Hinsicht spiegelaffin langs der
Schiebkreisebenenvon ®. Auf die Darstellung von Schlag-
schatten wird verzichtet.

AlsBegleitregelflache von e betrachten wir erneut eine, die
von Durchmessergeraden einer Schiebkreisschar erzeugt
wird. Wahlen wir die Durchmesser der Leitkreisschar ¢;,
so bestehen zwel Leitelemente der Begleitregelflache W,
aus dem Mittenkreis by und der Ferngerade der Leitkrei-
sebenen (Abb. 7). AuRerdem wird im Folgenden gezeigt,
dass W, die Symmetriecbene i von @ nach einer Ellipse
schneidet. Auf diese Weise wird W durch eine dritte Leit-
kurve konstruktiv nutzbar.

Abb. 8

Langsder Schiebkreisewird @ von Kreiszylindern bertihrt.
Die Zylinderachsen sind Tangenten an den jeweiligen Mit-
tenkreis im Mittelpunkt des betreffenden Schiebkreises
(Abb. 8). Legt man den Radius einer Schiebkreisschar b;
und somit den Mittenkreis by fest und variiert die Radi-
en der anderen Schiebkreise ¢j, so andern sich die Lagen
der Durchmessergeraden n¢; durch die Eigenschattengren-
ze e nicht. Das ist einzusehen, wenn der Radius der ¢; ge-
gen Null geht und @ nach by ausartet. Die Lichtstrahlen
umhtllen dann lediglich einen Kreiszylinder durch bg. In
jedem Punkt M € by existiert eine Flachennormaleng die-
ses Lichtzylinders. Nimmt man nun fir ¢ einen Radius un-
gleich Null an, so miissen die Flachennormalen nz, nz von
@ in den Punkten P;,P, := cnezu ng paralel sein. Die
Normalen ng, n; und n, schneiden die Drehachse a; von c.
Somit kann ne a's Normalriss von ng auf die Kreisebeneve
von ¢ gefunden werden.

Alle ng von by sind zur Normalebene v der Lichtstrah-
len parallel und schneiden die Drehachse ayy von bg. Sie
erflllen also - wie die Begleitregelflache des Torus - eine
Netzflache vierten Grades und siebter STURM scher Art.

Warum die Spurpunkte S; der Erzeugenden n; von W in
1 eine Ellipse qp erfullen, kann anhand der Konstruktion
erkléart werden: Errichtet man im Mittelpunkt M¢ von ¢
die Normalebene v der Lichtstrahlen, so schneidet diese
nach einer Geraden h, und die Tragerebene v von ¢ nach
einer Geraden s,. Weil firr alle ¢; die Schnittgeraden s, zu-
einander parallel sind, erfillen die Punkte B; := s, N eine
zu bo perspektiv affine Ellipse by, (Abb. 9).
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AuRerdem sind alle Dreiecke B,S¢,Sp mit Sp:= ngNpein-
ander adhnlich. Daraus folgt, dass ale S eine Ellipse qo
erfullen, die zu by perspektiv affin ist. Affinitatsachse ist
3p0-

Grundriss

Uber die zwei beschriebenen Affinitatsbeziehungen kann
jeder Punkt M € bg mit Tangente nach S. € qg Ubertragen
werden. Ein solcherart verkniipftes Punktepaare ist immer
genau einer Erzeugenden von ¥.zugeordnet. In Abb. 9
wurde diese Uberlegung genutzt, um die Symmetrieach-
se z von ® und den Durchmesser von by in L auf ein Paar
konjugierter Durchmesser von gg abzubilden. Einer dieser
Durchmesser ist dp und zugleich jene Leitgerade, in die qo
ausartet, wenn man den Neigungswinkel der Lichtstrahlen
zur Ebene 1 gegen null gehen lasst. Unabhangig von der
Richtung der Lichtstrahlen bilden df, und I, (der Grundriss
eines Lichtstrahls|o durch Z) sowie by, und c; eine symme-
trische Strahleninvolution. Wir fassen zusammen:

Satz 3 Langs der Eigenschattengrenze einer Kreis-

schiebfiche® unter Parallelbeleuchtung existieren zwei

gleichwertige Begleitregeithen¥y, und ¥, deren Er-

zeugenden Durchmessergeraden jeweils einer Schiebkrei

schar sind. Sie sind von viertem Grad untnfter

STuRrMscher Art. Bei Beleuchtung parallel zur Symmetrie-

ebene vord entarten die Begleitregetithen zu Fichen
vierten Grades und siebter STURMscher Art.

S_

Abb. 10 zeigt zwei Normalrisse der Begleitregel flache We.
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i Leitkreis b,

Abb. 10

Allgemeine Tangente der Eigenschattengrenze

Zu einem algemeinen Punkt P der Eigenschattengren-
ze e einer Kreisschiebflache @ soll die Tangente t von
e konstruiert werden (Abb. 11). Wir wéhlen die Be-
gleitregelflache W, die von Durchmessergeraden der
Schiebkreise ¢; erzeugt wird, und vervollstandigen die
Berthrkorrelation langs der Erzeugenden nc von ¢ in der
Tangentialebene t von P bezliglich P

Der Schlagschatten Ps in der Symmetrieebene [ ist ein
Punkt der Hauptgeraden h; von t in i AuRerdem ist h,
normal zu ng’. Zu ng gelangt man tiber die Normalebene v
der Lichtrichtung, die den Mittelpunkt M. des Schiebkrei-
ses c von P enthalt. Der Schnittpunkt Sy der Hauptgeraden
hy := vNumit der Drehachse ayy des Mittenkreises by ist
ein Punkt der Normalen ng := SM..

Die Tangentialebene oy von W, in M¢ wird durch nc und
die Tangente tpp an by aufgespannt. Die Spur von G in T
ist also die Schiebtangente ty, des Schiebkreises b durch P.
Die zweite Schiebtangente t; in P entspricht der Spur s.
der asymptotischen Ebene 6.. von nc.

Die Tangentialebene o im Schnittpunkt S; von ne mit der
Leitellipse go C pwird von ne und der Tangente tqo an do
aufgespannt. Weil qo Uber zwei Affinitaten mit den Affi-
nitatsachsen hy (Durchmesser von by in p) bzw. ayg (Dreh-
achse von bg) aus by hervorgeht, kann tqo folgendermafien
bestimmt werden:
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Abb. 11

Die Tangente tyg an by schneidet hg in einem Punkt der
Tangente ty, an die zu by affine Ellipse by in B € hy, by;
gezeichnet wird dasim Grundriss nach Paralleldrehen von
bo nach (bp); tpy wiederum schneidet ay in einem Punkt
von tgo. Die Spur 5o von og in T enthalt den Schnittpunkt C
von tgo und hy.

Eine Hilfsgerade g*||s. und g* € 1 zur Ubertragung des
Teilverhdtnisses TV (S, Mc,P) kann durch C gezeichnet
werden. Dannist C' = S¢ und M{, := t, N g*. Der Schnitt-
punkt X' der Strahlen Sy := ty, und MM ist ein Punkt
vont'.

2 Schichtenkreisschraubflache

Schichtenkreisschraubflachen konnen als Schiebflachen
erzeugt werden, weil ihre Schichtenkreise eine Schar
schiebungsgleicher Kurven bilden. Die zweite Schar von
Schiebkurven besteht aus zur Mittenlinie schiebungsglei-
chen Schraublinien (vgl. auch [3], S. 144). Somit gehort
die Schichtenkreisschraubflache zwei Flachenklassen an,

Abb. 12

Hilfsflache fur alle Schraubflachen dienen, bei denen der
Querschnitverfugbar ist.

Wir untersuchen die Eigenschattengrenze e einer Schich-
tenkreisschraubflache @ in Grund- und Aufriss. Die Rich-
tung paralleler Lichtstrahlen ist durch den Lichtpfeil | ge-
geben (Abb. 12). Die Flachennormalen langs e schneiden
nach einem bekannten Satz ([8], S. 173 f) die Schrau-
bachsenparallele 1o durch den Drehfluchtpunkt L+ der
Lichtstrahlen. Im Grundriss fallen zu jedem Punkt P von
e die Bilder der Flachennormalen n und der Durchmes-
sergeraden ng des Schichtenkreises k von P zusammen.
Also schneiden die Durchmessergeraden der Schichtkrei-
se langs e ebenfalls|p.

Wir benutzen die Durchmessergeraden als Erzeugende der
Begleitregelflache W langs e. Die drei Leitelemente von
Y sind dann die Ferngerade der Schichtenkreisebenen, die
Mittenschraublinie mp sowie die Schraubachsenparallele
lo.

Satz 4 Bei Parallelbeleuchtung ist die Begleitregétthe
der Schichtenkreisschrauilhe ® ein gerades Konoid,

weshalb besonders knappe Tangentenkonstruktionen mit
der Begleitregelflachenmethode moglich sind. Auf3erdem
kann die Schichtenkreisschraubflache als oskulierende

dessen Leitgerade parallel zur Schraubachse durch den
Drehfluchtpunkt der Lichtstrahlen véuft und dessen
Leitkurve die Mittenschraublinie voh ist.
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In zwei Féllen ist ¥ eine Wendelflache: einmal wenn die
Leitgerade | in die Schraubachse a fallt und zum anderen
wenn lg die Leitkurve mg unendlich oft trifft.

Im Punkt P der Eigenschattengrenze e von @ soll die Tan-
gente t an e konstruiert werden. Wir vervollstandigen die
Berlihrkorrelation langs nk in der Tangentialebene T von
P. Die Tangentialebene oy im Mittelpunkt M von k wird
durch ng und die Schraubtangenteto aufgespannt. Die Spur
tm von oy in T ist eine Mantellinien des Bertihrzylinders
von k und zu tg parallel. Der Spurpunkt Hy, von ty, in der
Frontebene p durch g ist ein Punkt der zu | parallelen Spur
h: von T in . Die Spur s.. der asymptotischen Ebene von
ng ist waagerecht und fallt in die Schichtenkreistangente
tk.

Die Leitgerade lg ist die Striktionslinie von ¥ und spannt
mit ng die Zentraleben&on ng auf (vgl. [5], S. 71f.). Ihre
Spur in T ist die Falltangentef durch T := [N h;. Zentral-
ebene und asymptotische Ebene sind zueinander orthogo-
nal.

Zur Ubertragung des Teilverhaltnisseswird eine Hil fsgera-
de g* C t pardlel zu s. angenommen. Sie schneidet ty, in
M* und f in N*. Der Schnittpunkt X" der Geraden N”N*"/
und M”M*” ist ein Punkt der gesuchten Tangente t an
e. Eine Konstruktiondlinie lasst sich einsparen, wenn g*
durch T gewahlt wird.

AusAbb. 12 kann noch jene einfache Konstruktion heraus-
gelesen werden, die auf die Wendetangenten von € filhrt.

Schlussbemer kungen

Die Untersuchung der Schiebflachen zeigt, dass eine kon-
struktiv verwertbare Begleitregelflache nicht immer aus
der Normalenkongruenz der untersuchten Flache @ her-
ausgeschalt werden kann. Fir die Festlegung einer brauch-
baren Begleitregelflache ist vielmehr die kinematische Er-
zeugung von @ ausschlaggebend. Bei den Schiebflachen,
wie auch im noch ausstehende Teil zur Zentralbeleuch-
tung, fuhrt der Losungsweg fir die Tangentenkonstruktion
Uber eine genaue Analyse der Punktkonstruktion.
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Die Kreisbiischel in der isotropen Ebene

Pramen kruZnica u izotropnoj ravnini
ABSTRACT

Promatraju se izotropne kruznice u modelu izotropne rav-
nine s apsolutnom figurom (f,F) u kona¢nosti. U uspored-
bi s euklidskom ravninom, u kojoj je pramen kruZnica mo-
guce zadati samo na pet razli¢itih nacina, pokazuje se da
je u izotropnoj ravnini to mogude udiniti na devet nadina.
Konstruira se po jedna kruZnica za svaki od zadanih pra-
menova.

Kljuéne rijeti: geometrija, izotropna ravnina, izotropna
kruZnica

Einleitung

Bei der Kurvenuntersuchungin einer projektiv-metrischen
Ebene spielen immer die sogenannten zirkulare Kurvendie
wichtige Rolle. Die Kreise sind die einfachsten zwischen
solchen Kurven. Bekanntlich kann ein Kreis in der eukli-
dischen Ebene auf die folgende Weise eindeutig gegeben
sein:

1. durchdrei verschiedenereelle Punkte

2. durch einen reellen und ein Paar konjugiert ima-
ginare Punkte

3. durch einen einfachen und einen zweizuzahlenden
Punkt

4. durch einen Punkt und Kreismittel punkt.
5. durch eine Tangente und Kreismittel punkt.

Ein Kreisbiischel (bzw. eine Kreiseschar) in der gleichen
Ebene kann auf die folgende Weise gegeben sein:

1. durch zwei verschiedenereelle Punkte

2. durch ein konjugiert imaginares Punktepaar
3. durch einen zweizuzahlenden Punkt

4. durch eine zweizuzahlende Tangente

5. durch den Mittel punkt.

Pencil of circles in isotropic plane
ABSTRACT

The model of an isotropic plane with absolute figure (f,F)
in finiteness is studied. In comparation with Euclidean pla-
ne, where pencil of circles can be set only on five different
ways, it is shown that in an isotropic plane it can be done
on nine ways.

A circle is constructed for every given pencil

Key words: geometry, isotropic plane, isotropic circle

MSC 2000: 51N99, 51M15

In der isotropen Ebene geschieht etwas anders. Es existie-
ren mehrere Moglichkeiten um einen eideutigen Kreiswie
auch ein Kreisbiischel aufzugeben.

Dieisotrope Kreisbhlischel und Kreisescharen

Sei durch die Absolutfigur (F, f) ein endliches Modell der
isotropen Ebene gegeben. Jeder Kegelschnitt der in einem
solchem Modell die Gerade f im Punkt F beriihrt, heisst
der isotrope Kreis Einen isotropen Kreis kann man auf die
folgende Weise aufgeben:

1. durchdrei verschiedene reelle Punkte

2. durch einen reellen und zwei konjugiert imaginaren
Punkten

3. durch einen einfachen und einen zweizuzahlenden
Punkt

4. durch drei verschiedene reelle Tangenten

5. durch eine reelle und zwei konjugiert imaginaren
Tangenten

6. durch eine einfache und eine zweizuzahlende Tan-
gente.

11
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Ein Kreisbiischel bzw. eine Kreiseschar in der isotropen
Ebene kann man auf neun verschiedene Weisen wie folgt

bestimmen (sieh die Tabelle):
1. durch zwei verschiedene reelle Punkte
2. durch ein konjugiert imaginares Punktepaar

3. durch einen zweizuzahlenden Punkt
(Beruhrungskreistische)

4. durch zwel verschiedene reelle Tangenten

5. durch ein konjugiert imaginares Tangentenpaar

12

Tabelle

. durch eine zweizuzahlende Tangente

(Beruhrungskreiseschar

. der Buschel der Kreise, diesichim F oskulieren und

noch einen gemeinsamen Punkt durchlaufen
(Oskulationskreistische)

. der Buschel der Kreise, diesichim F oskulieren und

noch eine gemeinsame Tangente beriihren
(Oskulationskreiseschpar

. der Buschel der Kreise, diesichim F hyperoskulie-

ren (Hyperoskulationskreisischel)
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Es wird interessant vorzuzeigen wie man einen isotro-
pen Kreis jedes Biischels bzw. Schar konstruktiv erreichen
kann.

1. Sei der Kreisbuschel durch zwei verschiedene reel-
le Punkte A und B gegeben (Fig. 1). Jeder beliebige
Punkt C (C ¢ f, AB) bestimmt einen einzigen Kreis die-
ses Buschels. Den konkreten Kreis k konstruiert man z.B.
als das projektive Erzeugnis der Geradenbiischel (F) und
(A). Jeder beliebige Punkt D dieses Kreises wurde durch
die projektive Vervollstandigung der projektiven Gera-
denbuischeln (F) und (A) mittels der perspektiven Punk-
tereihen (m) und (n) konstruiert.

2. Ein Kreisbiischel wird durch ein konjugiert imaginares
Punktepaar gegeben. Es wird as das Doppel punktepaar
der elliptischen Involution an der Gerade p dargestellt.
Diese Involution wird in der Fig. 2. mittels des Laguerre-
punktesL gegeben ([1],[2]). Sei C (C ¢ f, p) einbeliebiger
Punkt, der einen konkreten Kreis des Buischels bestimmt.
Einweiterer Punkt E dieses Kreiseswurde mittels Pol aritat
konstruiert. Sind namlich an einer Geraden zwei Punkte
polar zugeordnet in bezug auf einen Kegelschnitt, bilden
sie einen harmonischen Quadrupel mit den Schnittpunk-
ten dieser Geraden und diesem Kegelschnitt. Der Punkt G
wird mittels (FCBG) = —1 konstruiert, ebenso die Polare
b = B1G des Punktes B. Die Polare a des Punktes A schnei-
det die Gerade b im Punkt P, der stellt den Pol der Geraden

Figur 2.

p dar. Mittels des Punktes P konstruiert man den vierten
harmonischen Punkt E an der Geraden a, der ein weiterer
Realpunkt des gegebenes Kegelschnittes wird. Der Punkt
D wurde auf die gleiche Weise bestimmt. Jeden weiteren
Kreispunkt konstruiert man gleich wie beim Fall 1.

3. Fdlen die Punkte A und B zusammen, wird
das Kreisbiuschel durch die Tangente a; und ihren
Berthrungspunkt A = B bestimmt (Fig. 3). Jeder beliebi-
ge Punkt C (C ¢ f,a;) bestimmt einen einzigen Kreis aus
dem Kreisbiischel, der wird ebenso wie beim Fall 1. kon-
struiert.

4, DieKreiseschar ist durch zwei verschiedenereelle Tan-
genten a und b gegeben (Fig. 4). Eine weitere beliebige
Tangente ¢ bestimmt einen einzigen Kreis aus der Schar.
Die Konstruktion eines konkreten Kreises lauft dual mit
dem Fall 1.

13
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5. Mit einem Paar der konjugiert imaginaren Kreistangen-
ten wird in der Fig. 5. eine Kreiseschar gegeben. Die ima-
ginéren Kreistangenten wurden a's die Doppel geraden des
elliptischen involutorischen Geradenbiischels (P) darge-
stellt. Dieses Geradenbiischel wurde durch zwei involutori-
sche Geradenpaare (a,a1), (b, b1) bestimmt. Eine beliebige
Tangente n bestimmt einen einzigen Kreis aus der Schar.
Durch die mit dem Fall 2. duale konstruktive Verfahrungs-
weise bestimmt man die Tangente r dieses Kreises.

Figur 5.

6. Durch eine zweizuzahlende Tangente a = b und ihren
Bertihrungspunkt A = B wird eine Kreiseschar in der Fig
6. gegeben. Mit einer beliebigen Tangente ¢ ist ein ein-
ziger Kreis der Schar bestimmt. Eine weitere Tangente d
des gegebenen Kreises konstruiert man mittels der Ver-
vollstandigung der projektiven Punktereihen (f) und (a).
Diese Konstruktion ist im ganzen dual mit der Konstrukti-
on beim Fall 3.
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7. Um ein Oskulationskreisbiischel zu erreichen sollte
man, beispielsweise, die drei nicht kollinearen Punkte A,
B und C eines beliebigen Kreises ¢ nehmen und mittels
dieses Kreises einen neuen Kreis ¢, konstruieren, so dass
dieser den Kreiscim F oskuliert und noch in einem weite-
ren Punkt A schneidet (Fig. 7.). Dieser Kreis c; wird mit-
tels einer Elation des Kreises ¢ konstruiert. Als die Ela-
tionsachse nimmt man die Gerade f und das Elations-
zentrum ist im Punkt ABN f = S. Mittels der Elation e
(S,0= f,B,B1 = A), wobei dem Punkt B der Punkt B; = A
zugeordnet ist, wird die Konstruktion desKreises ¢, durch-
gefuhrt.

Lauft der Punkt B den Kreis ¢ durch, andert sich das Punk-
tepaar (B,B1 = A) und lauft dabel das Elationszentrum
Sec f der Gerade f durch. Jede solche Elation bestimmt
einen neuen Kreis des Oskul ationskrei shiischels.

Figur 7.

8. Die Oskulationskreiseschar kann z. B. so gegeben sein,
dass die Kreise, ausser dem Oskulationspunkt F, noch ei-
ne gemeinsamme Tangente a besitzen. Der Kreis c in der
Fig. 8. bertihrt die Gerade a im Punkt A und als noch ei-
ne Tangente die Gerade b besitzt. Mittels einer Elation e
(S= fna,o= f,b,bs), wobei man alsb; immer eine neue
Tangente auswahlt, konstruiert man jeden neuen Kreis der
Kreiseschar.
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9. In der Fig. 9. wurde ein Hyperoskulationskreishiischel
mit dem Bertihrungspunkt F dargestellt. Alle Kreise dieses
Buschels wurden durch die Elation e (S=F,0 = f,A A1)
eines gegebenen Kreises ¢ konstruiert, wobei dem Punkt
A € cjedesmal ein anderer Punkt A; zugeordnet ist. (Ganz
analog konnte man eine Hyperoscul ationskrei seschar be-

trachten.)
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Strucni rad
Prihvateno 9. 6. 2004.

Rasjedi

Faults
ABSTRACT

The faults are basic structural units of lithosphere. They
begin to create by the cracking and moving of the rocks be-
cause of the gravitation, expansion or compression forces.
Two blocks of the rocks are formed, fault walls - hanging
wall and foot wall, which are moving along the fault plane.
In view of the moving of the hanging wall with respect to
the foot wall, we distinguish the normal fault and the re-
verse fault. In the projection with heights, the normal fault
and the reverse fault with two profiles are shown.

Key words: projection with heights, fault, fault plane,
fault walls

MSC 2000: 51N05

Rasjedi
SAZETAK

Rasjedi su osnovne strukturne jedinice litosfere. Nastaju
pucanjem i pomicanjem dijelova stijenske mase pod utje-
cajem sila gravitacije, ekspanzije ili kompresije. Stvaraju
se dva stijenska bloka, krila rasjeda - krovinsko i podin-
sko krilo koji se pomi&u duZ rasjedne ravnine. Ovisno o
pomicanju krovinskog krila prema podinskom razlikujemo
normalne i reverzne rasjede. U kotiranoj projekciji dan je
prikaz normalnog i reverznog rasjeda s dva profila.

Kljuéne rijeéi: Kotirana projekcija, rasjed, rasjedna ravni-
na, krila rasjeda

Rasjedisu osnovne jedinice litosfere [5], tvrdog plasta
Zemljine kore, koje nastgju pucanjem i pomicanjem
dijelova stijenske mase pod utjecajem sila gravitacije,
ekspanzijeili kompresije. U trenutku kad pritisak neke od
ovih sila nadjata elasticnost stijena, dolazi do njihova pu-
canjai stvaranja dvaju stijenskih blokova - krila. Krilase
poCinju kretati duz rasjedne plohe - paraklazekoja moze
biti uspravnaili nagnutau razlicitim smjerovima [1].

Krilo iznad nagnute paraklaze naziva se krovinskim a ono
ispod podinskim(Slika 1) [5]. S obzirom na kretanje

JASNA KOS -MODOR, EMA JURKIN

krovinskog krila prema podinskom uz nagnute paraklaze
ragedi se dijele nanormalnei reverzne [1].

paraklazz;\
podi_nsko a krgyipsko
krilo krilo

. .

-

Slika 1

Kod normalnih rasjedadolazi do spustanja krovinskog
krila u odnosu na podinsko (Slika 2) i pri tome obicno do
Sirenjastijenske mase [1]. Obratno, kod reverznih rasjeda
krovinsko krilo se izdiZe, a podinsko spusta (slika 3) pri
Cemu obicno dolazi do koncentracije stijenske mase [5].

podins:ko
krilo;

Slika3
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a) b)
60° 30°
60°

45°¢ 30°

Polozaj paraklaze odreduje se kao kod slojeva pruzanjem,
smjerom nagibai kutom nagiba [2] i [3].

Pomicanje krila po paraklazi moze biti u razliCitim smje-
rovima. Ako se pomicanje krila vra okomito na pruzanje
paraklaze, dolazi do medusobnog horizontalnog udalja-
vanjaili priblizavanjakrila- hoda rasjedate njihovaver-
tikalnog udaljavanja - skoka rasjeddslike 2 i 3, h - hod
rageda, s- skok rageda).

Slika4

M 1:125

a) b)
60 30° D
45

30°
Slika5

Kod nekih rasjeda javlja se samo horizontalni pomak krila
duz paraklaze. Takvi ragiedi nazivgju se horizontalnimili
transkurentnim[1].

Ako se pretpostavi da su paraklazai stijenke podinskog i
krovinskog krila potpuno ravne plohe, rasjed se mozZe geo-
metrijski prikazati pomotu triju ravnina: ragedne ravnine
ili paraklaze oo i dviju krilnih ravnina B1 i B2 koje nakon
kretanja krila po paraklazi ostaju paralelne (sika2i 3).

Im
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Paraklazai krilneravninemogu biti nagnute pod bilo kojim
kutom prema horizontalnoj ravnini. Najpogodnija metoda
za prikazivanje ragieda je kotirana projekcija [4]. Ras-
jedi se zadaju s jednom slojnicom svake ravnine, smje-
rovimapada ravninai njihovim priklonim kutovima (slika
4 - primjeri normalnog rasieda, slika 5 - primjeri reverznog
raseda).

Nadlici 6 prikazan je normalni raged u mjerilu 1:125 ko-
jem paraklaza o, ima prikloni kut 45° dok prikloni ku-
tovi krilnih ravnina 1, B2 iznose 30°. Nakon odredivanja
intervala konstruirane su slojnice ravnina o,B1 i B2 te
presiecnice paraklaze sa krilnim ravninama py, g, i Po.p,»
koje su medusobno paralelne. U tocki 2 presiecnice p, g,
postavljena je projicirgjuca - profilna ravnina e, okimoto
na dojnice paraklaze koja sijeCe svaku od triju ravnina
u jednom pravcu. Nakon prevaljivanja profilne ravnine
u nivo ravninu 2, dobiva se profil rageda kao trodjelna
razlomljena linija. Profil svake ravnine odreden je dv-
jematotkama pa je tako profil paraklaze odreden fiksnom
totkom 2, i totkom u kojoj slojnica4 paraklaze sijece pro-

filnu ravninu. Profil paraklazetrebaproduziti do prevaljene
tocke M presjecnice p,, s, (tockaM,) od koje se dalje nas-
tavlja profil krilne ravnine B1. Profil ravnine 1 odreden
je totkom 6, i fiksnom tockom 2, u kojoj slojnica 2 rav-
nine By sijeCe profilnu ravninu. Profil krilne ravnine B2
odreden je fiksnom tockom 2, presiecnice py g, i preval-
jenom tockom O,. Osim profilne ravnine g1 postavljenaje
i profilna ravnina e, u tocki 6 presiecnice p, g, okomito
na sojnice krilnih ravning, te je profil rageda dobiven
prevaljivanje ravnine €2 U nivo ravninu 6 naisti nacin kao
u prethodnom slucaju. Profil paraklaze odreden je prevalji-
vanjem duZine 6N.

Slika 7 prikazuje reverzni raged u mjerilu 1:100 kod ko-
jeg je prikloni kut paraklaze 60°, a prikloni kutovi krilnih
ravninasu 45°. Slikaje u ovom slucaju sloZenijajer se pro-
jekcije slojnica svih triju ravnina preklapaju pa nato treba
paziti kod odredivanjaprofila. Profilnaravninae; postavl-
jenaje u tocki 6 pregiecnice py g, i prevaljenau nivo ravn-
inu 6, a profilnaravninae, u tocki 4 pregecnice p,g,, pa
je profil rasjeda odreden prevaljivanjem u nivo ravninu 4.

Sika7
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Visualizations of Gaussian and Mean Curvatures
by Using Mathematica

ABSTRACT

The paper gives an overview of the program written in the
language Mathematica which enables colouring of a sur-
face with the colour that is the function of its Gaussian
and mean curvatures, as well as drawing the graphs of
those functions. Ten examples of visualizations obtained

Vizualizacije funkcija Gaussove i srednje zakrivlje-
nosti u programu Mathematica

SAZETAK

U radu je dan prikaz programa, pisanog u jeziku Ma-
thematica koji omogucuje bojanje plohe bojom koja je
funkcija njene Gaussove ili srednje zakrivljenosti kao i cr-
tanje grafova tih funkcija. Dano je deset primjera vizual-
izacija dobivenih pomodu tog programa.

by the use of that program are presented. Clanak je mali ulomak iz studentskog rada [7] koji je 2004.
The article is a small extract from the students’ paper godine nagraden Rektorovom nagradom.

which was awarded Rector’s Prize in 2004.

Kljuéne rijec¢i: Gaussova zakrivljenost, ploha, srednja za-
Key words: Gaussian curvature, mean curvature, sur- krivljenost, vizualizacija

face, visualization

MSC 2000: 53A05

Akademske godine 2003/04 Sanja Hak i Mario Uros,
tadaSnji studenti Cetvrtei trece godine Gradevinskog fakul-
teta SveuCiliStau Zagrebu, napisali su rad Gaussova i sred-
nja zakrivljenost ploha - vizualizacije u programu Mathe-
matica Voditeljica rada bila je Sonja Gorjanc, a rad je
nagraden Rektorovom nagradom. Ovgj je ¢lanak mali iz-
vadak iz te radnje.

gdie su x,y,z: u — R reane funkcije klase c(u) tj.
imaju neprekidne prve parcijalne derivacijena u .

Skup tocaka euklidskoga prostora

F={T e R3|T = (x(u,v),¥(u,v), 2(u,V)), (u,V) € u} @

nazivamo plohom a uredeni par (u,r) parametrizacijom
plohe 7 .

Ploha # moze se zadati i stri parametarske jednaitbe

1 O plohama euklidskoga prostora X=xuv), y=yuv), z=zuyv) (€)

gdiesux,y,z: u — R diferencijabilne skalarne funkcijeiz

Ovdje dagjemo neke osnovne definicije iz podrucja dife- jednakosti (1).

rencijalne geometrije ploha koje se uz znatno detajnija
objasnjenja nalaze u drugom i tretem poglavlju radnje [7, 'z
str. 10-37] pri Cijem su pisanju autori koristili sljedetu li-
teraturu: [1], [5], [6], [8], [9].

1.1 Parametrizacijai singulariteti ploha r»(:f;' l/

Nekaje 1 C R? otvoren i povezan skup (podrugje) i neka
jer : u — R3 vektorskafunkcija danaformulom

Slika 1: @ je najeste pravokutno podrudje u R?. Vek-
torska funkcija r preslikava tocku podrucja « u radij-

r(u,v) = X(u, V)i +y(u,v)j + z(u, v)K, (1) vektor tocke T plohe .
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Zatotku T plohe 7 koja odgovara paru (Ug,Vo) kazemo
daje regularna t@ka parametrizacijé¢ u ,r) ako je

ru(Uo, Vo) X ry(Uo, Vo) # 0. 4

Zatotku T plohe 7 koja odgovara paru (Ug,Vo) kazemo
daje singularna t@ka parametrizacijéu,r) akoje

ru(Uo, Vo) X ry(Ug, Vo) = 0. (5)

Ploha 7 dopusta razliCite parametrizacije. Tocka plohe
koja je singularna za jednu parametrizaciju ne mora biti

singularnai za ostale njezine parametrizacije. Za plohu ¥

kaZzemo da je regularnaako svaka njezinatotkaimau #

okolinu s regularnom parametrizacijom. Zatotku S€ 7

kaZzemo daje singularna t@&ka ploheako je onasingularna
toCka svake njezine parametrizacije.

1.2 Tangencijalnaravninai normala

U svakoj regularnoj tocki T plohe ¥, koja odgovara
parametrima (up, Vo), postoji jedinstvena tangencijalna
(dirna) ravninacija je vektorskajednanzba:

t=r(uo,vo) +p1ru+parv, p1.p2€R. (6)

Tangente onih krivulja na plohi ¥ koje sadrZe regularnu
tocku T leZe u tangencijalnoj ravninite tocke. U singu-
larnim totkama plohe, u kojimaje ry x ry = 0 za svaku
parametrizaciju (r, u), takve tangente formiraju tangenci-
jalne stosce onog reda koliki je stupanj viSestrukosti sin-
gularne tocke. Ti se tangencijalni stosci mogu raspasti na
ravnine od kojih neke mogu biti i viSestruko brojene. Ako
su sve tocke neke krivulje na plohi singularne onda takvu
krivulju nazivamo singulanom linijorrplohe.

Vektor
FyXry

np= ———-
lruxryll

()

je jedinitni vektor normaleu regularnoj tocki plohe i
okomit je natangencijalnu ravninu.

a b ¢

Slika2: (a) Tangencijalnaravninai normalau regularnoj
tocki. (b) Dvostruka totka s tangencijalnim stoScem. (c)
Dvostruki pravac plohe duz kojeg se tangencijalni stozac
raspada na dvije ravnine.
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1.3 Gaussova i srednja zakrivljenost u regularnoj

tocki plohe
Kvadratnu formu
Edi + 2F dudv+ Gdv (8)
gdieje
E == ru . ru,
F= ry-Ty, (9)
G=ry-ry

nazivamo prvom osnovnom diferencijalnom formom plohe

Ona predstavlja kvadrat elementa duljine luka krivulje
na plohi, odnosno kvadrat udaljenosti dviju ”beskonatno
bliskih” to€aka (u,v) i (u+ du,v+ dv) plohe. Za odredenu
tocku T na plohi koeficijenti E, F, G imaju konstantnu
vrijednost, dok se diferencijali dui dv mijenjaju ovisno
o krivulji koja se promatra.

Kvadratnu formu

Ldw? +2M dudv+ Ndv. (10)
gdjeje

L =ryu-No,

M = ru\/' I’]o, (11)
N=rw-ng

nazivamo drugom osnovnom diferencijalnom formom

plohe Onaizrazavaglavni dio odstupanjakrivulje naplohi
od tangencijalne ravnine pri pomaku od diraliSta u njemu
“beskonacno blisku” totku. Za odredenu tocku T na plohi
koeficijenti L, M, N imaju konstantnu vrijednost, dok se
diferencijali dui dv mijenjaju prema krivulji koja se pro-
matra.

Nekaje # regularnaplohai T(u,v) € 7.

Gaussova zakrivljenost plohe # u tocki T(u,v) dana je
relacijom

LN —M?
K(u,v) = EG_FZ (12)
Srednja zakrivljenost plohe # u tocki T(u,v) dana je
relacijom

H(u,V) = %(EN—ZMF—FGL

EG F2 ) (13)
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2 Prikaz Mathematicabiljeznice

Mathematicaje svestran programski sustav i programski
jezik za izradu matematickih i drugih aplikacija. Moze
se primijenjivati kao numericki i simbolicki kalkulator,
sustav za vizualizaciju funkcija i podataka, visoko razvi-
jeni programski jezik, okolina za modeliranjei analizu po-
dataka, sustav za reprezentaciju znanja, softverska plat-
forma za pokretanje drugih aplikacija itd. Program se sa-
stoji od dvaosnovnadijela: ujezgri (kerne) odvijase samo
racunanje, dok se u grafickom sucelju (front eng vrse
ulaznolizlazne operacije, odnosno pripremanje ulaznih po-
datakai prikazivanjerezultatadobivenihod jezgre. Osnov-
ni format datoteka koje se koriste u Mathematicinaziva
se biljeznicom (notebook Biljeznice imaju razgranatu
hijerarhijsku strukturu, te osim inputa i outputa mogu
sadrZavati tekst, matematiCkeizraze, slike, animacije, zvuk
i linkove nadruge sadrzaje.

Knjiga [6] krasan je primjer upotrebe Mathematiceu di-
ferencijalnoj geometriji, iz nje smo preuzeli i idgju za vi-
zualizaciju funkcija zakrivljenosti. Ovdje dajemo prikaz
Mathematicabiljeznice u kojoj su za varijabilnu vektorsku
funkciju dviju varijabli definirane funkcije Gaussove i
srednje zakrivljenosti, definicije se mogu nati i u knjizi [6,
str. 394]. Na primjeru rotacijskog paraboloida prikazno je
kako se tako definirana funkcijamoze koristiti pri vizuali-
zaciji svojstava srednje zakrivljenosti.

Vektorsku funkciju x : u — R3 koja odreduje
parametrizaciju neke plohe moZe se, u programskom
Jeziku Mathematicadefinirati na sljedeci nacin:

x[u_,v_1:={x1lu,v],x2[u,v],x3[u,v]}

gdje su skalarnefunkcijexl, x2i x3 diferencijabilnena « .

Koeficijente E, F, G prve osnovne diferencijalne forme
(koje temo u Mathematicinazivati ee, £, gg) mozemo na
temelju jednakosti (9), za varijabilnu vektor§<u funkciju x,
definirati na sljedeti nacin:
ee[x_][u_,v_]:=
FullSimplify[D[x[uu,vv],uul.D[x[uu,vv],uul/.
{uu->u,vv->v};
fflx_Jlu_,v_]:=
FullSimplify[D[x[uu,vv],uu] .D[x[uu,vv],vv]]/.
{uu->u,vv->v};
gglx_Jlu_,v_1:=
FullSimplify[D[x[uu,vv],vv].D[x[uu,vv],vv]]/.
{uu->u,vv->v};

Nadalje, definicijajedinitnog vektoranormale (7) je

NO[x_][u_,v_]:=
FullSimplify[Cross[D[x[uu,vv],uul,D[x[uu,vv],vv]l]l/
Sqrt [Cross[D[x[uu,vv],uul ,D[x[uu,vv],vv]].
Cross[D[x[uu,vv],uul ,D[x[uu,vv],vv]]11]/.
{uu->u,vv->v}

a definicije koeficijenata druge diferencijalne forme, na
temelju jednakosti (11) su:

11[x_][u_,v_]:=
FullSimplify [D[x[uu,vv],uu,uu] .NO[x] [uu,vv]]/.
{uu->u,vv->v};
mm[x_][u_,v_]:=
FullSimplify [D[x[uu,vv],uu,vv].NO[x] [uu,vv]]/.
{uu->u,vv->v};
nnl[x_J[u_,v_]:=
FullSimplify[D[x[uu,vv],vv,vv].NO[x] [uu,vv]]/.
{uu->u,vv->v};

Sada je, u programskom jeziku Mathematica na temelju
jednakosti (12) i (13) moguce definirati funkcije Gaussove
I srednje zakrivljenosti (koje temo oznatiti GZ | SZ) zabilo
koju funkciju x.

GZ[x_1[u_,v_]:=
FullSimplify[(11[x] [uu,vv]*nn[x] [uu,vv]
-mm [x] [uu, vv]*mm[x] [uu,vv])/
(ee[x] [uu,vv]*gg[x] [uu,vv]
-£f [x] [uu, vv]*£f [x] [uu,vv])]/.
{uu->u,vv->v}

Szlx_1[u_,v_]:=
FullSimplify[1/2(ee[x] [uu,vv]*nn[x] [uu,vv]
-2mm [x] [uu, vv]*£f [x] [uu, vv]+gg[x] [uu,vv]*11[x] [uu,vvl)/
(ee[x] [uu,vv]*gg[x] [uu,vv]-£f [x] [uu,vv]*££f [x] [uu,vv])]/.
{uu->u,vv->v}

Ove nam defini cije omogucuju strojno racunanje Gaussove
i srednje zakrivljenosti na plohi, kao i crtanje grafovatih
funkcija. Na primjer, nakon u€itavanja gornjih defini-
cija, za rotacijski paraboloid s eksplicitnom jednadZbom
z=x? 4 y? to izgleda ovako:

In[10]:= par[u_,v_]:={u,v,u"2+v"2}

In[11]:= GZ[par] [u,v]
Out[11]= 4/(1+4u~2+4v~2)"2

In[12]:= SZ[par] [u,v]
Out [12]= (2+4u~2+4v"2)/(1+4u~2+4v~2) "~ (3/2)

Naredba za crtanje grafa funkcije srednje zakrivljenosti
definiranog paraboloidaje sljedeta:

In[13] := Plot3D[SZ[par] [u,v],{u,-1,1},{v,-1,1},
BoxRatios->{1,1,1},PlotPoints->40]

1

Out[13]= - SurfaceGraphics -
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U programu MathematicamoZe se Koristiti perioditka
funkcija boje Hue Period joj je 1, a podrucje vrijednosti
boje spektra. Definiranaje nasljedeti nacin:

|l N1 11
0 0.1 0.3

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.2

Ta funkcija omogucuje prikaze ploha obojane bojom koja
je funkcija njihove Gaussove ili srednje zakrivljenosti. S
takvih slika ne moZe se oCitavati tocna vrijednost zakriv-
ljenosti plohe u pojedinim tockama, ali one vrlo dobro
vizualizirgju “ponasanje”’ funkcija na plohi. Na djedetoj
je dici prikazan paraboloid obojan bojom koja je funkcija
njegove srednje zakrivljenosti Hue(S2).

In[14]:=

ParametricPlot3D[

Append [par [u,v] ,Hue [SZ[par] [u,v]]]//Evaluate,
{u,-1,1},{v,-1,1},Lighting->False,PlotPoints->40]

Out[14]= - Graphics3D -

U okviru svog rada na IT projektu® V. Benic i S. Gor-
janc, s Gradevinskog fakulteta u Zagrebu, oblikovali su, na

temelju izlozenog principa, interaktivnu webMathematica

datoteku za crtanje grafovafunkcija Gaussovei srednje za-
krivljenosti te prikazivanja ploha obojanih bojom koja je
funkcijatih zakrivljenosti. Datoteka je dostupnana adresi:
http://www.grad.hr/itproject math/Links/webmath/

3 Primjeri vizualizacija

Primjer 1. Parametrizacija elipsoida sa sredistem u
ishodistu je
(u,v) — (acosusinv,bsinusinv,ccosv)

(u,v) € 10,2r) x [0,7), ab,ceR" (14)

Singularne tocke ove parametrizacije su (0,0, £c).

Ako su brojevi a, b, i ¢ medusobno razliciti elipsoid nazi-
vamo troosnim AKko je a = b # ¢ elipsoid je rotacijski i
to spljoSteniukoliko je a > ¢, odnosno izduzeniukoliko je

a < c. U ducgu kada je a = b = ¢ parametrizacija (14)
odreduje sferupolumjeraa.

Funkcija Gaussove zakrivljenosti troosnog elipsoida dana
jeformulom

4a2h?c?
(2a2b2 cos?v + c2(a2 + b2 + (b? — a2) cos2u) sin?v)2

Funkci]ja Gaussove zakrivljenosti rotacijskog elipsoida
danaje formulom

4c?
(a2 +c?+ (a—c)(a+c)cos2v)?’

(15

(16)

dok je Gaussova zakrivljenost u svakoj tocki sfere polu-
mjeraa jednaka1/a?.

Slika3: Nadlici suza

(a) troosni elipsoid, (a=2.5,b=4,c=2),

(b) spljosteni rotacijski elipsoid, (a=2,c=1) i

(c) sferu(a=1),

dani prikazi plohaobojanih bojom Hue(GZ) te grafovi nji-
hovih funkcija GZ (funkcija GZ definiranaje u inputu na
prethodnoj stranici).

10dabrana poglavlja geometrije i matematike za buduce inZenjere obradena pomotu Mathematice- projekt primjene informacijske tehnologije MZT

RH, 2003/24.

24



KoG-8-2004

S. Hak, S. Gorjanc, M. Uros: Vizualizacije funkcija Gaussove i srednje zakrivljenosti.....

Primjer 2. Promatramo parametrizaciju hiperbolickog
paraboloida kod koje su parametarske krivulje (uili v su
konstante) pravci

(U,v) — (U, v,u-v)  (u,v) € R?, (17)

Zatako parametriziranu plohu funkcije Gaussovei srednje
zakrivljenosti dane su formulama:

1

K(U,V) = —m, (18)
uv

Slika4: Nasdlici su za hipar s parametrizacijom (17), za
podrucje (—2,2) x (—2,2), dani sljedeti prikazi:

(a) Ploha obojanabojom Hue(GZ).

(b) Graf funkcije Gaussove zakrivljenosti hipara (18).

(c) Ploha obojanabojom Hue(3S2).

(d) Graf funkcije srednje zakrivljenosti hipara (19).

Primjer 3. Parametrizacija kruznog konoida 4. reda
(primjer opisan u [4]) je:

(u,v) — (cosu,sinu(1—v),v), (u,v) € (0,2r)xR. (20)

Zatako zadanu plohu funkcije Gaussove i srednje zakriv-
ljenosti dane su formulama:

cosfusin?u

K(u,v) = — - - )
V) ((v—1)2cos2u+ sinfu+sin*u)?

(21)

Huy) = (V—1)(1+ (2+ cog 2u)sin®u) 22)

2((v—1)2cos?u+sinfusinu)3/2’

Slika5: Nadlici su zakonoid s parametrizacijom (20), za
podrucje (0,2r) x (—2,1), dani sljedeti prikazi:

(a) Ploha obojanabojom Hue(GZ).

(b) Graf funkcije Gaussove zakrivljenosti (21).

(c) Ploha obojanabojom Hue(S2).

(d) Graf funkcije srednje zakrivljenosti (22).

Pravac paralelan s osi x (v = 1, u € R) singularna
je linija plohe s parametrizacijom (20). To je dvostruki
pravac ove plohe i u svakoj njegovoj tocki postoje dvije
tangencijalneravnine. U tim totkama funkcije Gaussove i
srednje zakrivljenosti nisu definirane, o se jasno vidi na
njihovim grafovima (slika5b i 5d).

Primjer 4. Regularna ploha danaje parametrizacijom:

(u,v) — (u,Vv,cosucosv), (u,v) € R?, (23)

Njezine funkcije Gaussovei srednje zakrivljenosti dane su
formulama:

2(cos2u+ cos2v)

K(u,v) = —
(uv) (cos2u cos2v — 3)2’

(24)

H(uV) = 2C0sucosV(Cos2u + cos2v — 6)
" (6—2c0s2u cos2v)3/2

(25)
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Slika6: Nasdlici suzaplohu s parametrizacijom (23), za
podrugje (—m, ) x (0,2r), dani sljedeti prikazi:

(a) Ploha obojana bojom Hue(GZ).

(b) Graf funkcije Gaussove zakrivljenosti (24).

(c) Ploha obojanabojom Hue(S2).

(d) Graf funkcije srednje zakrivljenosti (25).

Primjer 5. Plohaje dana parametrizacijom

(u,v) — (u,v,—coshuv),
(uv) € (=1,1) x (=1,1). (26)

Slika7:

(a) Ploha s parametrizacijom (26).

(b) Ploha (26) obojanabojom Hue(GZ).
(c) Ploha (26) obojanabojom Hue(S2).

Primjer 6. Parabolicki konoid 3. reda (detaljno obraden u
radu [3]) dan je parametrizacijom

(u,v) — (u,v,0.5(v> — 1)(3—u))
(u,v) € (1,5) x (—2,2). (27)

26

Slika 8:

(a) Plohas parametrizacijom (27).

(b) Ploha (27) obojanabojom Hue(GZ).
(c) Pioha (27) obojanabojom Hueg(S2).

Primjer 7. Plickerov konoid 4. reda dan je parametrizaci-
jom

(u,v) — (vcosu,vsinu,2sinu),
(u,v) € (0,21) x (—2,2). (28)

Slika 9:

(a) Ploha s parametrizacijom (28).

(b) Ploha (28) obojanabojom Hue(GZ).
(c) Ploha (28) obojanabojom Hue(S2).

Primjer 8. Plohaje dana parametrizacijom

(u,Vv) — (sinu,sinv,cosucosv),
(V) € [-m, @] x [—m, 7. (29)

Slika 10:

(a) Ploha s parametrizacijom (29).

(b) Ploha (29) obojanabojom Hueg(GZ).
(c) Ploha (29) obojanabojom Hue(S2).
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Primjer 9. Plohaje dana parametrizacijom [2] BENIC V., GORJANC S., 2004, "Visualizations of
) ) ) Gaussian and Mean Curvatures by Using Mathemat-

(u,v) = (sinu,sinv,sin(u+V)), ica and webMathematics Proc. of 6th Internacional

(u,v) € (—m,m) x (—m,m). (30) Conference on Applied Informatics, Eger, Hungary

[3] FILIPAN S., GORJANC S., KVASNICKA H., 2000,
“Natkrivanje parabolickim konoidom”, KoG, No. 5,
pp. 57-64.

[4] GoRriaNC S., 2003, Pravtaste ploheweb skripta
(www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/pravcaste/pravcaste.html)

[5] Goetz A., 1970, Introduction to Differential Geome-
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Butterflies in the Isotropic Plane

ABSTRACT

A real affine plane Ay is called an isotropic plane o, if in
A2 a metric is induced by an absolute {f,F}, consisting of
the line at infinity f of Ay and a point F € f. In this paper
the well-known Butterfly theorem has been adapted for the
isotropic plane. For the theorem that we will further-on
call an Isotropic butterfly theorem, four proofs are given.

Key words: isotropic plane, butterfly theorem
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1 Isotropic Plane

Let P,(R) be areal projective plane,f area linein P,, and
A, = P\ f the associated affine plane. The isotropic plane
I2(R) is areal affine plane A, where the metric is intro-
duced with areal line f C P, and areal point F incidental
with it. The ordered pair {f,F}, F € f is called absolute
figure of the isotropic plane I2(R) ([3], [5]). In the affine
model, where

X=X1/X0, Y=X2/Xo, )
the absolute figure is determined by the absolute line =
Xo = 0, and the absolute point F(0:0:1). All projective
transformations that are keeping the absolute figure fixed
form a 5-parametric group

C1,C2,C3,C4,C5 € R (2)
& €4C5#0.

X = C1 + CgX
51 Y=Co+Cax+csy

We call it the group of similaritie®f isotropic plane.

Defining in I, the usual metric quantities such as the dis-
tance between two points, the angle between two lines etc.,
we look for the subgroup of Gs for those quantities to be
invariant. In such away one obtainsthe fundamental group
of transformationsthat are the mappings of the form:

X=0C1+X
Gs { y=Cotcax+y 3

Leptiri u izotropnoj ravnini
SAZETAK

Realna afina ravnina Ay se naziva izotropnom ravninom |
ako je metrika u Ay inducirana apsolutnom figurom {f,F},
koja se sastoji od neizmjerno dalekog pravca f ravnine Az
i totke F € f. U ovom je radu poznati Leptirov teorem
smjeSten u izotropnu ravninu. Za taj teorem, kojeg od
sada nazivamo lzotropnim leptirovim teoremom, dana su
Cetiri dokaza.

Kljuéne rijeci: izotropna ravnina, leptirov teorem

It is called the motion groupof isotropic plane. Hence,
the group of isotropic motions consists of tranglations and
rotations, that is

X=C1+X X=X
{ y==C+y and { y=Cax+y ’

In the affine model, rotation is understood as stretching
aong the y-axis.

2 Termsof Elementary Geometry within I

We will first define some terms and point out some proper-
ties of triangles and circlesin I, that are going to be used
further on. The geometry of |, could be seen for example
in Sachs [3], or Strubecker [5].

I sotropic straight line, parallel points, isotropic distance,
isotropic span

All straight lines through the point F are caled isotropic
straight lines (isotropic lines). All the other straight
lines are simply called straight lines Two points A, B
(A # B) are called parallel if they are incidental with
the same isotropic line. For two no parallel points
A(a1,a2), B(b1,by), the isotropic distances defined by
d(A,B) :=b; —a;. Note that the isotropic distance is
directed. For two paralel points A(az,a2), B(bg,by),
a1 = by, the quantity known as isotropic spanris defined
by s(A,B) := by —ap. A straight line p through two points
A and B will bedenoted by p= AV B, or smply p= AB.
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Invariants of a pair of straight lines

Each no isotropic straight line g C 1, can be written in the
normal formy = ux-v, that is, in line coordinates, g (u, V).
For two straight lines g (ug,v1), g2 (U2, Vv2) the isotropic
angldsdefined by ¢ = £(g1,92) := U — u; . Notethat the
isotropic angleis directed as well. The Euclidean meaning
of the isotropic angle can be understood from the affine
model that is givenin figure 1.

A

ER
Fig. 1
For two parallel straight lines g1 (u1,v1) , g2 (u1,Vv2) there

exists an isotropic invariant defined by ¢ x (91,02) 1= v2 —
v1 (seefig. 2).

Fig. 2

| sotropic normal

An isotropic normalto the straight line g (u,Vv) in the point
P(p1,p2), P ¢ gisanisotropic line through P. Inversely
holds as well, i.e. each straight line g C I is a norma
for each isotropic straight line. Denoting by S the point
of intersection of the isotropic normal in the point P with
the straight line g, the isotropic distance of the point P
fromthelinegisgivenby d(Pg) :=s(SP)=p— s =
p2 —upy — v (seefig. 3).

F A

s(S, P)=p, -8, =Py- Upy- v

30

Trianglesand circles

Under atrianglein |, an ordered set of three no collinear
points {A, B,C} isunderstood. A, B, C are called vertices
and a:=BVC, b:=CVA, c:=AVB sidesof a trian-
gle. A triangleis called allowableif no one of its sidesis
isotropic. Inaallowabletrianglethelengthsof the sidesare
defined by |a| := d(B,C), |b| :=d(C,A), |c| :=d(A,B),
with |a] # 0, |b| # 0, |c| # 0. For the directed angles we
haveo := Z(b,c) #0,B:=Z(c,a) #0,7:= Z(a,b) #0
(seefigure 4).

Isotropic altitudes R, hy, he associated with sides a, b, and
c areisotropic straight lines passing through the vertices A,
B, C, i.e. normalstothesidesa, b, and c. Their lengthsare
defined by |ha| :=s(L(A),A), where L(A) = anh,, etc.
The Euclidian meaning is givenin figure 5.

L.,

ol
>
v

Fig. 5

An isotropic circle (parabolic circle) is a regular 2" or-
der curvein P,(R) which touches the absoluteline f inthe
absolute point F. According to the group Gz of motions
of the isotropic plane there exists in I, a three paramet-
ric family of isotropic circles, given by y = R¥ + ax+
B, R#0, o, €R. Using transformations from Gg,
each isotropic circle can be reduced in the normal form
y=R¥X, R#0. RisaGs invariant and it is called the
isotropic radiusof the parabolic circle.
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3 Thelsotropic Butterfly Theorem The proof isgivenin [3, p. 32].

Theorem 1 (Euclidean version) Let M be the midpoint of
a chord PQ of the circle, through which two other chords
AB and CD are drawn; AD cuts PQ at X and BC cuts PQ lal = [} = H, lha| = [c|B, |ho| = laly, |he| = |b|a
atY. M is also the midpoint of XY . a By

hold for every allowable triangle.

Lemma?2 The relations

This theorem has been proved in a series of books and pa- o
pers (e.g. [1], [2], [4]). The proof isgivenin [3, p. 28].

i i o Lemma 3 Let k be a parabolic circle inJ, a point P&
Theorem 2 (Isotropic version) Let M be the midpoint of I, P¢ k, and S, S two points of intersection of a no

a chord PQ of the parabolic circle, through which two isotropic straight line g through P with k. The product
other chordsAB andCD are drawn;AD cutsPQ at X and f(P):=d(P,S)-d(P,$) doesn’t depend of the line g, but

BC cutsP_Q) atY. M is also the midpoint Y . only of k and P.
Proof 1 The proof isgivenin [3, p. 38].
The point coordinates are:  P(p1,p2), Q(01,02),

. ! ity Let's now continue the proof of the isotropic Butterfl
M (M1, mp), X (x1,X2), Y (Y1,Y2), With pp # 0z, since PQ 0o P P g
isachord and as a such a no isotropic line, wherefrom we According to lemma 1,

derive that x; # y1 # my must be fulfilled as well. Let us

drop perpendiculars hy, hy from X, and g1, g2 from Y on o=/ (Méﬁf)) —o =/ (6?3, —D)) ,
ABand CD. Let’s also denote q
an
d(PM)=d(M,Q) =g, =% =2\ o T
dXM) =[x, d(M.Y) =y, * p=#(PADC) ==« (BABC). (®)
We will
Hi=hiNAM, Hp=h,nDM, g AR S
Gi=gi:NMB, G =g2MMC. p=Z(XM,MA) = = 2 (YM,MB),
and
A — — —
y F V:Z(DM,MX) :v’:é(CM,MY). @)

Let’s apply furthermorelemma 2 on the following pairs of
alowabletriangles:

1st) AAXM & AMBY, 2nd) AXDM & AMYC,

3rd) AAXM& AMYC, 4th) AXDM & AMBY,
marking sides, angles and altitudes as given in figure 7.

v

=
l

N,
1 X

Fig. 6: The Isotropic butterfly theorem in the affine model
Asfirst we need the following:

Lemmal Let P, Q, P#£ Q, be two points on a parabolic
circle k, and A#£ P, A+# Q, any other point on the same

circle k. The isotropic angle = £ (PT& (5&) does not
depend on the position of point A.

v
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1) AAXM — Xl m
—_— - - 9
/(AX,XM) @ u

lh| = |a] - ;

AmBy — WL [l _ bl
/(BY,YM) H B’
lhy| = [b] - ;

Ihd _ Jal
and using marks from fig. 6 we get
Iy o[’
x| [ha
At (8)
vl (g
ond) AXDM = — > _ld_m
/(MX,XD) B v’
lhy[ = |m[- B =[d]-V;

amye = M eI
/(MY,YO) o v
lhy[ = [m[- o= [c|- v;

Il = H and using marks from fig. 6 we have

lhy[ Ic|
x| |he|
X _ el 9
¥~ o ©

Analogously, for the third pair of triangles we get

— = . (10)
2| d(Y,C)

Finally, for the fourth pair of triangles we have
lhz| _d(X,D)
rel_ . 11
@ dEY) -

From (4), (8), (9), (10), (11), and lemma 3 one computes

X2 _ [Pl el _ [hal |he|
2 loil g2l lgal o
d(AX) d(X,D) —d(X,A)-d(X,D)
TdY,C) dB)Y) —d(Y.C)-d(Y.B)
_d(X,P)-d(X,Q)  (p1—X)(q1—X1)
Cd(Y,P)-d(Y,Q  (pr—y1)(@i—y1)

_ (Pr—muA My —Xg) (G — M+ M —X1)
(P1— Mg+ My —y1) (01 — My + My — Y1)

— (s =) (sl x) _ s~ 1% (12)
— (s (=)~ 52—y
2 2 2
X S|”— |X]
M B o =P = =l

y? |-y

32

The solution |x| = —1y|

= d(X,M)=-d(M,Y) =

d(Y,M), wherefrom it follows that points X and Y are par-

alel points, which has been excluded earlier.
So, x| =1y = d(X,M)=d(M,Y).D

Proof 2

Let's use the notation given in (4), that is, d(P,M) =
ly|, aswell as (6)

d(M,Q) =1s,d(X,M)=|x,d(M,Y) =
and (7) for the observed angles.

>
1

Fig. 8

From lemma 3, as shown in (12), we have
d(X,P)-d (I8l +[x) = [x*—[s|.
(13)

Lemma 2 applied on the allowable triangles ADMX and
AAXMyields

(X,Q) =—(Is—[x))

Abmx = 305D _ (iE[i,l\_/lz_) _dM,X)
4<|v|x, XD) b
d(X,D) d(M,X)
= " = B (14)
Anxm— TAX) d(XOZM) = (d(l\j’A)H)
Z( AX, XM
L dAX) _dXM) a5
u o

v
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Lemma4 The sum of the directed sides of an allowable Lemma 1 yields that o =
triangle in > equals zero; the sum of the directed angles of

an allowable triangle in4 equals zero as well.

The proof isgivenin[3, p. 22].

For the allowable triangle AADM, from lemma 4,

V+u+o+p=0 = Pf=—(v+p+o). (16)
Using (13)-(16) together, we obtain

d(X,A)-d(X,0) = ~d (X, M) £ -d(M,X) 5 =
w2 VU N Y
=X i =X
= |x? (1+V7u) =|s?

o(v+p+o)

2
I il CICR TELY) an

oVt o (vt o)

Following the same procedure ((13)-(16)) for the segment
ly| =d(M,Y), dueto the symmetry inv and pin the latter
expression, we'll get exactly same result. So, [x2 = |y|%,
thatis |x| = £|y|, and following the conclusion from proof
Lix=ly =dX,M)=d(M,Y).O

Proof 3
The proof is based on the following:

Lemma5 Ifintwo allowable triangles ind a directed an-

gle of one is equal to a directed angle of the other, then the
areas of the triangles are in the same ratio as the products

of the sides composing the equal angles.

Proof According [3, p. 26] the isotropic area of an allow-
able triangle ABC, A(ag,az2), B(b1,bp), and C(cy,Cp) is
given by

1 1 1
a1b101

Faec = >
ap b2 C2

Let's mark the directed angles as given before in (6) and
(7) (seefigure 6), and let’s observe the allowable triangles
AXMand MY C (figure9).

— —
/ (MA,AX) — o =
/ (Y_C):,CT/I)) , hence, we have to proof the equality:

Faxm d(M,A)-d(AX)
FMYC7 d(YaC)d(CaM)

(18)

A

Fig. 9

For the points A(az,az), C(c1,C2), M (my,mp), X (X1,%2)
andY (y1,Y2), the isotropic areas of the triangles are given
by

1 1 1 1
Faxm = > aa X3 |,
a X2 M
and
1 1 1
Fvyc = > m y1 G
m Yy C

The sides composing the equal angles are d (M,A) =
(a1 —my), d(AX) = (x1—ay), d(Y,C) = (c1—y1), and
d(C,M) = (my —c1). For the directed angles o and o’ we
have

:4(m7—)>()zxz—az_az—mz
X1—ar a—m
a’zé(Y_C),C_)M>:mZ_CZ—CZ_y2
M —-C C—W1
Xp—d P—Mp Mp—C C—V
X1—a a—-M m—C Ci—Y1
X{Mp —XoMy — ayp + @M +agXo —axXy
Y1C2 — Y2C1 — MiC2 + MpC1 + Miy2 — Moy
. a1x17x1m1+m1a17a§
- m1C1*m1Y1+01Y1*C%.

The latter equation can be reach writing extensively equa-
tion (18). O

o=0 =

33
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Let’s apply now lemma 5 on the following pairs of allow-
abletriangles:

AMAX and AYCM =
Fuax _ d(M,A)-d(AX) a9)
Frem d(ch)d(CvM),
ACMY and ADMX =
Femy d(C,M)-d(M,Y) (20)
Fomx  d(D,M)-d(M,X)’
AXDM and AMBY =
Fxom _ d(X.D)-d(D,M) e
Fwey d(M,B)-d(B,Y)’
AY MBand AXMA =
Fwve B d(Y,M)-d(M,B) 22)
5

Fxma  d(X,M)-d(M,A

Fvax Femy Fxow Fyme

(19>'(20).(21>'(22):FYCM Fomx  Fvey FXMAil
d(AX)-d(M.Y) d(X.D)-d(Y.M)
7 AY,0)-dM,X) d(B,Y)-d(X,M)
d(AX)-d(X.D) d(M,X)-d(X,M)
~ 4BY)dY.C) amy)dym) &

According lemma 3, and using the notation given in (4),
we have

d(AX)-d(X,D)=d(PX)-d(X,Q) = s~ |x, (24)
and
d(B,Y)-d(Y,C)=d(PY)-d(Y,Q =g’ |y]*. (25

Inserting (24) and (25) in (23) we obtain

2

2 2
S b b 2_ 12
=——z = X =W = X==%lyl,

R

and finally, as it has been shown before,

X =1yl = d(X,M)=d(M,Y).0

Proof 4
Let k be aparabalic circlein I, and let M be the midpoint

of the chord P_Q> of k. Let’s choose the coordinate system
as shown (in the affine model) in figure 10, i.e, the tangent
—>

on the circle k parallel to the chord PQ as the x-axis, and
theisotropic straight line through M as the y-axis.

34

Fig. 10

Let A(ay,Re&), B(by,RE)A # B = a1 # by, and
C(c1,RG), D(d1,RcE), C# D = ¢y # dy, be four points
on the parabolic circle k. Choosing M (0, m), for the chord
l56 we have |56 =y=m. Besides, for AB being a chord
through M, the following relations are obtained:

M, A, B collinear points <
0O m 1

a Ra& 1
by Rbf 1

— 0o aby — —g. (26)

Analogoudly, for CD bei ng a chord through M, we have:
M, C, D collinear points <

0O m 1 m
ca RE 1 :O(:)cldlz—ﬁ. (27)
d RE 1

Let's denote further on X (xg,m) and Y (y1, m).
One obtains the following:
A, D, X callinear points <

=

X1 m
a R& 1
d R&E 1

=0< Rx (ag+d1) = m+ Ragds.

(28)
C, B, Y coallinear points <
yp m 1

by RE 1
a2 RE 1

=0< Ry (b1 +¢1) = m+Rbics.

(29)
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Finally, using (26), (27), (28), and (29) it follows:

m+Rad;  m+Rbcy
X - _
Lt R(a1+di) - R(b1+c1)

(m+Ragdp) (by +c¢1) 4 (M+Rbycy) (g +dy)

R(ap +dy) (by +c1)

_ R(agbyd; +agcyd; +agbycy +bycydy) +m(ag +by +cp +dyp)

R(ag +dp) (b +cp)

R(—Rdh— Ras — Rc1 — Bbi) +m(ag + by +cq +dy)
R(ag +dy) (by +c1)

= M isthe midpoint of XY. O
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Cemu sluzi nacrtna geometrija?

Ovo je zauzimanje za nacrtnu geometriju. Od svojih je
pocetaka nacrtna geometrija metoda za proucavanje 3D
geometrije preko 2D dlika koja nudi uvid u unutrasnju
strukturu i metricka svojstva prostornih objekata, postu-
paka i principa. Obrazovanje s nacrthom geometrijom
omogucujerazvijanje intel ektualnih sposobnosti studenata
za prostornu percepciju. Crtezi nas vode kroz geometriju,
ali nisu njezin glavni cilj.

1 Uvod

Ova je konferencija posvetena Rudolfu BEREISU koji se
rodio prijetotno 100 godina. Kadaje 1957. zapoCeo svoju
profesorsku karijeru, ovdje na Tehnickom univerzitetu u
Dresdenu, bio je pun planovai idgja. Njegovo je nadah-
nuto djelovanje bilo posveteno unapredivanju nacrtne geo-
metrije (NG). Planirao je seriju udzbenika. Sudbina je
medutim odlucila drukcije: umro je nakon devet godina.
Tako je objavljen samo prvi dio zamiSjenog ciklusa[1].

Svrha je ovog prikaza objasniti ¢emu sluzi nacrtna geo-
metrija, predmet koji je na znanstvenoj ljestvici najbliZi
matematickom podrucju, ai je ujedno blizak arhitekturi,
strojarstvu i inZenjerskoj grafici. ZapoCinjem s definici-
jama i prilazem nekoliko primjera kako bih pokazao da
nacrtna geometrija omogucuje razvijanje studentskih in-
telektual nih sposobnosti za prostornu percepciju (vidi dija-
gramu [15], d. 5.), te daje stoga od neosporne vaznosti za
sveinZenjerei lijeCnike te znanstvenike prirodnih znanosti.

2 Kako definirati nacrtnu geometriju

Cini se da je u mnogim americkim udZbenicima
inZenjerske grafike, primjerice [2, 6], sadrZaj nacrtne geo-
metrije sveden samo na standardne konstrukcije, kao Sto su
odredivanje praveveliCineduzineili presekadvaju ravnin-
skih mnogokuta u trodimenzionalnom prostoru. Za takvo
je shvatanje nacrtne geometrije zacijel o prilicno neobicno
daje R. BEREIS planirao seriju udzbenikaiz tog predmeta.

2.1 Nacrtnageometrijau Europi

Kako bismo lak%e objasnili vaznost nacrtne geometrije
u sredidnjoj Europi, zapoCet temo s definicijama iz
njemackih udZbenikaobjavljenih u podljednjih pedeset go-
dina:

e J. KRAMES definiraoje u [9]:

"Darstellende Geometrie” ist die Hohe Schule des
raumlichen Denkens und der bildhaften Wieder-
gabe [u dobodnom prijevodu: NG je visoko
umijete promidjanjaprostorai njegovogagrafickog
predoCavanja].

Definiciju jecitirao i R. BEREIS[1].

e H. BRAUNER je prihvatio je preporuku E. KRUPPA
i dao je prednost nazivu 'Konstruktive Geometrie’
[Konstruktivha geometrija] umjesto Nacrtna geo-
metrija. Onjedefinirao u [4]:

'Konstruktive Geometrie’ unfasst das Studium
von Objekten des Anschauungsraumes unter Ver-
wendung jener Methode, die an der graphisch
darstellten Figur durch Konstruktion und Rech-
nung operiert[’ Konstruktivhageometrija' analizira

3D objekte sredstvima grafickih ili matematickih
metoda primijenjenih na 2D dlike].

e F. HOHENBERG je u svom udzbeniku [7] usmjeren
na primjenu nacrtne geometrije u tehnologiji:

'Konstruktive Geometrie’ soll geometrische For-
men und Vorgnge verstehen, vorstellen, gestal-
ten und zeichnen lehrgiKonstruktivna geometrija’

uci kako razumijeti, zamidljati, odrediti i crtati
geometrijske oblike].

e W.-D. KLIX u svom nedavno objavljenom
udzbeniku [8] daje proSireno objasdnjenje:

"Darstellende Geometrie” ist wie kaum ein an-
deres Lehrgebiet geeignet, dadirf jede in-
genieurnassige konstruktiv-séipferische atigkeit
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notwendige &umliche Vorstellungsverigen zu ent-
wickeln sowie die Bhigkeit auszubilden, &um-

géométrie descriptive’ (1799.) prosSirio ideje o nacrtnoj
geometriji iz Francuske po cijeloj Europi. U [10], str. 1,

lich Gedachtes richtig und damit auch anderen nalazimo sljedete uvodne iskaze:

verstindlich darzustellen [NG je jedinstvena u
unapredivanju prostornog razmi8ljanja, temeljnog za
svaku stvaralatku inzenjersku aktivnost, i vjezbanju
sposobnosti grafickog izrazavanja prostornih ideja
kako bi bile svakome razumljive].

Nakraju bih ukratko Zelio zakljuiti sljedete.
Definicija:
Darstellende Geometrie umfasst das auf Bilder ijese

Studium von Formen, Voamgen und Gesetzssigkeiten
der Raumgeometrie.

[NG je metoda proucavanja 3D geometrije s pomotu 2D
dslika. Omoguctuje uvid u strukturu i metricka svojstva
prostornih objekata, postupakai principa.]

Charakteristisch iir Darstellende Geometrie ist das
Wechselspiel
[ZaNG je tipitno uzajamno djelovanje]

a) zwischen der &umlichen Situation und deren
bildlicher Darstellung

[izmedu 3D situacije i njezine 2D reprezentacije]

b) zwischen anschaulichem Erfassen und begrifflichem

Schliessen

[izmedu intuitivhog
logickog zakljucivanja].

razumijevanja i strogog

Prema tome kolegiji iz nacrtne geometrije u sredisnjoj
Europi ne pokrivaju samo teoriju projiciranja nego i
tehnike modeliranjazakrivulje, plohei tijeladajuci ujedno
uvid u veliku raznolikost geometrijskih oblika. Pritom
su ukljucena neka diferencijalno-geometrijska svojstva
krivulja i ploha te dio analiticke geometrije [12, 13].
Razvijanjei usavrSavanje studentskih vjestina u rjeSavanju
problemadodatni je cilj tih kolegija.

2.2 G. MONGEOVA definicija

Gaspard MONGE (1746.-1818.) smatra se osnivatem
znanstvene nacrtne geometrije. No, to ne znaCi da je on
sam razvio sve graficke metode. Naprativ, vetinu se moze
pronaci u prijadnjim knjigama, primjerice u onimaAmédée
Francois FREZIERA.

Ipak, G. MONGE hio je nadjelotvorniji znanstvenik i
promicatelj koji je izdavanjem svoje knjige 'Lecons de

La Géométrie descriptive a deux objets:

- le premier, de donner les méthodes pour
représenter sur une feuille de dessin qui n'a que
deux dimensions, savoir, longueur et largeur, tousles
corps de la nature qui en ont trois, longueur, largeur
et profondeur, pourvu néanmoins que ces corps puis-
sent tre définis rigoureusement.

- Le second objet est de donner la maniére de
reconnaitre, d aprés une description exacte, les
formes des corps, et d’en déduire toutes les vérités
qui résultent et deleur formeet deleurspositions
respectives.

4[Nacrtnageometrijaimadvacilja

- Prvo, onatrebadati metode po kojima se na crtatem
papiru, koji ima samo dvije dimenzije, duljinu i
Sirinu, mogu prikazati sve prostorne tvorevine, koje
imaju tri dimenzije, duljinu, Sirinui visinu, auz pret-
postavku da se te tvorevine mogu tocno definirati.

- Drugo, ona treba dati postupak, po kojem se iz
tocnog crteza neke prostorne tvorevine moze upo-
znati njezin oblik, te mogu izvesti svi zakoni koji
izlaze iz oblika i medusobnog poloZaja njezinih di-
jeloval]

aU izvornom ¢lanku francuski tekst nije preveden. Urednistvo navodi
prijevod iz knjige J. JUSTINIJANOVIC: Nacrtna geometrijaSveucilidte u
Zagrebu, Zagreb, 1961.
To dokazuje da dva glavna cilja nacrtne geometrije -
zamiSjanjei analiziranje 3D objekata - postoje od njezinog
osnivata. Tadva ciljamogu se pronati i u novim enciklo-
pedijama, poput BROCKHAUS [5]:

Darstellende Geometrie, Teilgebiet der Mathematik,...

Ziel der DG ist sowohl das Darstellen von dreidimensiona-

len Gebilden... als auch die Interpretation vorliegender
Bilder...

[NG=subjekt matematike... Cilj je NG prikazivanje 3D
objekata... kao i interpretacijadanih dika...]

2.3 Odabir naziva

Znakovito je da se rijeC 'crtanje’ ne pojavljuje u MON-
GEOVO0J definiciji. U nacrtnoj geometriji crtanje? uvodi u
geometriju(usporedi [14]), i joj nije glavnasvrha; preda-
jemo geometriju umjesto konstrukcijske tehnike. Valja
uoCiti da na francuskom ’descriptive’ znaCi 'opisan’,
"predocen’ ali ne nuzno’ graficki opisan slikom’.

INastavljam s dvojeziénim verzijama i naglasavam da je njematka verzija originana. Moglo bi se dogoditi da moj engleski prijevod ne izrazava

egzaktno znatenje njemackog iskaza.

2Pritasedaje Felix KLEIN jednom izjavio: “Medu svim matematicarima, geometricari imaju prednost damogu vidjeti ono &to proucavaju.”
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i

- g,
,g GASPARD MONGE

SESELEYES

SES CON( TCY

Slika1: Spomenik G. MONGEU, Place de Monge,
Beaune (mjesto rodenja), Dep. Cote-d’ Or, Francuska

StoviZe, ujavnosti je nacrtnageometrijapostala pogrednim
sinonimom za 'rucno crtanje slika 3D objekata’. Kako je
tijekom podljednjih desetljeCarucno crtanjetradicionalnim
priborom zamijenjeno s CAD-om ili matematickim soft-
verom s grafiCkim outputom, ¢esto mnogi zakljucuju daje
nacrtna geometrija zastarjela. No to je sasvim pogresno
i upravo suprotno: oni s dobrim znanjem nacrtne ge-
ometrije sposobni su proSiriti upotrebu CAD programa,
buduti da je komunikacija obi¢no zasnovana na pogle-
dima étojesnainiji i sofisticiraniji softver zamodeliranje,
to je potreban viSi nivo geometrijskog znanja. LoS dizajner
nece nikad postati dobar samo upotrebom CAD-a umjesto
tradicionalnih pomagala. Zbog dlicnih se razloga vaznost
matematike i dalje povetava, iako raCunalapreuzimaju dio
povezan s racunanjem.

Druga pogresna interpretacija nacrtne geometrije je u
tome da se smatra samo teoretskim, iskljucivo 'akadem-
skim’ predmetom. F. HOHENBERG uvjerljivo osporavato
misljenje u svom udzbeniku [7]. Na mnogim je primjer-
ima pokazao da je za stvarni svijet bitna primjena nacrtne
geometrije.

U pokuSgjima obrane pravog znaCenja nacrtne ge-
ometrije bilo je mnogo pokusaja preimenovanjatog pred-
meta. Njezina je primjenjivost isticana uporabom naziva
"tehnickageometrija’ ili ' primijenjenageometrija’ umjesto
nacrtna geometrija. Kao %o je vet reCeno drugi je iz-
bor ’konstruktivna geometrija - 'konstruktivna u figura
tivnom znaCenju. To bi moglo znaliti da u ovom slucaju
nije uporabljeno samo rucno crtanje nego i matematicko
izraCunavanje.

ZapravoizvornaM ONGEOVA definicijanacrtne geometrije
svojim Sirokim znaCenjem pokriva sva ta gledista. Dakle,
smatram da je originalni naziv joS uvijek prikladan.
Samo strateski razlozi (primjericeradi ojaCavanje poloZzaja
nacrtne geometrije u popisu kolegija) mogu opravdati nove
i mozda atraktivnije nazive.

| zaonekoji vole prevoditi *descriptive’ s’ graficki opisna
dodajem Nacrtna geometrija je @€ od 'nacrtne’ ge-
ometrije kaosto je 'geometrija’ mnogo 88 od njezina
izvornog znéenja— 'mjerenje Zemlje'.

3 Sto bi studenti trebali pamtiti

Za procjenu obrazovnog ucinka bilo kojeg predmeta u
popisu kolegija moze se pokuSati utvrditi Sto je ostalo u
pamcenju studenata nakon $to su svi detalji zaboravljeni.
Zelim potvrditi da €ak i dabim studentima nacrtna geo-
metrija omogucuje razvoj sljedetih sposobnosti:

e shvatiti prostorne objekte iz danih glavnih pogledai
e razluciti posebne poglede. Osim toga

e studenti dobivaju uvid u geometrijske idealizacije
(apstrakcije), raznolikost geometrijskih oblikai geo-
metrijsko razmiSjanje.

Prve dvije sposobnosti Cine se elementarnima.  Ipak, te
su intelektual ne sposobnosti tako fundamentalne damnogi
kasnije zaboravljgju koliko su tesko morali raditi za nji-
hovo stjecanje.

3.1 Vaznost glavnih pogleda

Glavni pogledi - pogled odozgopogled naprijed pogled
sa strane viseili manje su apstraktni jer ne odgovaraju os-
obnom vizualnom dojmu. Ipak apstrakcija sve to pojedno-
stavnjuje. U vetini slu€ajevaglavni pogledi pokazuju bitna
svojstva prostornih struktura, a ispitivanje tih ravninskih
pogleda mnogo je lak3e, nego usredotoCiti se na pravu 3D
strukturu.

Ipak treba vjezbati da se usvoji ta vrsta predoCavanjai da
se shvati oblik bilo kojeg 3D objekta upravo na temelju
glavnih pogleda. Nitko nete posumnjati u potrebu trajnog
treningasportaSa. Ali u slu€aju nacrtne geometrije Cesto se
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odbacujeta potrebapase govori o ¢isto akademskom pred-
metu kao kada se, primjerice, u uvodnim vjezbama dva
trokuta u prostoru moraju presjeci .

metrije. U anatomiji mnogo jednostavnije shvatgju tok
krvnih zilaili zivaca, uoCavagjuci ih upravo glavnim pogle-
dima. | u ortopediji su sposobni shvatiti kako |judski

zglobovi funkcionirgju i zasto i5CaSenje uzrokuje razlicite
smetnje.

Nedavno je austrijska televizija uzivo prenosila operaciju
na ljudskoj lubanji: Kirurg je trebao ispraviti iSCaSenje
kosti nalicu nastalo u saobratajnoj nesreti. U predopera-
tivnom je zahvatu ispravan polozaj kosti bio oznaten na
zadonu. U pretapanju slika tgj je virtualni polozaj kom-
biniran s aktualnim. Rad se kirurga, dakle, sastojao u tome
datadva polozajarucno izjednaCi na pacijentu.

Kako je kirurg kontrolirao svoj rad? PaZljivo je ispitao tri
glavnapogledajer su oni omogucavali rastaviti stvarni 3D
pomak u ravninske pokrete.

Slika 2: Objasnjenje glavnih pogledau udzbeniku za
stomatologe

3.2  Umijete odredivanja posebnih pogleda

Aksonometrijski pogledsu vazni i svakome shvatljivi.
Primjereni su za podsjetanje na poznati objekt ili za
usporedivanje sa stvarnim objektom u blizini. Ipak se ni
kut, ni duljina, ni ravninski oblik ne pojavljuju u pravoj
veli€ini. Ortogonalnost se moze zamigliti samo s pomocu
nekih dodatnih pretpostavki, zasnovanih na iskustvu ili
procjeni. Dakle, ti pogledi nisu nikad dovoljni za’'descrip-
tion exacte; kao &to to zahtijeva MONGEOVA definicija.®

Za detajnu analizu 3D objekta Cesto posebni pogledi
(pomotni pogledi), koji ravnine prikazuju kao pravce a
pravce kao tocke, otkrivaju stvarnu prostornu situaciju.
Takvi pogledi €esto su kljut rjeSavanja 3D problema. Sma-
tram da su ti posebni pogledi uzviseno umijete nacrtne
geometrije. Studenti samo u kolegiju iz nacrtne geometrije

uce koji uvjeti u posebnim pogledimatrebaju biti ispunjeni
i kako se mogu odrediti.

Sljedeti primjer (d. 3. [11]) zorno €e predocCiti prednosti
posebnih pogleda:

Primjer: Gdje sunce ranije izlazi 21. lipnja, u Oslu iliu
Betu?

| grad || istotna duljina| sjevernasirina |
Oslo 10.6° 59.9°
Bet 16.4° 48.2°

Na dlici 3 odredujemo pogled naprijed sa suntevim
zrakama koje su paralelne s ravninom slike. Tada pret-
postavimo da je to pogled u trenutku kada sunce u Oslu
izlazi 21. lipnja. Cim se BeC prikaZe u tom pogledu, lako
se uotava odgovor na postavljeno pitanje.

Taj je pogled takoder koristan jer moze razjasniti dodatne
problemekao i one s vise detalja, primjerice:

a) Mozeli se dogoditi da tijekom jednogodisnjeg raz-
doblja sunce izade istodobno u Oslu i u Betu?

b) Povetati preciznost obratajuci pozornost Cinjenici
da je sunce zbog refrakcije u atmosferi priblizno
0.6° ispod |okalnog horizonta kada se promatratu na
zemlji Cini daizlazi.

¢) U zoni astronomske zoeeincejeizmedu 6° i 18° is-
pod lokalnog horizonta. Istrazujuci poseban pogled
koji smo prije predstavili, lako je shvatiti zaSto je
vrijeme dnevne zore krate $to je promatrac blize ek-
vatoru.

Slika 3: Gdje sunce 21. lipnjaranijeizlazi, u Osluili u
BeCu?

S1sto vrijedi za slike koje su osjercane poput fotografije i koje mogu hiti krajnje varljive. Ciste linijske grafikeizgledaju manje privliatno, ai su
apstraktnije. No to je Cesto prednost, jer kad je uklju€eno vise informacija, linijske grafike pruzaju mogucnost usredotocivanja na bitno.
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3.3 Pogledi su vodi¢ u prostornu geometriju

Nijemi poznatojeli itko sposoban manipulirati virtualnim
3D objektima, bez ikakvog pomagalai samo u imaginaciji,
te moZe li predoCiti kako ti objekti izgledaju u razlicitim
polozajima. Mozda kipari ili piloti imaju tu sposobnost.
Osobno je zaista nemam i rompski dodekaedasuzi mi
kao uvjerljiv primjer.

Taj se konveksni poliedar moze izgraditi podizanjem
kvadratske piramide sa45° nagnutim plohamaiznad svake
pobocke kocke (vidi dl. 4.).

Slika 4: Kockai rompski dodekaedar

Buduti da svaka dva komplanarna trokuta mogu biti dli-
jepljena i tako tvoriti romb, tg poliedar ima 12 kongru-
entnih pobocki te se Cini da je sasvim shvatljiv. Unatoc
tome nisam sposoban zatvorenim ocima zamidliti kako
ta) poliedar izgleda odozgo kad je s jednom pobotkom
poloZen na stol. Sretom, jednostavna prostoruc¢na skica
omogucuje predotavanje tog pogleda kao i djedetih
vaznih svojstava:

e Postoje dva tipa vrhova rompskog dodekaedra: 8
vrhova pripada pocetnoj kocki; ostalih 6 su zrcalne
dlike srediSta kocke pri zrcaljenju na plohama.

e Rompski dodekaedar je prodor triju kvadratskih
prizmi od kojih po dvijeimaju ortogonalne osi (vidi
g.5.).

e Rompski dodekaedar je prodor heksagonahnih
prizmi Cijesu osi u smjeru dijagonalakocke. Postoje
lanci od 6 sugjednih ploha (vidi zasenjene rombove
nasd. 6.) koji susmjesteni naistoj heksagonalnoj
prizmi.

e Bocni i straznji zidovi sata pripadaju rompskom do-
dekaedru.

e Svaki dvostrani kutima120° i u njemu je jednaunu-
tarnja kugla (dodiruje sve bridove poCetne kocke).

o Rompski dodekaedar* dualan je kubnom oktaedru.

e Rompski dodekaedar je prostorno punjenje poliedra.
To se moze zamidliti tako da se zapotne s '3D
Sahovskom plocom’ izgradenom od kocaka. Tada
se’bijele’ kocke mogu razdijeliti u 6 kvadratskih pi-
ramida. Svaka se moze pridodati sugednoj 'crnoj’
kocki i proSiriti u rompski dodekaedar.

Slika5: Rompski dodekaedar kao prodor triju kvadratskih
prizmi.

Slika 6: RazliCiti pogledi rompskog dodekaedra.

4Striktno bi se mogao nazvati prvim rompskim dodekaedrom. Prema S. BiLINSKOM [3] postoji i drugi. U tom sluaju dvostrani kut ima 144°. Taj je
poliedar dobiven iz triakontaedra, duala od ikosidodekaedra, odbacivanjem dviju prizmaticnih zonai spajanjem preostalih komada. Autor je zahvalan H.

MARTINIJU 8to je usmjerio svoju pozornost na tu ¢injenicu.
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Kornatski suhozidi, ograde i geometrija

Nema tome dugo da je pogled na ova] nas planet postao mogut i iz vjekovima
zamiSljane perspektive bogova. Tek odnedavno obicni smrtnici imaju prilike gledati
Zemlju okom kojem ni&ta ne ostgje skriveno. Otkrili smo velike tgjne ljudske civi-
lizacije, izmjerili svaki vazan kutak Zemlje, nadziremo prijateljei neprijatelje. Otkrili
smo zadivljujucu i zastraSujucu sliku svijeta u kojem Zivimo. Neke tragove |judskog
Zivota netemo mocti popraviti, toliko su bezobzirni. No, ima ljudskih djela koja su
tako odmjerenai prikladnada posjeduju ono Sto zovemo ljepotom. Nijeli trud kornat-
skih tezaka, promatran bozjim okom, oliCenje jednostavnosti, intuicije, znanjai duha
uskladenih s okolinom? Nijeli to i geometrija?

ProSlog sam ljeta s velikim uzivanjem proCitavalai pregledavalamonografiju Kornati,
iz edicije Biseri Jadrana(Fabra, Zagreb, 2004). Preporucujem ju svakome, a narocito
onima koji planirgju makar i jednodnevni posjet Kornatima. Osobit dojam na mene
su ostavile fotografije Davora Sarica, dale su mi novi pogled na neéto &o poznajem -
kornatske suhozide i ograde. Fotografije su objavljene uz tekst Land-art paradigma
autora Nikole BaSi€a, koji 0 kornatskom suhozidu pise;

”... Od svih proizvoda koje je stvorila kornatska ruka, najvazniji i najupecatljiviji je
svakako zid, tocnije suhozid. Na psiholoskom planu on je znak identiteta. | vlastite
definicije u prostoru. Na funkcionalnom, on osigurava besprijekorne odnose sa suse-
dima, na estetskom, on je znak one posebnosti koju urbanim prostorima osiguravaju
katedrale ili rijetki umjetnicki spomenici. Zidovi podsgetaju, suvremenom umjetni
¢kom terminologijom kazano, na land-art instalacije. ..... Kornatski zid u svoje tri
osnovne varijante (unjulo—jednostruk, uduplo—dvostruk i prizda—vrlo Sirok) donosi
kao na dlanu povijest svih odnosa u Kornatimai nezobilazna je Cinjenica u definiciji
kornatskog posieda... On je tocno toliko visok (Sest nog, nekad nesto manje; noga =
33 cm) da ga ovca ne moze preskoCiti i prijeci natudi paSnjak. On je onoliko Sirok
koliko je potrebno da ga snagavjetra ne razori...”

Pomislila sam kako bi bilo dobro objaviti fotografije Davora Sarica na naslovnici
KoG-a, pa neka svatko tko ga Cita uZiva u vlastitim geometrijskim asocijacijama.
Trokuti, Cetverokuti, krugovi — elementarne figure 2D geometrije, pojmovi koji se
prvoskolcima ne objadnjavaju, samo ih se podsieta da to vet znagju i da to pripada
geometriji. Sjene koje nas uvode u 3D geometriju, prostor u kojem su nastali zidovi i
fotografija izrezana objektivom Davora Sarica. Ali ono &o se na ovim fotografijama
takoder vidi tojevizijakoju suimali davni graditelji, koji teSko dasu kornatske zidove
prostim okom vidjeli u cijelosti. To su geometrijski oblici nastali iz ljudske mudrosti
pohranjivane i prenoSene kroz generacije ljudi to Zive na kornatskoj tocki zemljine
kugle, gdje se tako jasno dodiruju ili sudargju osnovni prirodni elementi (more, ka-
men, sunce, zrak). Ta me Cinjenica podsjetila na reCenicu koju je na 7. konferenciji
za geometriju i grafiku 1996. godine u Krakowu izrekao profesor Hellmuth Stachel:
Geometrija je intelektualna umjetnost i posebna vrsta kreativnosti ljudskoga uma

Zahvaljujemo Davoru Saricu &0 nam je omogucio da njegove fotografije objavimo
u ovom broju KoG-a. Imao je pritom samo jednu Zelju - da u Casopisu bude neko-
liko recenica koje e pojasniti geometrijsko-matematicki aspekt naSeg zanimanja za
njegove fotografije, jer svoju vezu s matematikom dozivljava gotovo iskljucivo kao
gietanje na kolski predmet koji nije volio. Nadam se da sam ovim tekstom barem
donekleispunilatu njegovu zelju.

SoNJA GORJANC
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